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Alle  Rechte  vorbehalten. 


Vorrede  zur  ersten  Auflafle. 


In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Differential-Rechnung 
habe  ich  bei  der  Bearbeitung  des  vorliegenden,  die  Integral- 
Rechnung  behandelnden  Bandes  die  didaktische  Seite  be- 
sonders berücksichtigt.  Ich  bin  deshalb  bei  der  Anordnung 
des  Stoffes  zuweilen  von  dem  gewöhnlichen  Lehrgange  ab- 
gewichen: so  z.  B.  habe  ich  zu  Anfang  das  Integral  als 
eine  reine  Umkehrung  des  Differentials  definiert  und  erst 
später  den  Begriff  desselben  erweitert. 

Nach  dieser  höchst  einfachen  und  leicht  faßlichen 
Definition  habe  ich  unmittelbar  die  Methoden  vorgetragen, 
die  zur  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  führen.  Die 
zahlreichen  Übungs -Beispiele,  welche  hierbei  eingeschaltet 
sind,  dürften  um  so  mehr  am  Platze  sein,  weil  es  erfah- 
rungsmäßig feststeht,  daß  zum  weiteren  Eindringen  in  diesen 
subtilen  Teil  der  Mathematik  große  Gewandtheit  in  den 
arithmetischen  Operationen  und  klare  Übersicht  über  die- 
selben durchaus  notwendig  sind,  und  daß  dem  Anfänger  an 
einem  Beispiele  oft  manches  klar  wird,  was  ihm  in  der 
allgemeinen  Theorie  nur  halb  verständlich  geworden  oder 
ganz  imverständlich  geblieben  ist. 

Es  liegt  in  der  Natur  des  Menschen,  daß  er  nur  selten 
eine  allgemeine  Theorie  auf  einmal  erfaßt;  in  der  Regel 
steigt  er  von  speziellen  Fällen  zur  allgemeinen  Theorie  hin- 
auf. Die  Geschichte  der  Wissenschaft  gibt  hierfür  viele 
Belege;  so  z.  B.  waren  die  Gesetze  des  freien  Falles,  des 
Pendels  und  der  Planeten -Bewegungen  schon  lange  be- 
kannt, als  sie  in  ein  allgemeines  Gesetz,  das  Orrnntations- 
Gesetz,  zusammengefaßt  wurden. 


IV  Vorreden. 

An  die  Behandlung  des  allgemeinen  Integrals  (Seite  1 
bis  134)  hätte  ich  die  Behandlung  des  bestimmten  Integrals 
und  der  dahin  gehörigen  Untersuchungen  (Seite  162 — 242) 
unmittelbar  anreihen  können.  Ich  habe  jedoch  das  Kapitel 
über  die  Quadratur  der  Kurven  (Seite  136  bis  161)  dazwischen 
eingeschaltet,'  teils  um  hieran  die  Bedeutimg  der  Integrations- 
Konstanten  und  die  Ermittelung  des  Wertes  derselben  zu 
erläutern;  besonders  aber,  um  mir  hierdurch  ein  ausgezeich- 
netes Mittel  zur  Behandlimg  der  bestimmten  Integrale,  der 
Doppel -Integrale  usw.  zu  verschaffen.  Diese  Anordnung 
dürfte  schon  durch  die  Paragraphen  46  bis  60  allein  gerecht- 
fertigt werden.  Die  Differential -Gleichungen  sind  nur  so- 
weit behandelt,  als  sie  dem  wissenschaftlichen  Techniker 
unentbehrlich  sind.  Ich  konnte  mich  zu  dieser  Einschrän- 
kung um  so  eher  entschließen,  weil  ich  hoffe,  daß  den 
beiden  erschienenen  Bänden  (welche  übrigens  für  sich  ein 
Ganzes  bilden  sollen),  später  noch  zwei  andere  Bände  über 
Differential-  und  Integral -Rechnung  folgen  werden. 

Hannover,  den  16.  August  1868. 

M.  Stegemann. 


Vorrede  zur  vierten  Auflage. 


Der  ungewöhnlich  starke  Absatz,  welchen  die  Integral- 
Rechnung  von  Stegemann  gefunden  hat,  ist  ein  Zeichen 
dafür,  daß  die  darin  angewendete  Methode  für  den  Lernen- 
den durchaus  angemessen  ist. 

Daneben  kann  indessen  nicht  geleugnet  werden,  daß 
die  drei  bisherigen  Auflagen  eine  große  Zahl  von  Unge- 
nauigkeiten  und  Druckfehlern  enthielten,  und  daß  außerdem 
manche  Untersuchungen  und  Sätze  fehltön,  welche  auch 
für  den  Techniker  unentbehrlich  sind. 

Deshalb  erschien  eine  vollständige  Umarbeitung  und 
eine  durchgreifende  Ergänzung  des  Buches  erforderlich. 
Dies  ist  nun  in  der  vorliegenden  Auflage  geschehen ;  die  in 
großer  Zahl  bemerkten  Fehler  sind  verbessert,  viele  Beweise 
strenger  gefaßt  und  die  wesentlichsten  Lücken  ausgefüllt 
worden.  Trotzdem  hat  der  Umfang  des  Buches  nur  eine 
Erweiterung  von  wenigen  Bogen  erfahren,  da  es  möglich 
war,  viele  Entwickelungen  kürzer  zu  fassen. 

Für  die  Abgrenzung  des  Stoffes  waren  dem  Heraus- 
geber die  Anforderungen  maßgebend,  welche  von  einem 
billig  denkenden  Examinator  bei  der  ersten  Staats -Prüfung 
(Bauführer -Prüfung)  in  Integral  -  Rechnung  gestellt  werden 
dürften. 

Es  soll  jedoch  ausdrücklich  hervorgehoben  werden,  daß 
das  Buch  auch  für  solche  Leser  geeignet  ist,  welche  an  der 
Universität  Mathematik  studieren. 

Im  ganzen  ist  die  von  Stegemann  gewählte  Anordnung 
und  Behandlung  des  Stoffes  so  viel  wie  möglich  beibehalten. 
Besondere  Sorgfalt  ist  darauf  verwendet,  das  Buch  dvMceVv- 


VI  Vorreden. 

weg  leicht  verständlich  zu  fassen,  so  daß  es  bei  voller 
Berücksichtigung  der  wissenschaftlichen  Strenge  doch  für 
den  Lernenden,  nicht  für  den  Gelehrten  berechnet  ist. 

Hinzugefügt  ist  auch  eine  Tabelle  der  hergeleiteten 
Formelfi,  welche  einerseits  die  Anwendungen  sehr  erleich- 
tert, andererseits  aber  ein  erprobtes  Hilfsmittel  bei  Repe- 
titionen  bietet. 

Hannover,  den  11.  August  1885. 

L.  Bliepert. 


Vorrede  zur  fünften  Auflage. 


Als  es  im  Kreise  meiner  Fachgenossen  bekannt  wurde, 
daß  ich  eine  neue  Auflage  der  Differential-  imd  Integral- 
Rechnung  von  Stegemann  herausgegeben  hätte,  erhielt  ich 
von  hochgeschätzter  Seite  den  dringenden  Rat,  doch  lieber 
ein  eigenes  Lehrbuch  zu  schreiben.  Dieser  Aufforderung 
bin  ich  dadurch  nachgekommen,  daß  ich  die  kürzlich  er- 
schienene 6*«  Auflage  der  Differential -Rechnung  und  eben- 
so die  hier  vorliegende  5**®  Auflage  der  Integral -Rechnimg 
fast  im  vollen  Umfange  neu  abgefaßt  habe.  Von  dem  Texte 
des  iS^^emawn  sehen  Leitfadens  habe  ich  nur  wenige  Stellen 
und  von  den  Aufgaben  nur  eine  kleine  Zahl  beibehalten; 
dagegen  habe  ich  mich  in  einem  Punkte  eng  an  das 
ursprüngliche  Werk  angeschlossen,  nämlich  in  dem  Be- 
streben, die  Darstellung  und  Anordnung  so  zu  wählen,  daß 
der  Anfänger  dem  Lehrgange  ohne  Schwierigkeit  folgen 
kann.  Ich  habe  deshalb  eine  möglichst  elementare  Fassung 
gewählt  und  zur  Erläuterung  zahlreiche  Übungs- Beispiele 
hinzugefügt.  Die  Reihenfolge  ist  so  getroffen,  daß  das 
Neue  an  Bekanntes  angeknüpft  wird,  damit  der  Lernende 
von  leichten  Aufgaben  allmählich  zu  schwierigeren  aufsteigt. 


Vorreden.  VII 

Aus  diesem  Grande  ist  auch  die  Einteilung  des  Stoffes 
in  der  Weise  erfolgt,  daß  in  dem  ersten  Teile  von  der 
Integration  der  gebrochenen  rationalen,  der  irrationalen 
imd  der  transzendenten  Funktionen  nur  die  einfacheren 
Fälle  behandelt  sind,  und  daß  dann  [sogleich  die  Anwen- 
dungen der  Integral -Rechnung  auf  die  Quadratur  imd 
Rektifikation  der  Kurven,  auf  die  Kubatur  der  Rotations- 
körper und  auf  die  Komplanation  der  Rotationsflächen 
folgen.  Wenn  der  Lernende  möglichst  früh  erkennt,  welche 
Vorteile  die  Integral -Rechnung  bei  den  Anwendimgen  auf 
die  Geometrie  bietet,  wird  er  mit  größerem  Interesse  und 
reiferem  Verständnisse  an  die  ausführliche  Behandlung  der 
Partialbruch -Zerlegung  und  an  die  mühsameren  Methoden, 
welche  bei  der  Integration  irrationaler  und  transzendenter 
Funktionen  zu  erfassen  sind,  herantreten.  Dagegen  würde 
er  leicht  ermüden,  wenn  er  die  ganze  Theorie  vor  den  An- 
wendungen, welche  [außerdem  zur  Einübimg  und  Befesti- 
gung der  bis  dahin  erklärten  Formeln  und  Sätze  dienen, 
durcharbeiten  müßte. 

Den  theoretischen  Erörterungen  des  zweiten  Teiles  sind 
gleichfalls  zahlreiche  Aufgaben  aus  der  Geometrie  beigefügt. 
Leider  mußten  die  interessanten  und  äußerst  lehrreichen 
Anwendungen  auf  die  [Mechanik  ausgeschlossen  werden, 
weil  sonst  der  Umfang  des  Lehrbuches  über  Gebühr  ge- 
wachsen wäre. 

Obgleich  die  früheren  Auflagen  in  erster  Linie  für  die 
Studierenden  an  den  technischen  Hochschulen  bestimmt 
waren,  hat  das  Buch  doch  auch  bei  den  Lehrern  und  Stu- 
dierenden der  Mathematik  an  den  Universitäten  freundliche 
Aufnahme  und  Verbreitimg  gefunden.  Diesem  höchst  er- 
freulichem Umstände  habe  ich  Rechnung  getragen,  indem 
ich  die  meisten  Erklärungen  imd  Beweise  noch  strenger 
gefaßt  und  den  Inhalt  wesentlich  bereichert  habe.  Freilich 
darf  man  in  dieser  Beziehung  bei  einem  Buche,  mit  dessen 
Hilfe  sich  der  Anfänger  vor  allen  Dingen  tüchtige  Fertig- 
keit im  Differentiieren  und  Integrieren  aneignen  soll,  nicht 
gar  zu  hohe  Anforderungen  stellen. 


Vm  VorredeD. 

Die  Zitate  aus  der  Dif ferential-Rechming  beziehen  sich 
auf  die  6^  Auflage,  welche  im  November  1892  erschienen, 
zurzeit  aber  bereits  vergriffen  ist.  In  der  alsbald  folgen- 
den 7**^  Auflage  der  Differential-Rechnung  soll  daher  die- 
sielbe  Anordnung  der  Abschnitte  imd  Paragraphen  bei- 
behalten werden,  damit  die  Zitate  auch  dafür  noch  zu- 
treffende sind. 

Den  Herren  Lampe,  von  Mangoldt,  Franz  Meyer,  Runge 
und  Voß,  die  mir  auch  bei  der  Umarbeitung  der  Integral- 
Rechnung  wertvolle  Ratschläge  erteilt  haben,  bin  ich  zu 
aufrichtigem  Danke  verpflichtet ;  ganz  besonders  Herrn  Vofi 
für  die  ausführlichen  Mitteilungen  über  kritische  Stellen 
des  Buches.  Außerdem  muß  ich  mit  dem  besten  Danke 
die  freundliche  Mitwirkung  des  Herrn  Petzold  beim  Lesen 
der  Korrektur  hervorheben. 

Die  Verlagsbuchhandlung  ist  allen  meinen  Wünschen 
auf  das  Bereitwilligste  entgegengekommen,  wofür  ich  auch 
an  dieser  Stelle  meinen  verbindlichsten  Dank  ausspreche. 

Hannover,  den  23.  April  1894. 

L.  Bliepert. 


Vorrede  zur  sechsten  Auflage. 


Die  vorliegende  sechste  Auflage  unterscheidet  sich 
weder  dem  Umfange  noch  dem  Inhalte  nach  wesentlich 
von  der  fünften  Auflage,  seit  deren  Erscheinen  ein  so  kurzer 
Zeitraum  verstrichen  ist,  daß  sich  inzwischen  nur  an  wenigen 
Stellen  das  Bedürfnis,  Veränderungen  vorzunehmen,  ergeben 
hatte.  Doch  habe  ich  auch  bei  der  Integral -Rechnung  die 
Verbesserungsvorschläge,  welche  mir  von  befreundeter  Seite 
zugegangen  sind,  und  für  die  ich  hierdurch  meinen  auf- 
richtigen Dank  ausspreche,  nach  Möglichkeit  berücksichtigt. 
Der  mir  mehrfach  erteilte  Rat,  die  Differential -Rechnung 


Vorreden.  IX 

und  die  Integral -Rechnung  nicht  getrennt  zu  behandeln, 
sondern  mit  der  Integral -Rechnung  zu  beginnen,  sobald 
die  ersten  Abschnitte  der  Differential -Rechnung  erledigt 
sind,  konnte  aus  rein  äußerlichen  Gründen  nicht  befolgt 
werden.  Es  bleibt  aber  jedem  Leser  überlassen,  die  An- 
ordnung des  Unterrichtsstoffes  in  dem  angedeuteten  Sinne 
zu  ändern.  Davon  mache  ich  auch  in  meinen  eigenen  Vor- 
trägen, welche  an  der  hiesigen  technischen  Hochschule  im 
Oktober  eines  jeden  Jahres  ihren  Anfang  nehmen,  Gebrauch, 
um  bis  zu  Weihnachten  diejenigen  Abschnitte  durchzu- 
nehmen, welche  in  den  zu  Neujahr  einsetzenden  Vorträgen 
über  Mechanik  als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Ich  lasse 
deshalb  den  Abschnitten  I  bis  IV,  VIII  bis  XI  der  Diffe- 
rential-Rechnung unmittelbar  den  ganzen  ersten  Teil  der 
Integral -Rechnung  folgen  und  kehre  erst  dann  wieder  zur 
Differential -Rechnung  zurück. 

Wie  schon  in  der  Vorrede  zur  fünften  Auflage  hervor- 
gehoben wurde,  enthält  der  Leitfaden  in  seiner  jetzigen 
Form  nur  wenig  von  dem  Stegefnannschen  Werke,  so  daß 
ich  nunmehr  selbst  als  Verfasser  in  der  neuen  Auflage  auf- 
geführt bin. 

Beim  Lesen  der  Korrektur  hat  mich  Herr  Petzold 
wieder  in  freundlicher  Weise  unterstützt  und  dadurch  zu 
herzlichem  Danke  verpflichtet.  Ebenso  danke  ich  der  Ver- 
lagsbuchhandlung bestens  für  die  liebenswürdige  Bereit- 
willigkeit, mit  der  sie  bei  der  Drucklegung  allen  meinen 
Wünschen  entgegengekommen  ist 

Hannover,  den  12.  September  1896. 

L.  Kiepert. 


Vorreden. 


Vorrede  zur  siebenten  Auflage. 


Da  mir  seit  dem  Erscheinen  der  sechsten  Auflage  nur 
wenige,  sich  auf  Änderungen  beziehende  Wünsche  bekannt 
geworden  sind,  so  unterscheidet  sich  die  vorliegende  siebente 
Auflage  von  der  vorhergehenden  nur  in  einigen  Punkten, 
von  denen  ich  den  Abschnitt  über  öawyfsche  Quadratur 
hervorheben  möchte.  Ich  werde  aber  jedem,  der  mir  für 
die  späteren  Auflagen  nützliche  Verbesserungs-Vorschläge 
macht,  dankbar  sein  und  rechne  dabei  insbesondere  auf  die 
Mitwirkung  der  Herren  Techniker,  die  in  den  letzten  Jahren 
so  viel  über  die  notwendige  Reform  des  mathematischen 
Unterrichts  geschrieben  haben,  deren  Ausführungen  jedoch 
wirklich  verwendbare  Vorschläge,  wie  man  es  im  einzelnen 
besser  machen  kann,  bisher  nicht  enthalten.  Wenn  ich  auf 
das  vorliegende  weitverbreitete  Lehrbuch  Bezug  nehmen 
darf,  so  verlange  ich  bestimmte  Angaben  über  etwaige 
Abschnitte,  Lehrsätze  und  Aufgaben,  welche  sich  darin 
finden,  für  den  Techniker  aber  entbehrlich  sind;  ferner 
bitte  ich  um  Mitteilung  von  Untersuchungen  und  Aufgaben, 
welche  in  dem  Lehrbuche  fehlen.  Auch  Vorschläge  über 
Änderung  des  ganzen  Lehrplanes  werde  ich  mit  Dank  ent- 
gegen nehmen. 

Ich  hatte  schon  früher  um  derartige  Mitteilungen  ge- 
beten imd  kann  mit  Genugtuung  feststellen,  daß  mir  von 
Seite  der  mathematischen  Fachgenossen  nützliche  Winke  in 
großer  Zahl  zugegangen  sind.  Für  die  vorliegende  Auflage 
haben  mir  besonders  die  Herren  Bodenberg  in  Hannover 
und  Stäckd  in  Kiel  gute  Ratschläge  erteilt  und  mich  da- 
durch zu  bestem  Danke  verpflichtet.  Von  den  Herren 
Technikern  dagegen  habe  ich  bisher  nur  einen  einzigen 
Verbesserungs-Vorschlag  erhalten,  der  sich  auf  die  Auf- 
nahme der  hyperbolischen  Funktionen  bezieht. 
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Die  Forderung,  der  mathematisclie  Unterriclit  an  der 
technischen  Hochschule  müsse  das,  was  die  Techniker  später 
wirklich  brauchen,  noch  mehr,  als  bisher  geschehen  ist, 
berücksichtigen,  erscheint  mir  durchaus  berechtigt;  dieses 
Ziel  wird  aber  nicht  durch  kränkende  Vorwürfe  erreicht, 
sondern  durch  freundschaftliche,  gemeinsame  Arbeit.  Die 
Kluft,  welche  zwischen  Theorie  und  Praxis  bestanden  hat, 
wird  durch  die  neuerdings  beliebten  Angriffe  auf  die 
Mathematik  noch  vergrößert ;  nur  durch  beiderseitiges  Ent- 
gegenkommen kann  sie  überbrückt  oder  ganz  ausgefüllt 
werden  zum  Heile  der  Wissenschaft  und  zur  Förderung 
der  technischen  Anwendungen. 

Den  Fachgenossen,  welche  an  den  technischen  Hoch- 
schulen und  Universitäten  Differential-  und  Integral -Rech- 
nung vortragen  und  an  ihre  Zuhörer  die  angehängte  Tabelle 
verteilen  wollen,  stellt  die  Verlagsbuchhandlung  eine  größere 
Anzahl  von  Separat-Abzügen  kostenfrei  zur  Verfügung.  Die 
Benutzung  dieser  Tabellen,  von  denen  ich  jedem  meiner 
Zuhörer  ein  Exemplar  zu  überreichen  pflege,  hat  mir  bei 
meinen  Vorträgen  stets  sehr  gute  Dienste  geleistet;  denn 
erstens  brauche  ich  jede  Formel  nur  einmal  herzuleiten  und 
kann  bei  der  späteren  Anwendung  auf  die  Tabelle  ver- 
weisen. Sodann  gewinnt  der  Lernende  über  das,  was  er 
wissen  soll,  durch  die  Tabelle  einen  besseren  Überblick. 
Damit  stelle  ich  jedoch  gewiß  nicht  die  Anforderung,  daß 
jemand  die  ganze  Tabelle  auswendig  lernen  soll.  Im  Gegen- 
teil liegt  der  Hauptzweck  der  Tabelle  in  der  Absicht,  das 
mechanische  Auswendiglernen  von  Formeln  möglichst  einzu- 
schränken. Diejenigen  Formeln,  welche  einen  wichtigen 
Satz  oder  eine  häufig  verwendete  Rechnungsmethode  ent- 
halten, muß  man  sich  natürlich  merken,  aber  nicht  durch 
Auswendiglernen,  sondern  durch  den  wiederholten  Gebrauch. 
Die  übrigen  Formeln  würde  man  doch  sehr  bald  wieder 
vergessen,  auch  wenn  man  sie  noch  so  sorgfältig  auswendig 
gelernt  hätte.  Man  kann  auch  um  so  lieber  auf  das  Aus- 
wendiglernen verzichten,  wenn  man  eine  Tabelle  zur  Hand 
hat,  in  welcher  jede  dieser  Formeln  leicht  aufzufinden  ist. 
Ich    möchte    deshalb    ausdrücklich    hervorheben,    daß    die 
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Tabelle  meinem  Lehrbuche  beigefügt  ist,  nicht  um  den 
Lernenden  mit  vielem  Formelkram  zu  belasten,  sondern  um 
eine  Entlastung  herbeizuführen. 

Herrn  Petzold  habe  ich  wieder  für  die  freundliche 
Unterstützung  beim  Lesen  der  Korrektur  xmd  der  Verlags- 
buchhandlung für  die  wohlwollende  Berücksichtigung  meiner 
Wünsche  bei  Ausführung  des  Druckes  den  verbindlichsten 
Dank  abzustatten. 

Hannover,  den  3.  September  1899. 

L.  Kiepert. 


Vorrede  zur  achten  Auflage. 


In  der  vorliegenden  achten  Auflage  sind  einige  nicht 
unwesentliche  Änderungen  vorgenommen  und  einige  neue 
Abschnitte  hinzugefügt  worden.  Namentlich  ist  in  dem 
ersten  Teile  die  Anordnung  so  gewählt,  daß  die  verschie- 
denen Methoden  zur  Ermittelung  der  Integrale  (Integration 
durch  Substitution,  Integration  durch  Zerlegung  und  par- 
tielle Integration)  sich  noch  schärfer  voneinander  abheben. 

Von  den  hyperbolischen  Funktionen,  welche  bereits  in 
der  neunten  Auflage  der  Differential -Rechnung  benutzt 
worden  sind,  ist  hier  ebenfalls  zur  Vereinfachung  zahlreicher 
Integrationen  Gebrauch  gemacht,  und  zwar  mit  besonderer 
Rücksicht  auf  die  Gegenüberstellung  solcher  Integrale  mit 
den  verwandten  Integralen,  welche  auf  zyklometrische  Funk- 
tionen führen. 

Hinzugefügt  sind  etliche  Untersuchungen  aus  der 
Theorie  der  Differential -Gleichungen,  insbesondere  auch  ein 
Abschnitt  über  die  Behandlung  imd  Integration  simultaner 
Differential  -  Gleichungen. 

Am  Schluß  ist  auch  noch  eine  kurze  Tabelle  für  die 
Werte  der  elliptischen  Normal -Integrale  erster  und  zweiter 
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Gattung  aufgestellt,  in  der  Überzeugung,  daß  die  Anwen- 
dung dieser  Integrale,  die  sich  in  der  Technik  und  in  der 
mathematischen  Physik  häufig  genug  einstellen,  denen  aber 
die  Herren  Techniker  bisher  in  der  Regel  sorgfältig  aus- 
gewichen sind,  erst  dann  möglich  ist,  wenn  eine  leicht  zu- 
gängliche, handliche  Tabelle  vorliegt.  Eine  solche  Tabelle 
findet  sich  bereits  in  der  Formel -Sammlung  von  lAgowski 
(Taschenbuch  der  Mathematik,  dritte  vermehrte  Auflage, 
Berlin  1893);  es  erschien  aber  erwünscht,  die  Zahl  der  be- 
rücksichtigten Werte  des  Moduls  und  der  Amplitude  zu 
vergrößern  und  die  Zahl  der  Dezimalstellen  von  vier  auf 
fünf  zu  erhöhen.  Bei  Aufstellung  der  Tafeln  wurde  das 
große  Werk  von  Legendr e,  Traite  des  fonctions  elliptiques, 
t  n,  Paris  1826  benutzt,  indem  aus  den  dort  angegebenen 

Logarithmen     die    Werte     der    Integrale     K  =  FUc,  ^\ 

E  =  JEyk,  ^-j  selbst  berechnet  worden   sind.     Die  Werte 

von  F(k,  q>)  und  E{k,  q>)  auf  Seite  623  und  624  sind  den 
Legendreschen  Tafeln  ohne  Umrechnung,  nur  mit  Ein- 
schränkung der  Stellenzahl  entnommen. 

Den  Fachgenossen,  welche  an  den  technischen  Hoch- 
schulen und  Universitäten  Differential  -  und  Integral -Rech- 
nung vortragen  und  diese  Tafel  nebst  der  angehängten 
Formel -Tabelle  verteilen  wollen,  stellt  die  Verlagsbuchhand- 
lung eine  größere  Anzahl  von  Separatabzügen  kastenfrei 
zur  Verfügung. 

Die  Figuren,  deren  Anzahl  ebenfalls  vermehrt  ist,  sind 
sämtlich  neu  hergestellt. 

Auch  diesmal  sind  mir  von  verschiedenen  Seiten  An- 
regungen zu  Verbesserungen  und  Ergänzungen  zugegangen. 
In  dieser  Beziehung  bin  ich  besonders  den  Herren  Stäckel 
in  Eael  und  Prandtl  in  Hannover  zu  Dank  verpflichtet. 
Herr  Prandtl  hat  mich  namentlich  auf  einige  Abschnitte 
aus  der  Theorie  der  Diff ereAtial  -  Gleichungen  aufmerksam 
gemacht,  deren  Behandlung  für  die  Ingenieure  von  Bedeu- 
tung ist 
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Den  aufrichtigen  Dank,  d^n  ich  bei  den  früheren  Auf- 
lagen der  Veriagsbuchhandlung  für  die  bereitwillige  Ge- 
währung meiner  Wünsche  und  Herrn  Pelzold  für  die 
freundliche  Mitwirkung  beim  Lesen  der  Korrektur  zu  er- 
statten hatte,  muß  ich  auch  bei  dieser  Auflage  aufs  wärmste 
wiederholen. 

Hannover,  den  17.  Mai  1903. 

L.  Kiepert. 


Vorrede  zur  neunten  Auflage. 


Die  Gesichtspunkte,  die  bei  den  früheren  Auflagen 
dieses  Lehrbuches  maßgebend  gewesen  sind,  konnten  auch 
für  diese  neue  Auflage  festgehalten  werden. 

Im  einzelnen  sind  aber  in  der  neuen  Auflage  noch 
mancherlei  wichtige  Ergänzungen  hinzugetreten. 

Vollständig  umgearbeitet  ist  die  Untersuchung  der 
Konvergenz -Bedingungen  für  die  Reihen -Ent  Wickelungen, 
welche  zur  Integration  gewöhnlicher  Diff erential  -  Glei- 
chungen erster  Ordnung  benutzt  werden.  Der  neue  Beweis, 
der  wesentlich  einfacher  und  kürzer  ist  als  der  früher  ge- 
gebene, wurde  dem  Verfasser  von  Herrn  Stäckd  in  Han- 
nover mitgeteilt.  Auf  Anregung  von  Herrn  Stäckd  ist  auch 
eine  wissenschaftliche  Erklärung  der  Grundsätze  für  den 
Gebrauch  des  Ämsler sehen  Polarplanimeters  in  das  Lehr- 
buch aufgenommen  worden.  Für  die  Darstellung  der 
Koeffizienten  einer  trigonometrischen  Reihe  sind  einige 
charakteristische  Beispiele  hinzugefügt. 

Femer  ist  der  Zusammenhang  zwischen  dem  allgemeinen 
Integral  einer  Diff  erential  -  Gleichung  erster  Ordnung  und 
der  singulären  Lösung  noch  eingehender  behandelt  worden 
als  bisher. 

Besonderes  Gewicht  legt  der  Verfasser  auf  den  letzten 
Abschnitt,  in  welchem  die  zuerst  im  Jahre  1894  von  Herrn 
Bunge  in  Göttingen  ausgeführte  Übertragung  der  Simpson- 
sehen  Regel  auf  die  Integration  gewöhnlicher  Differential- 
Gleichungen  erläutert  ist.  Da  in  der  Technik  sehr  viele 
Differential -Gleichungen  auftreten,  die  man  in  geschlos- 
sener Form  nicht  integiieren  kann,  so  wird  das  durch,  dift 
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Verallgemeinerung  der  Simpson  sehen  Regel  gegebene 
Nähenmgsverfahren,  das  bei  richtigem  Gebrauch  stets  hin- 
reichend genaue  Resultate  liefert,  voraussichtlich  gute 
Dienste  leisten. 

Auf  Wunsch  einiger  Leser  sind  am  Schlüsse  des  Buches 
noch  ein  alphabetisches  Verzeichnis  über  die  Bedeutung 
der  in  den  Formeln  benutzten  Buchstaben  und  ein  alpha- 
betisches Inhaltsverzeichnis  aufgestellt  worden  zum  leich- 
teren Verständnis  und  zur  besseren  Übersicht  über  die  in 
dem  Werke  behandelten  Untersuchungen. 

Um  die  Benutzung  der  den  Anhang  des  Werkes  bilden- 
den „Tabelle  der  \vichtigsten  Formeln"  zu  erleichtern,  hat 
die  Verlagsbuchhandlung  in  der  äußeren  Ausstattung  der 
neuen  Auflage  insofern  eine  hoffentlich  willkommene  Ver- 
besserung eingeführt,  als  sie  die  Tabelle  in  auslegbarer 
Form  hat  einheften  lassen.  Hierdurch  ist  es  ermöglicht, 
die  Tabelle  während  des  Gebrauchs  hieben  das  aufgeschlagene 
Buch  zu  legen  und  so  die  in  den  einzelnen  Paragraphen 
des  Werkes  gegebenen  Hinweise  auf  die  Tabelle  ohne  zeit- 
raubendes Nachschlagen  des  Gesamtwerkes  gleichzeitig  zu 
benutzen. 

Auch  im  übrigen  hat  die  Verlagsbuchhandlung  alles 
aufgeboten,  um  die  Ausstattung  des  Buches  zu  verbessern. 
Namentlich  sind  für  den  Druck  vollständig  neue  Typen 
zur  Verwendung  gekommen.  Ich  spreche  daher  der  Ver- 
lagsbuchhandlung auch  an  dieser  Stelle  für  das  mir  be- 
wiesene Entgegenkommen  meinen  verbindlichsten  Dank  aus. 

Herr  Petzold  hat  mich  beim  Lesen  der  Korrektur 
wiederum  in  freundlichster  Weise  unterstützt,  wofür  ich 
ihm  ebenfalls  herzlich  danke. 

Hannover,  den  I.Oktober  1907. 

L.  Kiepert. 
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Erster  Teil. 


1.  Abschnitt. 

Allgemeine  Begriffe  und  Fundamentalsätze 
der  Integral-Rechnung. 

§  1- 
Begriff  und  geometrische  Deutung  des  Integrals. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  1  uiid  2.)*) 
Die  Aiifgabe  der  Integi~cil -Rechnung  besteht  darin,  daß 

eine  Funktion  F{pc)  gesucht  wird,  deren  Ableitung 

(1.)  F\x)  =  fix) 

gegeben  Lsf. 

Da  das  Differential  einer  Funktion  F{x)  gleicli  ist  ihrer 

Ableitung  F'{x),  multipliziert  mit  dem  Differential   von  Xj 

da  also 

(2.)  dF(x)  =  F\x)d.x  =  f{x)dx, 

s»)  kann  man   die  gestellte  Aufgabe   auch  so  fassen:  „Von 

einer  Funktion    ist   da«  Differential  gegeben,   tnan  soll  die 

Funktion  seihst  aufs^ichenJ'^ 

Die  Operation,  durch  welche  dies  geschieht,  nennt  man 

die    ^jlntegraiimi    des    vorliegenden    Differentials''''^    und    die 

Wissenschaft,  welche  von  den  Integrationen  handelt,  nennt 

man  ^ylntegral- Rechnung''''.     Das  Operationszeichen   für  das 

Integral  von  F\x)dx  ist  y  (ein  langgezogenes  Sj,**)  also 


*)  Die  wichtigsten   Formeln   sind   im  Anhange  zu  einer  Tabelle 
zusammengestellt. 

*♦)  Es  wird  später  gezeigt  werden,  daß  man  jedes  (l)estimmte) 
Integral  auch  als  den  Grenzwert  einer  Summe  von  unendlich  vielen, 
unendlich  kleinen  Grfißen  auffassen  kann.  Dieser  Auffassung  ent- 
spricht das  Operationszeichen  /'(erster  Buchstabe  des  Wortes  Summa), 
das  von  Leibniz  eingeführt  ist. 

Kiepert,  Integral  -  Beebnang.  ^ 


2  §  1.     Begi'iff  und  geometrische  Deutung  des  Integrals. 

(3.)  J'F'ixyix  =  F(.r). 

In  dieser  Hauptformel  ist  somit  ausgesprochen,  was  man 
unter  dem  Integral   einer  gegebenen  Differential-Fimktion 

F\.ryir  =  f{x)(1x 
versteht. 

Beispiele. 

1)  Ist 

F{x)  =  r\ 
so  wird 

F\x)  =  'ij?,     also     /kr^VAr  =  .r'. 

2)  Ist 

t\x)  =  sinj?, 

so  wu'd 

F*{x)  =  cos;r,     also     /cosxdx  =  sinx. 

3)  Ist 

Fix)  =  arctg.r, 
so  wird 

Aus  der  vorstehenden  Erkläining  folgt,  daß  Integratiwi 
tind  Differentiation  mtf/fyengrsptztc  Operafiont^i  sind,  dir 
sich  gegensf*itig  aufheben.  Setzt  man  nämlieh  aus  Glei- 
chung (2.)  den  Wert  von  F'{x)dx  in  die  Gleichung  (3.)  ein, 
so  erhält  man 

(4.)  /dF{x)  =  F[x); 

und  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (3.)  differentiiert, 

(o.)  d/F*(x)dx  =  dF(x)  =  F\x)dx. 

Darin  liegt  ein  Mittel,  um  das  durch  die  Integration 
sich  cngebende  Resultat  zu  j)rüfen.  üifferentiieii:  man  näm- 
lich dieses  Resultat,  so  muß  man  den  Ausdnick  erhalten, 
der  imter  dem  Integralzeichen  st(?ht. 

AVeil  F*{x)dx  nicht  nur  das  Differential  von  F{x), 
sondern  auch  das  Differential  von  Fix)  +  C  ist,  wo  C  eine 
beliebige  Konstante  bedeutet,   so  wird  ganz  allgemein 

(0.)  J'F\x)dx  =  Fix)   r  C. 


r,  /     V  1  y  i        dX 

Fix)  =  ■-■■■  ,      .,  j      also      /  -   ,   -.,  =  arctgx. 
^  ^       1  +  X-  ll  +  x^  ^ 
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Das  Integral  von  F\x)dx  hat  daher  unendlich  viele 
Werte.  Dabei  nennt  man  die  Größe  C  die  ^^Integratiofis- 
Kansfant&', 

Dies  ist  aber  die  einzige  Willkür,  welche  bei  der  Be- 
stimmung des  Integrals  auftritt,  denn  es  gelten  die  folgen- 
den Sätze: 

Satz  1.  Ist  die  Ableitung  einer  stetigen  Funktion  rpix) 
für  alle  Werte  von  x  zwischen  a  und  b  gleich  0,  so  ist  der 
Wert  von  (p(x)  in  dieö-etn  Intervalle  konstant. 

Beweis.     Nach    dem    TayZor sehen    Lehrsatze  (D.-R.*), 
Formel  Nr.  87  der  Tabelle)  ist 
(7.)  ffXa  +  h)  =  (p(a)  +  h  .  <p\a  +  hh), 

wo  ff  zwischen  0  und  1  liegt.  Nach  Voraussetzung  ist  (f\x) 
für  alle  Werte  von  x  zwischen  a  und  b  gleich  0,  folglich 
wird 

(f;\a  +  eh)  =  0, 

so  lange  a  -\-  h  =  x  in  dem  angegebenen  Intervalle  bleibt. 

Da  nun  h  eine  endliche  Größe  ist,  so  wird 

(8.)  ff{a  +  h)  =  (f.(d),     oder     (p{x)  =  ff(a), 

d.  h.  ff(x)  behält  den  konstanten  Wei-t  (p{a). 

Hieraus  folgt 

Satz  2.  Hohen  die  beiden  stetigen  Funktionen  F{x)  und 
Oix)  in  dein  betrachteten  Intervalle  dieselbe  Ableitung,  so 
unterscheiden  sie  sich  voneinander  nur  durch  eine  Konstante, 

Beweis.     Setzt  man 
^9.)  tp{x)  =  0^x)-F{x), 

so  ist  die  Ableitung  von  f/(x)   in   dem  Intervalle  beständig 
gleicli  Null,   also  ist  ^(x)   nach  Satz   1   eine  Konstante  (7. 
Dies  gibt 
(10.)  0{x)  =  F(x)  +  C. 

Satz  3.  Sind  die  beiden  Funktionen  F{x)  und  0{x) 
Integrale  derselben  Funktion  f{x),  so  können  tne  sich  nur 
durch  eine  Konstante  voneinander  unterscheiden. 


♦)  Die  atate,  welche  sich  auf  die  zehnte  Auflage  der  Differential- 
Rechnung  beziehen,  sollen  durch  die  vorgesetzten  Buchstaben :  „D.-R." 
hervorgehoben  werden. 
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Beweis.     Nach  der  Erkläi-ung  des  Integi'als  muß 

(11.)  F\x)  =  f(x)    und  auch     G\x)  =  f{x) 

sein,  d.  h.  es  muß 

(12.)  F\x)  =  G\x) 

sein,  folglich  ist  nach  dem  vorigen  Satze 

(13.)  0{x)  =  F(x)  +  C. 

Satz  4.  Zu  jeder  steiigen  Funktion  y  =  f{x),  die  in 
dem  betrachteten  Intervalle  eindeutig  ist  und  sich  durch  eive 
Kurve  geometrisch  darstellen  läßt,  gibt  es  ein  Integral  (wäh- 
rend es  nicht  zu  jeder  stetigen  l!\inktion  eine  Ableitung 
gibt). 

Beweis.  Es  möge  zunächst  die  Voraussetzung  gemacht 
werden,  daß  die  Kurven,  so  weit  ihr  Bogen  hier  in  Betraclit 
kommt,  oberhalb  der  X-Achse  liegen.  Ist  AP  ein  solcher 
Kurvenbogen  (Fig.  1)  mit  der  Gleichung 

(14.)   .  y  =  fix), 

^  '^'  *  SO  ist  der  Flächeninhalt  F  der 

/  Figur  AiQPA  eine  Funktion  F{x) 
von  X,  denn  er  ändeit  sieh  zu- 
gleich mit  x.     Es  ist  also 

(15.)    F  =  A,QPA  =  F{x), 

und    wenn    man    QQi    mit     Jx^ 

^  QiPi  =  f(x  +   /x)     mit     7/1    lu- 

^        ^,  Q     qT'^  zeichnet, 

(16.)  AiQiPiA  =  F{x  +  Jx)  =  F  -]-  JF, 

folglich  wird 

(17.)       QQiPiP  =  iF  =  JF{x)  =  F{x  +  Jx)  —  F(x). 

Legt  man  durch  P  die  Gerade  PP  i)arallcl  zui'  X-Achse, 
so  wird  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Kurve  von  P  bii^ 
Pi  steigt, 

(18.)  QQiRP  =y.dx<   iF{x)  =  QQiPiP: 

und  legt  man  durch  Pi  die  Gerade  P]S  i)arallel  zur  X-Achse, 

so  wird 

(19.)  QQiPiP  =  JF{x)  <  QQiPiS  =  y/i .  fx. 


VtT^ 


-^ 


'ß 


JF{x) 
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Dies  gibt 
(20.) 

oder,  weil  limyi  =  y  für  \\n\.1x  =  0  wird, 

ril.)  y  =  ^-2^,    oder    f(x)  =  F\x), 

Deshalb  erh<ält  man 
(2-2.)  F  =  Fix)  =  fF\x)dx  =ff{x)dx, 

Fig.  2. 


-4. 


N 


Äf 


Q     Qf 


oder 

(;>2a.)        F  =fydx. 

Dieselben  Schlüsse  gelten 
auch  noch,  wenn  die  Kurve 
vom  Punkte  P  bis  zum  Punkte 
Pi  fällt  (vergl.  Fig.  2),  nur 
erhalten  dann  die  Ungleich- 
heitszeichen  die  entgegenge- 
setzte Richtung.  Es  wird  näm- 
lich in  diesem  Falle 

F  =  Ä.QPA  =  F{x), 
ÄiQiPiÄ  =  Fix  +  ^1x)  =  F  +   //\ 
QQiPiP  =    IF  =r  iF{x)  =  F(pß  +   Ix)       F{r.) 

QQiRP  ^  JF{x)  ^  QQiPiS, 
oder 

(;23.)  7/ .  fx  ^    /F{x)  ^  2/1 .  ,lr, 

(24.)  y^._l^^y,^ 

also,   da  auch  hier  limyi  =  y 
wii'd  für  lim  /x  =  0, 
dF{x) 
dx 
oder 
(25a.)      fix)  =  Fix). 

Das  Resultat  bleibt  sogar 
auch  dann  noch  richtig,  wenn 
die  Kui-ve  zwischen  P  und  Pi 
ahtcechselnd  steigt  und  fällt 
(Fig.  3).     Man  legt  dann  durch  den  höchsten  Punkt  H  wVvV 


(25.) 


y 


6  §  2.    Einführung  der  Integrationsgrenzen. 

(1er  Ordinate  ?/  und   durch  den  tiefsten  Punkt  T  mit  der 
Ordinate  y'*  Parallele  GGi  und  KKi  zu  der  X-Achse.     Da- 
durch erhält  man  die  beiden  Rechtecke 
(26.)       QQiOiG  =  1/  ,  Ix    und     QQiKiK  =  //' .  Jx, 
und  zwar  wird 

(27.)  //' .  fx  ?^  QQiPiP  =   fF(x)  ^  1/' .  fx. 

oder 
(28.)  //•  &    '^^f  ^  !/'. 

also,  da  limjy'  =  \imy'*  =  y  für  lim  Ix  =  0, 

(29.)  2/  =  '*2^''     oder     f{x)  =  F\x). 

Man  findet  daher  in  allen  Fällen 

(30.)        F  =  AiQPA  =ff{x)dx  +0  =  Jydx  +  C. 

Bei  dieser  geometrischen  Deutung  des  Integrals  erkennt 
man  auch,  weshalb  zu  dem  Integral  noch  eine  willkürliche 
Integration«- Konstante  hinzutreten  muß.  Die  Anfangs- 
Ordinate  A\A^  durch  welche  die  ebene  Figur  F  auf  der 
einen  Seite  begrenzt  wii*d,  ist  noch  beliebig.  Einer  Ver- 
schiebung dieser  Anfangs -Ordinate  entspricht  eine  Ver- 
ändenmg  der  Integrations- Konstanten   C, 


§  2. 

Einführung  der  Integrationsgrenzen. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  3  bis  G.) 
Es  gibt  Anwendungen  der  Integi-al-Eechmmg,  bei  denen 
die  Gleichung 

J'F\x)dx  =  Fix)  +  C 
für  jeden  Wert  der  Integi-ations- Konstanten  C  eine  Lösung 
der  gestellten  Aufgabe  gibt.  Man  nennt  dann  F{x)  -f  C 
das  yydllgenmne  IntegraV,  aus  dem  sich  die  „partikulär (*n 
Integrale*'  ergeben,  indem  man  für  C  besondere  (partikuläre) 
Weile  einsetzt. 

Bei  anderen  Anwendungen  der  Integi'al-Rechnung  aber 
darf  die   Integrations -Konstante    C  nur  einen   bestimmten 
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Wert  haben,  der  sieh  im  allgemeinen  aus  der  Natur  der 
Aufgabe  ohne  weiteres  ergibt.  Gewöhnlich  wird  die  Inte- 
grations- Konstante  C  dadurch  ermittelt,  daß  man  den  Wert 
von  X  aufsucht,  für  welchen  das  Integral  in  der  vorgelegten 
Aufgabe  verschwindet. 

Ist  a  dieser  besondere  Wert  von  x^  so  nennt  man  a 
,Mie  unif're  Grenzp^*  des  Integrals  und  schreibt 

(i;)  F  =fF\x)dx  =  F{x)  +  C, 

a 

Da   nach  Voraussetzung   das  Integral   für  x  =  a  ver- 
seil windet,  so  findet  man  hieraus 
(9 )  0  =  F(d)  +  (7,     oder     T  =  —  F{d\, 

also 
^3.)  F  =fF\x)dx  =  Fix)  —  F{a), 

a 

Dieses  Verfahren  kommt  auch  bei  der  geometrischen 
Deutung  des  Integrals  in  Betracht.  In  den  Figuren  1,  2 
und  3  z.  B.  verschwindet  der  Flächeninhalt  der  ebenen 
Figur  Ä\QPA,  wenn  die  Ordinate  QP  mit  der  Anfangs- 
Ordinate  A\A  zusammenfällt,  wenn  also 

X   =    ß  =:    0A\, 

In  vielen  Fällen  braucht  man  den  Wert  von  F  nur  für 

einen  bestimmten  Wert  von  x,  z.  B.  für  x=  6;  man  nennt 

dann  h  „(Up  obere  Orenze'^  und  schreibt 
ö 

(4.)  F  =/F'{x)dx  =  Fih)  —  F(a). 

F  heißt  in  diesem  Falle  ein  ..heMimmtes  Integrdl'\ 
während  man  F(x)  das  ,,unbeji'timmfe  Integral**  von  F\x)dx 
nennt. 

Um  anzudeuten,  in  welcher  Weise  das  bestimmte  Integral 
aus  dem  unbestimmten  hergeleitet  wird,  schreibt  man 

(5.)      F  =Jydx  =fF\x)dx  =  [F{x)]   =  F{h)  —  F(a). 

au  ^ 

Satz  1.  Da^  he,sfimmfe  Integral  kann  hetrachtet  werden 
ala  Grcfizwert  einer  Summe  von  unendlich  vielen,  unendlich 
kleinen  Chrößen. 
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Beweis.     Der  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  AiBiBÄ 
(Fig.  4)  war 

ö 

(6.)  F  =fF\x)dx  =  F(b)  —  F(a), 

a 

wenn  diese  Figur  dui'ch  die  Kurve 

y  =  F*{x)^     oder     //  =  f{x) 
^^^-  ^'  begrenzt  wird.    Dabei  werde  vor- 

ausgesetzt, daß  f{x)  in  dem  l)e- 
t  rächt eten  Intervalle  eine  steiigo 
und  eindeutige  Funktion  sei. 
Andererseits  kann  man  aber  auch 
den  Flächeninhalt  dieser  Figur 
dadurch  berechnen,  daß  num 
sie  durch  Parallele  zur  l'-Aclise 
in  n  Streifen  zerlegt,  die  alle 
verschwindend  klein  werden,  wenn  n  ins  Unbegrenzte 
wächst.  Ist  nun  QQiPiP  einer  der  Streifen,  und  zieht  man 
durch  P  eine  Parallele  PB  zur  Z- Achse,  so  wird  dieser 
Streifen  zerlegt  in  ein  Eechteck  QQ\BP  mit  dem  Flächen- 
inhalte y,..1x  und  in  das  Dreieck  Pi?Pi ,  wobei  mit  Ix  die 
Breite  des  Streifens  bezeichnet  ist.  Die  Summe  der  Recht- 
ecke QQiPP  ist  daher 

x=b—JJ'  X—f>—JT  x—l)—JX 

(7.)      J',  =  2  w .  /.c  =  2  /•(x) .  Ix  =--  S  F'{x) .  /.r. 

x=-a  x—-fi  jr—a 

Wächst  n  ins  Unbegrenzte,  so  wird    Ix  verschwindend 
klein,  und  man  erhält 

(8.)  limPi  =  \im^F\x)  .  Jx  =  P, 

weil  die  Dreiecke  PPPi  verschwindend  kleine  Größen  höherer 
Orchiung  werden,  die  neben  den  verschwindend  kleijien 
G-rößen  erster  Ordnung  vernachlässigt  werden  dürfen. 

Von   der   Richtigkeit    dieses   Jtesultats   kann   man  sich 
auch  auf  folgende  Weise  überaeugen. 

Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  PPPi  (Fig.  4)  ist  kleiner 
als  der  Flächeninhalt   eines  Rechtecks  mit  der  Gnmdlinio 
PB  =■-    Ix  und  der  Höhe  PPi  =  //^,  also 
APPPi  <//^.  Ix. 
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Dieselbe  Ungleichung  gilt  für  die  sämtlichen  Dreiecke, 
welche  in  Figur  4  von  den  Streifen  abgeschnitten  sind. 
Bezeichnet  man  also  die  Summe  dieser  Dreiecke  mit  2Pi?Pi 
und  die  größte  unter  den  Höhen  //^  mit  ä,  so  wird 

2Pi?Pi  <  S//^.  7x  <  AS  /T, 
oder,  da   2  Ix,   d.  h.  die  Summe   aller   Grundlinien    gleich 
.4,^1  ist, 

SPÄPi  <  // .  AxBx  =  Mb  —  a). 

Nach  Voraussetzung  ist  die  Funktion  f{x)  für  die  be- 
tmehteten  Werte  von  x  stetig  und  endlich,  deshalb  werden 
die  Größen  //^,  also  auch  h  mit  .<fx  zugleich  verschwindend 
klein,   folglich  auch   2Pi?Pi. 

In  Figur  4  bieigt  die  Kurve  von  A  bis  B.  Das  Recht- 
eck QQiBP  Lst   deshalb  um  das  Dreieck  PRP\  Jdr^iner  als 

Fip.  5.  Fif?.  6. 


th. 


^r 


-r^ 


der  Streifen  QQ\P\P,  Dasselbe  gilt  für  alle  anderen  Streifen, 
in  welche  die  Figur  zerlegt  ist.  Fällt  dagegen  die  Kurve 
von  A  bis  B  (vergl.  Fig.  5),  so  sind  die  Rechtecke  imi  die 
kleinen  Dreiecke  größer  als  die  Streifen  der  Figur.  Es 
können  auch  (wie  in  Figur  6)  die  Rechtecke  teilweise  größor 
und  teilweise  kleiner  als  die  Streifen  sein.  Die  in  Glei- 
chung (8.)  ausgesprochene  Schlußfolgeining  bleibt  aber  auch 
dami  noch  richtig,  weil  die  Summe  der  vernachlässigten 
oder  hinzugefügten  Dreiecke  zugleich  mit  fx  verschwin- 
dend klein  wird. 


Statt   lim 2  schreibt  man  S  und  fügt  die  Grenzen  der 
Summation,  nämlich  a  und  lim  (6  —  ./x)  =  b  unten  und  ob^tL 
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dem  Summenzeichen  S,  aus  welchem  das  Zeichen  f  ent- 
standen ist,  hinzu.  Dadurch  erhält  die  Gleichung  (8.)  die 
Form 

b  h 

(8a.)       F  =  fydx  =jF\x)dx  =  [F(x)\   =  F(h)  -  F(a), 

a  a  " 

welche  mit  Cxleichung  (6.)  übereinstimmt. 

Bisher  war  die  Voraussetzmig  festgelialten  worden,  daß 
der  betrachtete  Kui-venbogen  oberhalb  der  X-Achse  liegt, 
d.  h.  es  sollte  y  =  f(x)  ^  0  sein  für  alle  in  Betracht  kom- 
menden Werte  von  x.  Die  vorstehenden  Sclilüsse  gelten 
aber  in  gleicher  Weise  auch  dann  noch,  wenn  der  Bogen 
AB  unterhalb  der  X-Achse  liegt,  wenn  also  y  =  f{x)  ^  0 
ist  für  die  betrachteten  Werte  von  x.  In  diesem  Falle  hat 
aber  selbstverständlich 

fix) .  /j:  =  Fix) .  Jx     und  deshalb  auch    ^F'{x) .  Jx 
einen  negativen  Wert. 

Es  ist  auch  nicht  notwendig,  daß  6  >  a  ist;  setzt  man 
nämlicli  für    Ix  npgative  Werte  ein,  so  muß  b  <,  a  werden. 

Bemerkung.  *) 

Die  vorsteliendeu  Untei-suchungen  fingen  von  der  Voraussetzung 
aus.  daß  die  Funktion  F{x)^  deren  Ableitung  F*{x)  —  f{x)  gegeben  ist. 
existiert,  oder  daß  sich  wenigstens  die  stetige  und  eindeutige  Fnnktion 
y  —  f{x)  durch  eine  Kurve  geometriscli  darstellen  läßt.  Man  kann 
aber  die  Untersuchung  auch  unahhäyiglg  von  der  geometrischen  Dar- 
stellung durchführen. 

Um  zu  beweisen,  daß  es  inmier  eine  stetige  und  eindeutige  Funktion 
F{x)  gibt,  deren  Ableitung  F'{x)  einer  gegebenen  stetigen  und  ein- 
deutigen Funktion  f{x)  gleich  ist,  wol)ei  F{x)  noch  f ür x  =  a  einen 
beliebigen  Wert  F{a)  annehmen  darf,  bea<^,hte  man  die  nach  dem  Taylor- 
sehen  Satze  für  jede  stetige  Funktion  geltende  Gleichung  (D.-R., 
Formel  Nr.  «7  der  Tabelle) 
(9.)  .  F{x^  h)  — F{x)  =  h.Fix-\-(:>h), 

Da   nun    in    dem   vorliegenden   Falle   F\x)  —  f(x)  sein  soll,   so 
würde   die  Gleichung  (ii.),    nachdem    man   die  Existenz   der  Fnnktion 
Fix)  nachgewiesen  hat,  übergehen  in 
(9  a.)  Fix  +  h)  —  F{x)  =  // .  f{x  +  9h) . 

*)  Der  Anfänger  darf  diese  Bemerkung,  wenn  ihr  Inhalt  für  ilin 
zu  schwer  verständlich  sein  sollte,  ül)ergehen. 
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Teilt  mau  das  Intervall  von  a  bis  6  in  w  gleiche  Teile  und  nennt 
die  Teilwerte 

a ,  a?! ,  ^2 ,  .  . .  Xh—\  ,  b , 

60   würde  man   aus   Gleichung  (9  a.)   das  folgende  System   von  Glei- 
chungen erhalten 

f  F{x,)  -  F(a)  =  (X,  -  a)f[a  +  ^,{x^  -  a)] , 
F(x^  —  F{x^)  =  (a?a  —  x^)f[Xj^  -f  ^^x^  —  x^)] , 
F(x^  —  F(x.^  =  (a?3  —  x.^f[x^  +  Ö3(a;8  —  x.^] , 


(10.) 


JP(6)  —  F(xn-i)  =  (6  —  a?«-i)/'[ic„_i  +  Ö„(6  —  x„-.i)] . 
(Es  ist  dabei  nicht  einmal    notwendig,   daß   das  Intervall  von  a 
bis  6  in  n  gleiche  Teile  geteilt  wird,  man  braucht  nur  festzusetzen,  daß 
die  einzelnen  Teil-Intervalle  verschwindend  klein  werden,  wenn  n  ins 
Unbegrenzte  wächst.) 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (10.)  erhält  man  dann 
(11.)  F(h)  -F(a)  =  (xi  -  a)fla  +  G,(x^  -  a)]  +  (x^  -  x,)f[x^  +  94po,  -  x^)] 
+  {x^  —  x^f[x^  -I-  6>8(^3  — a?2)J  +  .  .  . 
-I-  (6  —  Xtt—\)f[x,i—i  -f-  en{b  —  x,i—])] , 
oder,  wenn  man  a  mit  Xq  und  b  mit  Xn  bezeichnet, 


(11  a.)       F{b)  —  F(a)  =  2  (a?«  —  Xa-~\)f[Xu-\  +  ©a  {Xa  —  Xa-\)]  • 
o=l 

Durch  diese  Gleichung  möge  die  Punktion  F{b)  erklärt  werden. 
Dabei  liegen  die  Größen  6>i ,  9^^  .  .  ,  Bü  sämtlich  zwischen  0  und  -f  1; 
im  übrigen  sind  sie  aber  noch  ujibestimmt. 

Bezeichnet  man  jetzt  mit  Ga  den  größten  und  mit  Ka  den 
kleinsten  Wert,  welchen  f(x)  erhält,  wenn  x  das  Intervall  von  Xu—i 
bis  Xu  durchläuft,  so  ist 

(12.)  Ka  ^  f[Xa-\  +  &a  {Xa  —  Xa-l)]  ^  Ga  . 

Da  nun  aber  f(x)  n&eh  Voraussetzung  eine  stetige  JTunktion  ist, 
so  wird 

(13.)  Ga  -  Ka  =  Sa 

beliebig  klein,  wenn  man  nur  n  him-eichend  groß  macht.  Wählt  man 
unter  den  Differenzen  ^j ,  8^^  .  . .  8n  die  größte  aus  und  bezeichnet  sie 
mit  ^,  so  wird 

{Xa  —  Xa— l)  (Gu  —  Ka)  =  (Xa  —  Xa— l)^, 

oder 

(14.)  (Xa  —  Xa— l)  Ga  ^  (Xa  —  Xa— l)  (Ka  +  ^ 

mid 

(15.)  2  {^a  —  Xo— i)  6fo  ^  2  (pu  —  Xo— i)  Ka  -\-{b  —  a)<S . 

a=l  a=\ 

Deshalb  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (11  a.)  und  Unglei- 
chung (12.) 
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(16.)      2  (^a  —  x«-i) A'«  ^  F(b)  —  F(a)  ^  2  («a  -  a^a-i)  Gm , 

a=l  a=l 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen  2  (^a  —  Xa-^\)Ka  mit  S  bezeichnet 
und  die  Ungleichung  (15.)  beachtet, 

(17.)  S  ^  F(b)  -  F(a)  ^  S'  +  (6  —  a^f. 

Da  aber  b  —  a  eine  endliche  Gi-öße  ist,  und  S  beliebig  klein  wird 
für  hinreichend  große  Werte  von  n ,  so  nähert  sich  F(b)  —  F(ä)  dem 
Grenzwerte 

a—9t 

hm  S  =  lim  2(^«  —  Xa—i)  Ka . 
o=l 

Diese  Summe  hat  auch,  weil  f{x)  in  dem  Intervall  von  a  bis  b  stetig 
ist,  einen  endlichen  Wert.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  G  die  größte 
unter  den  Grcißen  Gj ,  G^^ .  .  .  Gn  «ud  mit  K  die  kleinste  unter  den 
Größen  A'j ,  A^ ,  .  .  .  A%i ,  so  wii-d 

2  (aCa  —  a?o— l)  Aa  >  2  {XoL  —  Xa— l)  A  =  (6  —  o)  A, 

2(a?o  — aJo— i)Ga  <  2 (a?o  —  JCa— i) (t  =  (b  —  ajG, 

Die    Ungleichung    (16.)    wird   also   noch   verstärkt,    indem   man 
schreibt 
(18.)  (b  —  a)K<  F(b)  -  F(a)  <(b  —  a)G. 

Da  (b  —  fl)A  und  (b  —  a)G  endliche  Größen  sind,  so  ist  auch 
F(b)—'F{a)  eine  endliche  Größe. 

In  gleicher  Weise  wie  die  Ungleichungen  (16.)  und  (17.)  kann 
man  auch  die  Ungleichungen 

(19.)      2(Xa  —  Xa—l)Ka  ^  2(a?a  —  Xa—\)fiXa—\)  ^^(Xa  —  Xa—i)Ga 

und 

(20.)  Sf  ^  2  (a?a  —  30a-l)  f{Xa-\)  ^  S  -f  (6  —  o)* 

ableiten  und  daraus  schließen,  daß 

(21.^  iy6)  -  F(a)  =  lim  2  (^a  -  a:a_i)/"(xa-i) 

a=l 

ist.  Vertauscht  man  noch  der  Kürze  wegen  Xa  mit  x  imd  die  ver- 
schwindend kleine  Differenz  Xa  —  Xa—i  mit  dx^  bezeichnet  man  femer 
die  Siunnle  von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Größen  nicht  mehr 

mit  lim -2',   sondern  mit  y,   so  geht  die  Gleichung  (21.)  über  in 
(22.)  F(b)  -  Fia)  =ff(x)dx , 

a 
wobei   die   beiden   Grenzen  a   und   />   bei   dem   Summenzeichen   /  an- 
geben, daß  X  alle  Wei*te  von  a  bis  b  durchlaufen  soll. 
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Bisher  war  6  unveränderlich  gedacht,  man  darf  aber  für  b  auch 
die  Veränderliche  x  setzen  und  erhält  dadurch 

(23.)  F{x)  -  F(a)  =  /y(x)dx . 

u 
Um  nun   noch  zu  zeigen ,   daß   die  Ableitung  von  F{x)  mit  f(x) 
übereinstimmt,  beachte  man  Gleichung  (Ha.),  nach  welcher  man 
a=n 

(24.)      F(X„)  —  F(a)  =  2  (a?a  —  Xa^l)  f[Xa-l  +  BaipCa  —  Xa-\)] 

a=l 
erhält.    Ebenso  ist 

o=» — 1 

(25.)      F{x,t-\)  —  F{a)  =  2(a;«  —  Xa-l)flXa-l  -|-  6>«(Xa  —  Xa-l)]  , 

o=l 
folglich  wird 

(26.)  F{Xn)  —  F(Xn-l)  =  {Xh  —  Xn-OflXn-i  +  (^n{Xn  —  Xn-l)] , 

oder 

(27.)  ^i^,^  -  fl«'?-i)  =  f[^„_,  +  ö^x„  _  a,„_OJ 

Xh  —  Xn—\ 

und  für  b'm  x,i  =  lim  aj/i— i  =  x 

(2a)  i^'(x)  =  A^). 

Aus  den  Gleichungen 

ö  a 

/F\x)dx  =  F{h)  —  F{a)    und  fF\x)dx  =  F{a)  —  F{h) 

a  b 

folgt 

(29.)  fF\x)dx  =  —J'F\x)dx, 

a  ö 

oder  in  Worten: 

Satz  2.  Man  darf  die  obere  und  die  untere  Grenze 
eines  bestimmten  Integrals  miteinander  vertauschen,  wenn 
tnan  gleichzeitig  das  Vorzeichen  des  Integrals  umkehrt. 

Hierbei  ist  in  dem  einen  Integral  die  untere  Grenze 
größer  als  die  obere  und  infolgedessen  dx  negativ« 

Aus  den  Gleichungen 

r  b 

/F\x)dx  =  F{c)  —  F{a)    und    />{x)dx  =  F{b)  —  F{r) 

a  r 

folgt 

6  e  b 

(30.)  J'F'{x)dx  =fF'{x)dx  +/F'(,x)dx, 

a  u  e 

oder  in  Worten: 
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Satz  3.  Man  kann  ein  hpsf'nnmtes  Integra]  in  zwoi 
andere  zerlegen,  indem  man  zwischen  den  Grrenzen  a  vnd  b 
eine  beliebige  Oröße  r  einschaUef  und  das  erste  Int(*gra1 
zwischen  den  Ore^nzen  a  und  c,  das  zweite  Integral  zwischen 
den  Grenzen  c  und  b  berechnet. 

Am  anschaiiliclisten  wird  der  Sinn  des  Satzes«  durch 
die   geometrische    Deutung   des   bestimmten   Integrals.     Ist 

nämlich 

y  =  f\x)  =--  F*{x) 

die  (xleichung  einer  Kun^e,  so  wird 

F  =Jydx  =jF'(x)dx 

ff  a 

der  Flächeninhalt  der  ebenen 
Figur  A\B\BA,  Liegt  nun  c 
zwischen  a  und  6,  so  wird  die 
Figur  diu'ch  die  Gerade  C\C, 
welche  im  Abstände  c  parallel 
X  zur  F-Aclise  gezogen  ist  (vergl. 

nämlich  in 
AiC,CA=fF\x\dx    und     C.BiBC  =J'FUx^x, 


Der  Satz  bleibt  aber  auch  dann  noch  richtig,  wenn  c 

nicht  zwischen  a  und  b  liegt. 
Es  sei  zunächst  (vergl.  Fig.  8) 
a  <b  <  c,  so  ist  imter  Bei- 
behaltung der  bisherigen  Be- 
"^  .^       Zeichnungen 


vig.  a 


4^ --^, 


-k- 


Cr 


also 


A^(\CA=J>(x)dx, 

a 
r 

BiCiCn  =/F'ix)dx, 


AiB^BÄ  =  AiCiCA  —  BiCiCB  =/F'(x)dx  —/F'{x)dx, 

a  b 

oder  nach  Satz  "1 
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6  r  A 

ÄiBiBÄ  =/F*ix)dx  =fF\x)dx  +J>{x)(f.x, 
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Ist  endlich  (vergl.  Fig.  9) 
c  <  a  <  b,  so  ist  unter  Bei- 
behaltung der  bisherigen  Be- 
zeichnungen 

CiBiBC  =/F\x)dx, 


Fiyr.  9. 


t 


I 


fr^ 


also  0C\  =  c,  OA^  =  a,  OBi  =  b. 

b  ,1 

AiBiBÄ  =  CiBiBC—  CiÄiAC  =J'F'{x)dx  —J'Fixxix, 

r  r 

oder  mit  Rücksicht  auf  Satz  2 

b  r,  b 

/FUx)dx  =jF\x)(lx  +/F'{x)flr. 


Der  Satz  läßt  sich  noch  in  der  Weisi»  verallgemeinern, 
daß  man  zwischen  den  Grenzen  a  und  6  nicht  pine,  sondern 
bdiehig  viele  Grenzen  einschaltet.     Dadurch  erhält  man  z.  B. 

*  r  d  f.  b 

(81.)  /F*{x)dx  =/F*{x)dx+/F*(x)dx+/F'{x)flx+/F*{x)dx, 

a  a  c  f/  e 

wobei  r,  d  und  e  ganz  beliebige  Zahlen  sind. 

Voraussetzung  ist  dabei,  daß  die  Funktion  F\x)  in  den 
einzelnen  Intei-vallen  a  bis  c,  c  bis  rf,  d  bis  f\  e  bis  h  ein- 
deutig und  stetig  ist. 


Bei  der  geometrischen  Deutung  des  bestimmten  Inte- 
grals war  bisher  vorausgesetzt  worden,  daß  der  Bogen  AB 
der  Kurve,  welche  der  Gleichimg  y  =  F\x),  oder  y^f{x) 
entspricht,  entweder  seiner  ganzen  Länge  nach  oberhalb, 
oder  seiner  ganzen  Länge  nach  unterhalb  der  X-Achse  liegt. 
Jetzt  kann  man  aber  die  geometrische  Deutung  auch  aui  den 
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^^^'  ^^-  Fall  übertragen,  wo 

der  Bogen  AB  teil- 
weise über,  teilweise 
unter  der  X-Aclise 
liegt.  Schneidet  der 
"i;— -^  Bogen  die  X-Achse 
z.B.  in  den  Punkten 
C  und  D  (Fig.  10),  und  setzt  man 

OÄi  =  a,  0C=  c,  OD  =  d,  OBi  =  b, 
so  wird 

d  r  d  A 

(32.)       /F'{x)dx  =  /F'ix)dx  +/F*  {x)flx  +/F*  (x)dx, 

wobei  für  die  einzelnen  Integrale  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  die  frühere  Voraussetzung  gilt,  so  daß  man  für 
das  erste  und  dritte  Integral  einen  positiven  Weit,  für  das 
zweite  Integral  dagegen  einen  negativen  Wert  erhält. 


8  3. 

Einige  Hilfssätze  für  die  Ausführung  der  Integration. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  7  und  8.) 
Satz  1.     Ist   die  Differential 'Funktion  unter  denn  Inte- 
gralzeichen  mit  einem  konstanten  Faktor  multipliziert,  so  darf 
man  diesen  konstanten  Faktor  vor  das  Integralzeicheki  setzen^ 
d.  h.  es  ist 

/AF^Uyh'  =  Ä  />{xM 


Beweis.    Es  ist 

(1.)  d\AF[x)  +  r|  =  AF'ix)dx, 

hieraus  folgt 

(2.)  /AFUx)dx  =  AF^x)  -\-  C. 

Fernt^i*  ist 

(3.)  /FUx}dx^  F[x)-\-  r.'i, 

also 

a.i  A/'F'[xuh'=  AFixi   \-  A.(\. 
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\  Da   nun   die  Werte  der  Integi'ations- Konstanten  ganz 

-  ^  beliebig  sind,  so  darf  man  Ä.Ci=  C  machen  und  erhält 

:--  demnach  ans  den  Gleichungen  (2.)  und  (4.) 

;:^  (6.)  /ÄF*{x)dx  =  Ä/FUx)(ix. 

L-^  Satz   2.     Dö-v  Integral   einer  Summe   von   Differential- 

^-'  Funktiotien   ist  gleich  der  Summe  der  Integrale  dioser  ein- 

zelnen Differential-Funktionen-,  es  ist  also 

/[F'(x)dx  +  Q'{x)dx]  =fF\x)dx  -\'fQ'(x)dx. 

Beweis.    Weil 

(6.)  d{F{x)  +  Q{x)  +  CJ  =  F\x)dx  +  ö'(x)rfx, 

e^^  so  ißt 

■  '  (7.)  f[F'{x)dx  +  0\x)dx]  =  F{x)  +  0{x)  +  C. 

Ferner  ist 

(8.)  J>{x)d.x  =  Fix)  •{- Cv, 

(9.)  jG'{x)dx  =  Gix)  +  C2. 

H^    •  Durch  Addition  der  Gleichungen  (8.)  und  (9.)  erhält  man 

t        (10.)        /F'{x)dx  +  fQ\x)dx  =  F{x)  +  0{x)  +  Ci  +  Ca. 

*  Die  Integrations-Konstanten  C,  C\ ,  C2  haben  auch  hier 
^         ganz    beliebige  Werte,    so   daß   man    Ci  +  C2  =  (7  machen 

darf.    Man  erhält  demnach  aus  den  Gleichungen  (7.)  und  (10.) 

.11.)       /[F*(x)dx  +  0*{x)dx]  =/[F*{x)  -f  G\x)]dx 

=/F*{x)dx  +/G*ix)dx. 

■  Dieser  |Satz   läßt  sich   unmittelbar  [erweitern    auf  Summern 

von  beliebig  vielen  Gliedern,  so  daß  man  erhält 

( 12. )       /[F*{x)  +  0\{x)  +  J'(^)  +  . .  .]dx 

=:/F'{x)dx+/G'ix)dx+/H'{x)dx  +  ---; 

f^odann  läßt  er  sich  auch  übertragen  auf  das  Integral  einer 
Differenz,  so  daß  man  erhält 

*  .  13.)       /[F\{x)  —  G'{x)]dx  =  jF\x)ix  -  -jG'{x)dx. 

Kiepert,  Jnt^^nA 'Heehoang.  O 
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§4. 

Unmittelbare  Integration  einiger  Funktionen. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  9  bis  25  a.) 
Aus  der  Erklärung  des  Integrals,  nämlich  aus  der  Formel 

(1.)  y>''(x)=  F{x)+C 

ergibt  sich  ganz  von  selbst,  wie  man  eine  gi'oße  Anzahl  von 
Differential-Funktionen  integrieren  kann.  Denn  nimmt  man 
die  Funktion  F{x)  beliebig  an  und  bildet  F*(x),  so  erhält 
man  durch  Einsetzen  in  Gleichung  (1.)  sofort  J  F*(x)dx, 

Indem  man  für  F{x)  besonders  oft  vorkommende  Funk- 
tionen einsetzt,  findet  man  ohne  weiteres  die  folgenden 
Formeln : 

(2.)  \x'-dx=--^+C, 

Hierbei  darf  m  jeden  beliebigen  positiven  oder  nega- 
tiven y  ganzzahligen  oder  gebrochenen  Wei-t  haben.  Eine 
scheinbare  Ausnahme  bildet  nur  der  Wert  m  =  —  1 ,  von 
welchem  nachher  noch  ausführlich  die  Bede  sein  wird. 

Besonders  hervorgehoben  sei  noch  der  Fall  wt  =  0, 
nämlich 

C2a.)  J'dx  =  x-\-C, 

ein  Resultat,  das  sich  auch  aus  Formel  Nr.  1  der  Tabelle 
ergibt. 

Mit  Hilfe  von  Gleichung  (2.)  ist  jetzt  die  Integration 
jeder  ganzen  rationalen  Funktion  ausführbar,  denn  nach  den 
Sätzen  des  vorhergehenden  Paragraphen  wird 

/{ax/'  +  aix^-^  +  a^x"--  H \-  a„-ix  +  a^jdx 

=  a Jx'^dx -\-aJx'^-^dx-\-w>fx^*-*dx  -\ \-  an^\fxdxJ^a,Jdx 


=  a 

7,+\ 

+ 

X" 

+  ■■ 

.  +  a 

(3.) 

ja^dx  = 

in« 

+  r. 

(aa.l 

1 

If^dx  == 

'"-1 

c. 
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(4.»  f"^^  =  \nx  +  a 

Diese  Formel  bildet  die  scheinbare  Ausnahme  von  Glei- 
chung (2.),  aus  der  man  für  m  ^  —  1 

oder 

(«•)  /?  =  J  +  ^  =  -  +  ^ 

erhält.  Das  Integral  selbst  braucht  deshalb  aber  nicht 
unendlich  gix)ß  zu  werden,  weil  man  die  Integrations- Kon- 
stante gleich  —  oo  setzen  kann.  Dadurch  bringt  man  das 
Integral  auf  die  unbestimmte  Form  oo  —  oo,  zu  deren  Er- 
mittelung man  in  Gleichung  (2.) 


(7.) 

setzen  kann. 

Dadurch  erhält  man 

(a) 

/*               a/»+'  — 1    , 

Für  lim»«  =  — 1  wird 

{9.) 

x^+i  —  l        0 
^'"^     m  +  i     =0' 

und  wenn   man  Zähler  und  Nenner  einzeln  nach  m  diffe- 
rentiiert  (vergl.  D.-R.  §  65), 

,.     a?^+^  —  1        ,.      a?^+^  Ina:        , 

(10.)  lim --. —  =  um =  \nx. 

m  +  1  1 

also  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (4.) 
(11.)  ß^  =  \nx  +  C\ 

(12.)  jcosxdx  =  sinx  +  (7. 

(13.)  Isinxdx  =  —  cosx  ^-  C. 

2» 
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,  =  arcsina:  +  C  =  —  arccosx  +  C"- 

(17.)  /i-_j_"  •>  =  arctga:  +  C  =  —  arcctga:  +  T'. 

(18.)  jdo'ixdx  =(B'mx  +  C. 

(19.)  I^inxdx  =  (Sofa:  +  C. 

(22.)  /*  J"=-^  =  3lt©inx  +  C  =  ln(a;  +  V^T"!)  +  C 

(23.)      +  /  --%^.=  =  3lr6ofx  +  (7  =  ln(a;  +  y^^  — 1)  -r  C 
J  y  af'  —  1 


(24.) 
(25.) 


=  +  In  (x  +  Vx^  —  i)  +  C*). 


/'    dx 

Es  erscheint  auffallend,  daß  man  für    /— =—     zwei 

Werte,  nämlich 

arcsinic  +  C    und     — arccosx -|- (^' 

*)  Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen,  daß 

In(ic-Vx2-1)  =   _ln(x  +  >x3  — 1) 
Vvird,  denn  es  ist 

,  ___  _  .       (x  —  Vx2  —  1 )  (x  +  Va;2"—  1)  1 

X —  vx^  —  1  =  —.-—    .  =  ■    -         ^=1.      1 

x-fVa;2_l  x-^lx^  —  l 

folglich  ist 

ln(a:  —  V.c2  -  1 )  =  In  (" "^  ,^-  _    \  ^  _  In  (x  -h  Vx-^  —  1 ) . 

Vx-f  Vx2— 1/ 
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findet.     Die  Richtigkeit  beider  Resultate  kann  man  zunächst 
durch  Differentiation  prüfen,  wobei  sich 

rf(arcsina:  -\-  C)  = 


und 


d( —  arccosa:;  +  C")  = 


Vi  —x' 
dx 


Yi  —  ^ 

ergibt.  Nach  Satz  3  in  §  1  können  sich  daher  die  Funktionen 
arcsinx  und  — arccosx  nur  durch  eine  Konstante  vonein- 
ander unterscheiden.  In  der  Tat,  ist  in  einem  Kreise  mit 
dem  Halbmesser  1 

OF  =  ED  =  X 
(vergl.  Fig.  11),  so  wird 
(26.)  CD  =  arc8in.r,     DA  =  arccosx, 
also 


(27.)  arc  sinx+arc  cos  .r=CD+2)A  =  ^j 


oder 

(28.)      arcsinx  == 


F 

Fi«.  IL 

D 

\ 
1 

Ol 

r          i 

'  c    - 

arccosj7. 


Dies  kann  man  auch  unabhängig  von  der  Figur  zeigen, 
indem  man 

(29.)  arcsinx  =  ^,     also     x  =  sint 

setzt:  dann  wird 

(30.)      X  =  cosf  ^  —  n  ?     oder     arccosa:  =  -^ /, 

folglich  ist 


(31.) 


t  =  arcsina;  = 


arccosx. 


Ebenso  findet  man 
(32.)  arctgx 


arcctgx, 


wodurch  man  erkennt,  daß  Gleichung  (17.)  richtig  ist. 
Schließlich  erkennt  man  aus  den  Gleichungen 

(33.)    ?tt$gx  =  ^ln(-J±^, 
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(34.)   ?lr6tfla:  =  ^ln(^+ J)=  l[ln(;i:^-ln(-l)], 

daß 

(35.)    "Hx^ix  =  3lretfl.t;  +  iln(—  1) 

wird,  daß  also  die  Gleichungen  (24.)  und  (25.)  richtig  sind. 
Beschränkt  man  aber  die  Untersuchung  auf  reelle  Größen, 
so  muß  man  schreiben 

y'   dx 
1_'^2  =  ?lr5^flx  +  r,    wenn      x\'<  +  1, 

y'   dx 
-_-^  =  9lretfla:  +  C^    wenn    \x    >  +  1. 


§  5. 

Übungs- Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Man  soll  a^dx  integrieren. 
Auflösung.     Setzt    man    in    Formel    Nr.  9    der    Tabelle 
m  =  3,  so  folgt  ohne  weiteres 

Aufgabe  2.     Man  soll  7x^dx  integi-ieren. 

Auflösung.     Nach    Formel    Nr.  7    und   9    der    Tabelle 
erhält  man 

jlT-'dx  =  7  L'^dx  =  7^  +  C. 

Aufgabe  3.     Man  soll    yxdx  integrieren. 
Auflösung.    Es  ist 

^x  =  x^; 
hieraus  ergibt  sich,  daß 

oder 


fyxdx  =  l-^Xar*  +  C. 
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Aufgabe  4.     Man  soll  folgende  Differential -Funktionen 
integiieren. 

dx      3/  -  ,         dx       ,  s/—  -.        idx 


x^ 


^^,     y^xPdx,      -3^_.,    ^Yidx,      -3^ 


Auflösung.     Es  wird 

1  r.  j^j^dx  =pdx =^--+r=^  +c= i-^:^  +  (7. 

oder 

IV.    jif^xdx  =  4  /-^xdx  =  ijx^dx  =  4^  ^  +  C, 

Ufxdx  =  i-^   +C  =  3^a^  +  C. 
3 

l-^-dx=  i.ij/o^ +  0=6^^x^  +  0. 
J  y  X 

Aufgabe  5.     Man  soll  die  Differential -Funktion 

integi-ieren. 

Auflösung.     Nach  Formel  Nr.  8  der  Tabelle  ergibt  sieh 

=  ly^dx  +  hj/xdx  —  /  37^  '^^  +  /  _6  '^^ 

=  /x*dj;  +7Jx^dx—n  fx~^dx  +  5  /ar^dj;. 
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Wenn  man  die  Integrationen,  jwelehe  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  angedeutet  sind,  nach  Formel  Nr.  i) 
der  Tabelle  ausführt  und  dabei  die  vier  auftretenden  Inte- 
grations- Konstanten  in  eine  einzige  Konstante  zusammen- 
faßt, so  findet  man 


/(x.+7f.-_y+i> 


_4»xi 


Aufgabe  6.     Man  soll  den  Ausdruck 

berechnen. 

Auflösung.     Man  erhält  zunächst 


ft 


+  1 


__1     ^^+1   _^  x^    ■        4    ar»+»   _4  jr--^-i 
—  4  34:  i       '  iT-f.  1  +  7  4  +  1       3  — 2+  1  "^  ^  • 
Dies  gibt 

Aufgabe  7.     Man  soll  den  Ausdruck 

J{as\nx  +  ftoosa;  +  rc^yix 
berechnen. 

Auflösung.     Durch  Anwendung  der  Formeln  Nr.  11,  13 
und  14  der  Tabelle  erhält  man 

/(asin:/-  +  ftcosx  +  ce^x  =  —  ff  cosa:  +  ftsina:;  +  ^^  +  C. 
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Aufgabe  8.     Man  soll  den  Ausdruck 

berechnen, 

Auflösung.     Durch  Anwendung  der  Formeln  Nr.  11,  12 
und  15  der  Tabelle  erhält  man 

[(^ma^dx  +  ni^  +  p^)  =  fn^^  +  n\nx  +  ptgx -{- C. 

Aufgabe  9.     Man  soll  den  Ausdruck 

/>    dx  dx  dx      \ 

bei-echnen. 

Auflösung.     Durch  Anwendung  der  Formeln  Nr.  18,  22 
und  17  der  Tabelle  erhält  man 
i/   dx     ,        dx     ,       dx    \  ^  .. 

=  —  arcctgic  —  aiit^x  —  arccosx  -\-  (' . 


§6- 

Allgemeine  Bemerkungen. 

Im  allgemeinen  wird  bei  Anwendung  der  Hauptfoiinel 
(1.)  fF'(x)dx  =  F{x)  +  C 

nicht    die   Funktion  F(x)  gegeben   sein,   sondern   nur  ihre 
Ableitung 

(2.)  F'(x)  =  fix). 

Dann  wird  man  in  den  meisten  Fällen  F{x).  nicht 
imniittelbar  angeben  können;  man  wird  vielmehr  zur  Er- 
mittelung von  F{x)  Kunstgriffe  anwenden,  von  denen  zu- 
njiehst  die  folgenden  erläutert  werden  mögen: 

1.)   Infegrcdion  durch  Substitution, 

2.)   Integration  durch  Zerlegung, 

3.)   partielle  Integration, 


II.  Abschnitt. 
Integration  durch  Substitution. 

§  7. 

Erklärung   der  Substitutions  -  Methode. 

(Vergl.  die  Formel -Tal)elle  Nr.  2G.) 
Häufig  kann   man  das  vorgelegte  Integral  auf  ein  be- 
kanntes zurückführen,  indem  man  statt  der  ursprünglic-hen 
Integrations -Veränderlichen  x  durch  die  Gleichungen 

(1.)  x=^i{t),     dx=xf\i)dt 

eine  andere  Veränderliche  t  als  neue  Inf egrccHoyis- Verändi^r- 

liehe  einführt.     Die  gesuchte  Funktion  F(x)  geht  dadurch 

über  in 

(2.)  F{x)  =  F\mt)\  =  G{t), 

d.  h.  in  eine  Funktion  von  einer  Funktion^  für  welche  nach 

D.-E.  Formel  Nr.  36  der  Tabelle 

oder 

(4.)      (I0{t)  =  GWt  =  F\x)d.x  =  F'\tfif)\ .  ^At)dt 

=  /•[vxoi .  ^\t)d.t 

wird.     Deshalb  findet  man  die  gesuchte  Funktion  G{t)  aus 
der  Gleichung 

(5.)  Jf{x)dx  =  0{t)  =Jm)dt  =/f\vit)\ .  HAfylL 

In  vielen  Fällen  wird  man  die  Funktion  ip{t)  passend 
so  wählen  können,  daß  sich  die  Funktion  GHf)  leichter  er- 
mitteln  läßt  als   die  Funktion  F{x).     Dniekt  man  dann  in 
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dem  gefundenen  Resultate  die  Größe  t^   der  Gleichung  (1.) 

entsprechend,  durch  x  aus,  so  ist  die  Integration  vollzogen. 

Dieses  Verfahren,  welches  man  „Integration  durch  Sub- 

ö-titution"  nennt,  wird  am  besten  durch  Beispiele  erläutert. 


§8. 

Beispiele  fQr  die  Substitutions -Metliode. 

(Vergl.  die  Formel -[Tabelle  Nr.  27  bis  90.); 

Aufgabe  1  0^  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(1.)  x-\-a=^t^     also     x  =  t  —  a,     dx=^di^ 

so  wird  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 

(3.)  i~      =lnte  — a). 

Jx  —  a' 

Aufgabe  2.         /cos(r  +  d)dx  =  ? 

Auflösung.     Durch  dieselbe  Substitution   wie  bei  Auf- 
g-abe  1  findet  man  nach  Foimel  Nr.  13  der  Tabelle 

(4.)  Jcos(x  +  a)dx  =  sin(a;  -f  a). 

Aufgabe  3.        ysin(a  +  bx)dx  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(5.)         a  +  oa;  =  r,    also    x  =  - ^ —  >     crx  =   ,   ? 
so  erhält  man  nach  Formel  Nr.  14  der  Tabelle 
(6.)     I sinia -{- bx)dx  =  v  isinfdf  =  —  ^-cos^  =  —  ^cos(a  +  bx). 

♦)  Die  Integratioiis  -  Konstante  möge  hier  und  bei  den  folgenden 
Aufgaben  der  Kürze  wegen  fortgelassen  werden. 
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Aufgabe  4.  /,os.(4^.  3x)  =  ^ 

Auflösung.     Indem  man 
(7.)  'i  —  3x  =  f,     also     —3dx  =  dt 

setzt,  erhält  man  nach  Formel  Nr.  15  der  Tabelle 

Aufgabe  5.  hosQjffx  =  ? 

Auflösung.     Indem  man 
(9.)  x  =  2f,     also     dx  =  2dt 

setzt,  erhält  man 

(10.)        /cos^^rfx  =  2/cos/rff  =  2sinf  =  2sin(|y 

In    ähnlicher  Weise   gelangt    man    zu    den   folgenden 
Resultaten : 

(11.)  je^-^^'dx  =  J  /f^+*-^ .  d{a  +  hx)  =  J  f^+*'. 

(12.)  jp^^dx  =  alp"dl     \=  ae", 

{Vi\,)  te'''dx  =  —  a  ji^^df—  ^J  =  —  ae~*', 

(U.)        /i»>)(^)<''^  =  «®in(J)- 

(15.)        /sinQ^x  =  «^oi(^y 

6 


(10.) 


j      dx  j      \n)  ^   /x\ 


M~      /*       rfa;  1  r  d{a  +  hx)  1       .  ,     .   ^ 

(18.)      /(ff   i  6#rfx  =ll(f  +  hxfd{a  +  6x)  =  ^"-^"^^  • 


§  a    Beispiele  für  die  Substitutions  -  Methode.  29 


(19.)    jy^(a  +  bxfdx  =  ^j(a  +  bx)^d{a  +  bx)  =  ° 

Aufgabe  6.  ja^f-^  =  '^ 

Auflösung.     Setzt  man 
(21.)  X  =  atj     also     rfx  =  ad^,     f  =  -  j 

CK 

so  erhält  man  nach  Formel  Nr.  18  der  Tabelle 

,^.    f  dx  r  adt         li'dt  1       ^    .      1       ^    /x\ 

Auf9abe7.  y^^^a  =  ? 

Auflfeung.  Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vor- 
hergehenden Aufgabe  findet  man  mit  Rücksicht  auf  die 
Formehl  Nr.  26  imd  25  a  der  Tabelle 

'  Jt?  —  a^       ajt-  —  1  a         ^ 

oder 

Aufgabe  8.  f/^^  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
25.)  d?J\^Qi?  =  f^     also     Ixdx  =  dt, 

so  findet  man 


30  §  9.    Integration  von  einigen  irrationalen  Ennktionen. 

Durch  Vertauscliung  von    +  ^  ^^i^   —  ^  erhält  man 
aus  Gleichung  (26.) 

(27.)  {^^  =  \w-a^. 


§9. 

Integration  von  einigen  irrationalen  Funktionen 
durch  Substitution. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  31  bis  42.) 
xdx 

Auflösung.     Setzt  man 
(1.)  yd^  —  :x?  =  t,     also     d^  —  7?  =  (^, 

so  wird 

—  xdx  =  tdf , 
und 

/'   xdx  /' —  tdt 


*"'«^'-  /iÄ=' 


ix 


/    xdx 
Aufgabe  2.  /,7  -  -  --  =  '^ 

^  JVd'  +  x' 


Auflösung.     Setzt  man 

(3.)  1/^2-q:^  ^  f  ^     also     d'  +  x^  =  t^ , 

so  wird 

xdx  =  fdf 
und 

Durch  Vertauschung  von  +  d-  mit  —  d^  findet  man 
aus  Gleichung  (4.) 

(5.)  /ir?^.  =  ->'-'-«•- 

.'  yx-  —  a- 

Die  in  den  Gleichungen  (2.),  (4.)  und  (5.)  enthaltenen 
Resultate  hätte  man  auch  leicht  duirh  unmittdbare  Inte- 
gration finden  können,  wenn  man  von  den  Formeln  Nr.  31 


§  9.    Integration  von  einigen  irrationalen  Funktionen.  31 

bis    33    der    Tabelle    für   die    Differential -Rechnung   aus- 
gegangen wäre. 

Aufgabe  3.  j^^l=  = 


—  9 


Auflösung.     Setzt  man 

3C 

(G.)  X  =  at,     also     dx  =  adt.     t  =  -  j 

a 

so  erhält  man  nach  Formel  Nr.  17  der  Tabelle 
dx  r     adt  r    dt 


,^J     dx  i      adt  i     dt  .    /x\ 

(i.)/-;— ^  -=/— -r=r-  ,^=/- =  arcsmf^arc8m(     )• 

Jya^-x'    Jyd'—aH^    JVl^^'  \a/ 

Auflösung.  Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vor- 
hergehenden Aufgabe  findet  man  hier  mit  Rücksicht  auf 
Formel  Nr.  23  der  Tabelle 

(K,     f-^^   ,  =  f--^^  =  ?lr@tn^  =  ^ItSinC-) 

=  ln(^±l^). 

Ebenso  findet  man  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  24 
der  Tabelle 

..)  ±/^^=^u.ofe)=ine±^^ 

Aufgabe  5.  f-J^-^  =  ? 

Jxya^ — x^ 

Auflösung.     Setzt  man 
(10.)  X  =  -  ,     also     dx  = ^,-  ? 

f  t^  t  X 

*)  Vergl.  die  Anmerknng  auf  Seite  20. 


32         §  9.    Integration  von  ^nigen  tmtionalen  Funktionen. 

dann  wird 

r     dx        _  /•    —adt.t.t      ^_lf    dt 

Jxya^—3?  ~Jt2 .a.a YW^^^  ~       aJy^—1  ' 
dies  gibt  nach  Formel  Nr.  24  der  Tabelle 

(11.)  f  /^    =  -  -ar6of<  = — ^-^0 + y^'^  1 Y 

oder 

(12.)   f-^^_-  =  -^  ?lr6of("W-^-lnr  +_V^-^'^ 

Auflösung.     Durch    dieselbe   Substitution    wie    bei    d 
vorhergehenden  Aufgabe  findet  man 

g      r       dx  _    _  f^-J^^^iL     _  _  i_  /l  ^^ 
Jx^yä'^— a^      JtKaK  aVfi—l  "       (^'JyW—  1  ' 

also  nach  GHeichung  (5.) 

(14.)        f  -^^.^  =  -\VW^l  =  -    ^^^ 


a'=a: 


Aufgabe  7.  /    ,i^f     =  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man  wieder 
(lö)  a;  =  ^  j     also     rfa;  ^  —   ^.,- 1 

SO  wird 

dies  gibt  nach  Formel  Nr.  23  der  Tabelle 

(16.)   f-ß~~  =  -^-?lr@in^  =  -  Un(t  +  /^f  1 Y 

oder 


§  9.     Integration  von  einigen  irrationalen  Funktionen.  33 

17.)  /"  -/^  _  =  - i«r@inn  =  -  1  ln(?  +  Y^^. 
Jxya-  +  x^  a  VC/  ö     V  «^  / 

Auflösung.     Durch    dieselbe    Substitution  wie    bei    der 
'orhergeheuden  Aufgabe  findet  man 

Iso  nach  Gleichung  (4.) 

Auflösung.     Setzt  man  wieder 
J.;  X  =  —1     also     ax  = r;^  ? 

wird 

/'     rfo?         __  /'    —  adt  .t  ,t       1  /'     dt 

J^y^zlä^  ~Jfi.a.aVY—t^  ~  ~ ajyfzz^ ' 
:*s  gibt  nach  Formel  Nr.  17  der  Tabelle 

.         f     dx  l  .    .  1  .    /a\ 

')        I — ;r = arcsmf  = arcsmf     )• 

JxVx^—a^  fl  a  \x/ 

Auflösung.     Durch    dieselbe    Substitution    wie    bei    der 
rhergehenden  Aufgabe  findet  man 

/' dx r  —  adt.f^.t       _  _  1   rtdt 

Jj?  ]/^"^=^2  —jt2 .  «2 .  aVl^=^  ^^  ~       «'7  V  i  —  72  ' 

50  nach  Gleichung  (2.) 

Kiepert,  Int«gral - Beohnxmg.  3 


3*  §  10.    Integrale  von  der  Form  fCS?)^^ 

^      fix) 

(23.)        /',V-^--a-+i>^l-^=^.^- 


§  10. 

Integrale  von  der  Form  Z^^^- 

(Vergl.   die   Formel  -  Tabelle  Nr.  43  bis  52.) 

Auflösung.     Setzt  man 

dx 
(1.)  t  =  Ina:,     also     rf^  =  -> 

so  erhält  man 


X). 


Auflösung.     Setzt  man 
(3.)        ix^  —  7x+n=t,     also     (8x  —  7)dx  =  dt, 
so  erhält  man 


(4.) 


^•^    J4^' -  7x-+  11  =  /  ,   =  1"^  =  1"(^^  -  '^  +  11)- 

■Aufaabe  3    f(^ +i^-^^^'f-r  _  v 
Aurgaoe  ^- J  3^  +  5^  _.  2a^  +  ar  -  7  "  • 

Auflösung.     Setzt  man 
(5.)  '3x*  +  ba^  —  ?j^-  +  Sx  —  7^f, 

also 

so  erhält  man 

/•(!  ^x^*  +  löx-'  -  4x  +  8x/x        / V/ 
^^•^    ./  -dj^  +  5.=^  -  2y^+-8x  -  7  =  /  /    =  '"' 

=  :n(3.j^  -L  Dx  —  2x8  +  ar  —  7 


§  10.    Integrale  von  der  Form  ff^)^  ,  35 

Die  in  den  letzten  Aufgaben  angewendete  Methode  be- 

stand    darin,    daß    man    das    Integral    auf   die    Fonn    / 

brachte.  Dieses  Verfahren  ist  immer  anwendbar,  wenn 
unter  dem  Integralzeichen  ein  Bruch  steht,  dessen  Zäliler 
das  Differential  des  Nenners  ist.     Setzt  man  nämlich 

(7.)  f(x)  =  t,     also     f*{x)dx  =  dt, 

so  erhält  man 

'^'         /7rir=/''-'"'  =  '"'^'-" 

\\\\\\  damit  den 

Satz.  Steht  unier  dem  IntegralzeicJum  ein  Bruch,  des\sen 
Zähler  das  Differential  des  Netiners  ist,  so  ist  das  Integral 
gleich  dem  natürlichen  Loganthmtis  des  Nenners, 

Bei  den  Anwendungen  dieses  Satzes  wird  man  aller- 
dings häufig  mit  der  Funktion  unter  dem  Integralzeichen 
erst  eine  Umformung  vornehmen  müssen,  um  sie  auf  die 
beschriebene  Form  zu  bringen,'  wie  man  aus  den  hier 
folgenden  Aufgaben  ersehen  kann. 

Aufgabe  4.  J^g^dx  =  ? 

Auflösung.     Bekanntlich  ist  tgx  =  ?  so  daß  man 

CO»>  X 


erhält 

' —  sinxdx 
cosx 


(9.)  fig.ä.  =  -/•    2 


Jeizt  steht  unter  dem  Integi-alzeichen  ein  Bruch,  dessen 
Zähler  das  Differential  des  Nenners  ist,  folglich  ist  das 
Integral  der  natürliche  IjOgarithmus  des  Nenners,  und  man 
erhält 


(10.)  Jtgxdx  =  —  In  (cos  X). 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 

/  *  / '( *os  xdx 

(11.)  Ictgxdx  =  /      .    -     ==  In  (sin  x). 


•Ä* 


§  10.    Integrale  von  der  YoraijL.^^^. 

Aufgabe  5.  i~—      =  ? 


Auflösung.  Dividiert  man  Zähler  und  Nenner  des 
Bruches  unter  dem  Integralzeichen  durch  cos^x,  so  erhält 
man 

/»  dx 
cos^x rd{tgx) 
tgx       J    tgx 


(12.) 

folglich  wird 

y'     dx 
-.— =ln(tg;x)  =  — In(ctgx). 
smxcosa;  °*  ° 


Aufgabe  6.  / 


sinx 


Auflösung.     Diese  Aufgabe  läßt  sich  leicht  auf  die  vor- 
liergehende  zurückführen,  indem  man 
(14.)  x  =  2t 

setzt  imd  die  bekannte  Formel 

sinx  =  sin(2f)  =  2sin/cosf 
l)eachtet.     Dadurch  erhält  man 

Aufgabe  7.  /  -  -  =  ? 

"  J  cosx 

Auflösung.     Diese  Aufgabe  wird  auf  die  vorhergehende 
zurückgefühii:,  indem  man 

(16.)    ^  =  :^  —  ^     also     cosx  =  sin^,     dx  =  —  dt 

setzt;  dann  erhält  man 

^cosx  Jsmf  L     v2/J 

oder 

'i^-)/ir.=-'4<-2)]-^'"Ki-:)} 


§  10.    Integrale  von  der  Form  fC^)^  .  37 

^      A(x) 

Durcli  die  Substitution 

X  =   ;z   t 

2 

gehen  die  trigonometrischen  Funktionen 

sina:,     cosoj,     tgx,     ctgx 
hezw.  in  die  komplementären  Funktionen  von  t  über,  näm- 
lich in 

cosf,     sin^,     ctg^,     tg^. 

Bezeichnet  man  irgend  eine  Funktion  von  sinrr,  cosx, 
t^x,  ctgx  mit  /*(sinx,  cosx,  tgx,  ctgx),  so  wird 

(18.)  JjfisinXj  cosx,  tgx,  ctgx)dx  =  —Jjf'{cost,  sint,  ctgf,  tgf)dt. 

Hat  man  also   das  eine  von  diesen  beiden  Integralen 
gefunden,  so  ist  damit  auch  das  andere  ermittelt.     Hieraus 

erkennt  man,   daß  gerade  die  Substitution  x  =  ^  —  t  sehr 

häufig  mit  gutem  Erfolge  verwendet  werden  kann. 

Aufgabe  8.  f%%xdx  =  ? 

Auflösung.     Hier  ist 
(19,)  J%^xdx=j-^-=l    ^^.;^  ^- =  In(M^). 

Aufgabe  9.  y'etgxrfx  =  ? 

Auflösung.     Hier  ist 

Aufgabe  10.        /^j^j- 


=  ? 


Auflösung.  Dividiert  man  Zähler  \md  Nenner  des 
Braclies  unter  dem  Integralzeichen  durch  ^o^x,  so  erhält 
man 

»dx 


(21.) 


/*ax 


38  §  11.     Integrale  von  der  'Form  JF' {fjdt 

dx 


Aufgabe  11.  j^  =  ? 


Auflösung.     Setzt  man 
(22.)  x  =  2t,     also     dx  =  2dt, 

so  wird  nach  D.-R. ,  Formel  Nr.  53  der  Tabelle 
(23.)  ©in  X  =  ©in  (2  0  =  2  ©in  t  (Sof  t , 

also  mit  Rücksiclit  auf  Gleichung  (21.) 

^24)fJ^.  =  r    '^ät      _r    dt 

=  In(^öf)  =  ln[290)]  =  -  ln[6tfl(S)]- 

Aufgabe«.         jl^^J='  =  '^ 

Auflösung.  Multipliziert  man  Zähler  und  Nenner  des 
Biniches  unter  dem  Integralzeichen  mit  e',  so  wird  der 
Zähler,  nämlich  (e'+l)rfx,  das  Differential  des  Nenners 
<^  +  ^j  folglich  wird  das  Integral  gleich  dem  Logarithmus 
des  Nenners;  d.  h.  es  wird 

(2o.)        I      , dx  =  I     -  ---^—    =  In(e^  +  ^)- 

§  11. 

Integrale  von  der  Form  y> '(e)fi^ 

wenn  t  =  f{x)  irgend  eine  transzendente  Funktion 

von  X  ist 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  53  bis  83.) 
Aufgabe  1.    f{^m^x — 3sin'^a:+4sin'^a;+llsina:)cosxrf.r  =  ? 
Auflösung.     Setzt  man 

(1.)  sinx  =:  f,     also     cosxdx  =  df, 

so  erhält  man 

(2.)    y (sin^x  —  3sin'^x  +  -Isin^x  +  11  sinx)cosxdx  = 

1    .   .         3   .  ,      .  4   .  .,     ,   11   .  o 
sin''x  —  -  sm^x  +  .V  sm-^o:  +  -^  sm^x. 

O  4:  ö  Z 


§  11.    Integrale  von  der  'Form  jF'(t)dt. 


39 


Man  erkennt  sofort,  daß  diese  Substitution  immer  eine 
Vereinfachung  herbeifühil,  wenn  unter  dem  Integralzeichen 
eine  Funktion  jP'(sinx)  von  sinx  steht,  welche  mit  cosxdx 
multipliziei-t  ist;  denn  man  erhält  dann 

(3.)  y>(sinx)cosxdx  =/F*{t)dt  =  i^(sinx). 

Aufgabe  2.  l"^^  =  ? 

Auflösung.  Indem  man  die  soeben  angegebene  Sub- 
.stitution  benutzt,  findet  man 

Häufig  wird  man  die  Funktion  unter  dem  Integral- 
zeichen erst  umformen  müssen,  ehe  man  die  in  Gleichung 
(3.)  angedeutete  Substitution  anwenden  kann.  Wie  dies 
geschieht^  mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  3.  Jco^xdx  =  ? 

Auflösung.  Durch  Anwendung  der  bekannten  Formel 
(5.)  cos-x  =1  —  srn^x 

erhält  man 
(6.)     fco^^xdx  =7(1  —  sin-a:)  cosxdx  =y (1  —  sin-a;) d (sin x) 

=^  j{l  —  t-)dt  ^=  t  —  q  ^'^  =  sinx  —  ,   sin^x. 

Aufgabe  4.  /cos-«+ia:dx  =  ? 

Auflösung.  In  gleicher  Weise  wie  bei  Aufgabe  3  findet 
man  hier 

(7.)     fcos^^^^^xdx  =f(X — sin-x)" '.  cosxdx  =J{1 — sin-ji:)«.  disinx). 

Durch  den  Faktor  d(smx)  soll  angedeutet  werden,  daß 
s'mx  zur  neuen  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wird. 
Dadurch  erhält  man 


4ö  §  11.    Integrale  vou  der  Fortti/F'{t)dt. 

(8.)     /cos2»+ixdx  ^/(l  —  tYdt 

Steht  unter  dem  Integralzeichen  eine  Funktion  von 
cosx,  multipliziert  mit  sinxdx,  so  wird  man  durch  die 
Substitution 

(9.)  cosx  =  t^     also     —  sinxdx  =  dt 

eine  Vereinfachung  herbeiführen;  denn  es  wird 

(10.)       J'F'icosx) .  sinxdx  =  —/F*(t)dt  =  —  i^(cosx). 

Hieraus  ergibt  sich  ohne  weiteres  die  Lösung  der  bei- 
den folgenden  Aufgaben. 

Aufgabe  5.    /{qos^x  -^  2cos-x  +  3cosa:  —  4)sinicrfx  = 

1  2.3 

4-  ,  cos'*^  +  ^  cos^x  4-  -  cos-x  +  4cosx. 

-  ^  ^         rsinxdx    |1 

^  *       J    cos^^j;  3cos^x 

Aufgabe  7.  Js'm^xdx  =  ? 

Auflösung.  Durch  Anwendung  der  bekannten  Formel 
(11.)  sin^x  =1  —  cos^x 

erhält  man 

(12.)  fsiiv^xdx  =y(l —  cos-aj)2 .  s'mxdx  =  — ;/(l —  cos-x)^d(cosa:) 

=  -/(l-  2^'  +  t')dt  =  _(^  _  I  f3  +  1  ^5^ 

.   2       ,         1       , 
=  —  eosa::  -|-   -  cos'^o:  —  ^  cos^x. 

Aufgabe  8.  JsiDr''-^^xdx  =  ? 


§  11.    Integrale  von  der  Form  />'(<)rf<.  41 

Auflösung.  In  gleicher  Weise  wie  bei  Aufgabe  7  findet 
man  hier 

(13.)  fsün-'^'^^xdx  =/{1  —  cos^x)*» .  sinxdx 

=  — /{\  —  cos^a;)"  .  rf(cosa:). 

Auch  hier  soll  durch  den  Faktor  d(cosa:)  angedeutet 
werden,  daß  cosx  zur  neuen  Integrations -Veränderlichen 
gewählt  wird.     Dadurch  erhält  man 

(14.)  /sin2«+ixda:  =  — /(l  —  t'^)^dt, 

also,  abgesehen  vom  Vorzeichen  und  von  der  Bedeutung 
der  Veränderlichen  f,  dasselbe  Integral  wie  bei  Aufgabe  4. 

Aufgabe  9.      f^inr'xc^o^^^-^^xdx  =  ? 

Auflösung.  In  ähnlicher  Weise  wie  bei  Aufgabe  4 
findet  man  hier 

(15.)  J^sin'^xcos-^^^xdx  =Jsm^''x{l  —  sin^x)"  .  rf(sinx), 

wo  durch  den  Faktor  d(sina;)  angedeutet  werden  soll,  daß 
sinx  zur  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wird.  Hier- 
durch erhält  man  z.  B. 

3         1  3sin^x      sinx 

Aufgabe  10.      y'cos'^xsin^^+ixdx  =  ? 

Auflösung.  In  ähnlicher  Weise  wie  bei  Aufgabe  8 
findet  man  hier 

(17.)  ycos'"xsin-"+^xdx  =  — ycos"'x(l  —  cos2x)'*d(cosx), 

wo  durch  den  Faktor  d(cosx)  angedeutet  werden  soll,  daß 
cosx  zur  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wird.  Hier- 
durch erhält  man  z.  B. 

(18.)  /cos'^xsin^xdx  =  —ft\l  —  t^)dt  =  —/{fi  —  t^)dt 

t^        t^  COS'^X         cos^x 


dx 

cos-x 


^^  §  11.    Integrale  von  der  Yorm  J'F'{t)di 

Aufgabe  11.  ({tg'x  —  %t^x  +  5tgx  —  7) 

Auflösung.     Setzt  man 

dx 
(19.)  \ax  =  t.     also        —.-z=dt. 

'  o  7  COS-X 

so  erhält  man 

(20.)  ktg^x-Stg'x  +  btgx-l)~^^,^  =j(f^Sf'+bf-7)(U 

_t^      8t^      bt^      rj.i^x      St^x      h\^x 

-  i        3   +  2  ~  ''  -     4~  ~     3"    +  ~2  ^  *^^- 

Dieselbe  Substitution  kann  man  immer  anwenden,  wenn 

unter  dem  Integralzeichen   eine  Funktion  von  tgx,  multi- 

dx 
pliziert  mit  — ,,-  i   steht,  d.  h.  es  wird  ganz  allgemein 

(21.)      JF-  {tgx)  ^^-^  =JF'  (tgx) .  d(tgx)  =  F(tgx) , 

Avo  diu'ch  den  Faktor  d(tgx)  angedeutet  werden   soll,   daß 
tgx  zur  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wird. 


Häufig  wird  man  erst  eine  Umformung  vornehmen 
müssen,  ehe  man  auf  die  in  Aufgabe  11  vorausgesetzte 
Form  der  Differential  -  Funktion  gefühi-t  wird.  Wie  dies 
geschieht,  mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  12.     J\t^x  —  Itg^x  +  2tgd!:  +  ^)dx  =  ? 

Auflösung.     Damit  die   Funktion   unter  dem   Integral- 

dx 

zeichen   eine   Funktion   von   tgo:,   multipllziei-t   mit ..    ? 

wird,   muß   man    sie   durch   cos'^x   dividieren    und    deshalb 
auch  mit 

(22.)  cos-x  =       .,     .     .  .    ■  =  ^   -   - ., 

cos-x  +  sm-x        1  +  tg^x 

multiplizieren.     Dadurch  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (19.) 


§  11.    Integrale  von  der  Yorm  jF'(t)dx,  ^3 

(230    /(tg^x  —  It^x  +  2tgx  +  Q)dx 

___  Ag^x  — 7tg-x  +  2tg.r  +  9      dx^ 
J  ^g^^  + 1  cos-x 

.  _  /f3  — 7f2-f-2f +  9 

Nun  ist,  wie  man  durch  Division  findet, 

(•24.)      f»  —  7/2  +  2/  +  9  =  (/2  ^  1)  (« —  7)  +  <  +  16, 

folglich  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  9,  30  und 
18  der  Tabelle 

(2o.)  j ^^-p3 dt=ßt-7)dt  +J^^  ^  +  IGJ^-^ ^, 

=  o-7^  +  iln(<2+l)+16aretg^ 

oder,  wenn  man  beachtet,  daß 

(26.)  /  =  tga;,     l  +  ^^p^ix'    ^  =  ^'^«tg' 

ist, 

(27.)  ß^x-7tg^x+2tgx+d)dx  =  ^  -  7tgaj-ln(cosx)+  IG x. 

Dieses  Verfahren  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 
(28.)  ffitgx) .  dx  =f^^^  •  ditgx), 

Aufgabe  13.         7  tg«x .  dx  =  ? 

Auflösung.  Nach  Gleichung  (28.)  erhält  man,  indem 
man  tgx  zur  Integrations -Veränderlichen  macht  und  mit  t 
bezeichnet, 

(29.)  (^''-äx=j\^-ditg.)=f;:f^. 

Bei  der  weiteren  Behandlung  des  Integrals  muß  man 
zwei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  n  gerade  oder  un- 
gerade ist. 


4*  §  11.    Integrale  von  der  'EormfF'{t)dt. 

I.  Fall.    «  =  2»j. 

(30.)  /tgs-x . dx  =  1^*—-^ dt  =  llf"--' - 1^-*  + 


+ 

_      1 


=Ä.-i-£-3+— •±*^"+"- 

Es  ist  z.  B. 
(31 .)  ^tg6a;da:  =  ^^"^  —  ^^'^  +  tgx  -  x. 

II.  Fall.     n=2m  +  l. 
(32.)  Itg^'"+'x.dx  =  l^^-^dt 


dt 


+  : 

wobei  man  noch 

ilnd  +  tg^x)  =  iln(-^^^,-)=  -ln(cosx) 
setzen  darf.     Es  ist  z.  B. 

(33.)        ^tg'a: .  dx  =  ^^""^  -  *^-  +  ^^'^  +  In(cosx). 

Aufgabe  14.  /^-g-  =  ? 

Auflösung.     Bekanntlich  ist 

(34.)  \    =  1  +  tg-'x     und       -''•;-  =  d(tga:), 

cos-j:  °  cos-x  ^  &   '» 

folglich  wird 

(35.)        /  -''^  -  =  /-  !^,    .    "^^^    =  /(l  +  tg2a:)d(tga:) 

JCOS^X         ^COS-X      COS-X        J  6      >'     V  6     / 

=  tgx  +    -^g-    . 

Dasselbe  Verfahren  fühii:  zu  der  allgemeinen  Formel 
^^^•)  k%x  =  /('^  +  tg2x)"'-'rf(tga:), 


§  11.    Integrale  von  der  Form  /F'{f)dt,  46 

wo  durcli   den  Faktor  d{igx)  angedeutet  werden  soll,   daß 
tga:  zur  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wird. 

Aufgabe  15.      /(ctg^x  —  3ctg2x  +  5)  ^^  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 

(37.)  ctgx  =  t.     also r-iT-  =  dt, 

so  erhält  man 

(38.)  ^(ctg^x  -  3ctg2x  +  5)  ^^^2-  =  -J{t^  -  3f2  +  ö)dt 

=  —^+— ot  = 1 h  ctg^x  —  öctgx. 

Dieselbe  Substitution  kann  man  immer  anwenden,  wenn 

unter  dem  Integralzeichen  eine  Funktion  von  ctgx,  multi- 

doc 
pliziert  mit  — -g    j   steht,  d.h.  es  wird  ganz  allgemein 
sm  X 

(39.)  JF'ictgx)  -^2^  =  -JF'ictgx) .  d(ctga:)  =  -  F(ctg 

wo  durch  den  Faktor  d(ctgx)  angedeutet  werden  soll,  daß 
ctga:  zur  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wird. 

Aufgabe  16.     /{ctg'x  +  3etg^x  —  l)dx  =  ? 

Auflösung.     Damit    die  Funktion  unter   dem  Integral- 

dx 
zeichen   eine  Funktion  von   ctgx,   multipliziert  mit  —r-^    ? 

sm  X 

wird,    muß  man   sie  durch    sin^x  dividieren    und    deshalb 

auch  mit 

(40.)  S\V?X  =  -.   "5 , ö-    =  zr—, 7-2~ 

sm^x  +  cos^x       1  +  ctg^x 
multiplizieren.     Dadurch  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (37.) 

yr  /'/4   1   3^2_7 

(ctg*x  +  3ctg2x  -  7)dx  =  -J—I^__ 

=  -j(t^  +  2-  ^-|-^2)rf^  =  -(^  +  ^*  +  9arcctg^), 
oder,  da  ctgx  =  t  und  arcctgf  =  x  ist, 


X), 


-dt 


4Ö  §  11.    lutegi-ale  von  der  Form  jF'{(yit. 

(42.)  ficig^x  4-  3ctg2x  —  7)dx  =  —  -^^  —  2ctga;  —  9x. 
Dieses  Verfahren  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 
(43.)  jh'tgx) .  dx  =  -fi0^^  •  rf(etga:). 

Aufgabe  17.         j/ctg^x .  dx  =  ? 

Auflösung.  Nach  Gleichung  (43.)  erhält  man,  indem 
man  ctgx  zui*  Integrations -Veränderlichen  macht  und  mit 
t  bezeichnet, 

(44.)  j  ctg^x  ,dx=  -  jj^-^  ^  . 

Die  weitere  Behandlimg  dieser  Aufgabe  ergibt  sich  so- 
dann aus  Aufgabe  13. 

Aufgabe  18.  f^^  =  ? 

Auflösung.     Bekanntlich  ist 

1  dx 

-.  -,    ==  1  -f  ct<j;-x     und        .-;,  =  —  d(ctga!:), 

folglich  wird 

fdx    ^f(  Xt    S,- =  - /(l  +  ctg^'x)2d(ctgx) 

Dasselbe  Verfahren  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 
(45.)  1^^^^^  =  -j{l  +  ctg2xr-^rf(ctgx), 

wo  durch  den  Faktor  d(ctgx)  angedeutet  werden  soll,  daß 
ctgx  zur  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wird. 

Was  in  den  vorstehenden  Aufgaben  für  die  trigono- 
metrischen Funktionen  sinj?,  cosx,  tga:;,  ctgx  gezeigt  worden 
ist,  kann  in  gleicher  Weise  auch  für  die  hyperbolischen 
Funktionen  ©inx,  l£ojx,  Sgx,  Ctga;  ausgeführt  werden.  Da- 
durch findet  man  die  folgenden  Formeln: 


i 


§  11.     Integrale  von  der  Form  J'F'(t)dt.  ^7 

(46.)  jF*{(Bmx)Q.o^xdx  =jF'{(B'mx) .  d{(Binx)  =  F(©inx). 

(47.)  /eop+^a:rfx  =/(l  +  ®in-ic)"  .  rf(@inx). 

(48.)  /F'((io)x)<B\nxdx  =/F'{Q,o)x)  .  d{(io\x)  =  F{(lo)x). 

(49.)  J(B\n^''-^^xdx  =y(gopj?  —  1)«  .  rf(6oj-c). 

(50.)  JF'CiQx) .  ^^,^  =JF'aix) .  rf(5ß2:)  =  ^(^flx). 

1         (51.)  j}a%x)dx  =f[^2^ '  d{%Qx). 

i        (53.)  y^' (ßtgj:) .  ^^  =  -  yi^'(6t9x) . rf(Gtflx)  =  -i'Xatgx). 
(54.)  jm^x)dx  =jl^^^^  .  rfcetßo:). 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  durch  Substitution  ganz 
allgemein  eine  Vereinfachung  des  Integrals  herbeiführen, 
wenn  unter  dem  Integralzeichen  das  Produkt  einer  Funktion 
F*[f{x)\  der  transzendenten  Funktion  f{x)  und  des  Diffe- 
i-entials  von  f(x)  steht.     Dann  findet  man,  indem  man 

t  =  f{x) 

zur  neuen  Integrations -Veränderlichen  macht, 

(56.)  /F'lfix)] .  r{x)dx  =J>{t)df  =  F(t)  =  F[f(x}]. 

Dies  gibt  ohne  weiteres  die  folgenden  Formeln: 


{b7.)JF'{a-).a^dx  =  ^^~j^F*(a-).d{a-)  =  ^^^^(O. 
(58.)  JF^iC) .  e'dx  =  JF^ie^) .  d(0  =  F{(^), 
(53.)  JF^lnx) .  ^-  =  fF\\nx) .  d{\nx)  =  F{\nx), 


**8  §11.    Integrale  von  der  Form  y>'(<)d<. 

c  dx        r 

(60.)  jF'isLVCsinx)  •  -. ^  =  /jP'(arc8ina:) .  d(arcsina;) 

=  ^(arcsinx), 
F'(arc  cosa:)  •    —    _  _i  =  —  jF*(siTCC06x) .  d(arccosx) 

=  —  i^(arccosx), 

/*  dx         r 

(G2.)  JF'  (arctga:)  *  .  r  ^  =  fi^Xarctgx) .  d(arctgx)=i^(arc tgx), 

(()3.)  jF*{2iVüQ\gx) '  Y  f-2  "^  —  JF'isiTCctgx) .  d(arcctgj:) 

=  —  jP(arcctgjr). 

Hierbei  soll  dui'ch  die  Faktoren  d(a^),  d{e^^  rf(liix), 
d(arcsinj:),  rf(arccosa:),  d(arctga:),  rf(arcctgx)  angedeutet 
werden,  daß  bezw.  die  Größen  a',  e*,  Inx,  arcsinx,  arccosx, 
arc  tg  X ,  a  rc  ctg  x  zu  Integrations  -Veränderlichen  gewäh  1 1 
werden. 

Zur  Einübung  dieser  Formeln  mögen  die  folgenden 
Aufgaben  gelöst  werden. 

Aufgabe  19.         J{d^'^  +  Sa^  —  7)dx  =  ? 

Auflösung.     Bezeichnet  man  a^  mit  f,  so  wird 

(64.)  /(a^'  +  3a-^  —  7)dx  =/{a'  +  3  —  7a-') .  a'rfx 

=  ln«.(2«"  +  ^'^'-^^>"«> 
Aufoabe20.         ^'eosOn^)  ^rfx  _  ^ 

Auflösung.     Bezeichnet  man  Inx  mit  f,  so  wird 

,..^  .    fcos{\nx).dx        C     .,.         .    .         •    /i      X 
(6o.)  I  =  host  dt  =z  smt  =  sm(lna:). 

•   *..**-  /arcsinx.  dx       ,, 

Aufgabe  21.  /-,7r      .,    =? 

Auflösung.     Bezeichnet  man  arc  sin  x  mit  <,  so  wird 
,-r./.  X  /arcsinj:.  flfx        / 


farcsinj:.  flfx        /'  ,        f-        1  .  ^ 

^  Itdt  ^=      ==     arcsm^j?. 


§  11.    Integrale  von  der  Torrn  J^F'itjdL  '^^ 

dx 


Aufgabe  22.        ^^^^^^ 


—  9 


(67-: 


-)arctgx 
Auflösung.     Bezeichnet  man  arctgj:  mit  t^  so  wird 

)        1^.— . — ^  =  /  =  Inf  =  In(arctgic). 


Steht  unter  dem  Integralzeichen  irgend  eine  rationale 
I*\inktion  von  sinx,  cosa:,  tgx,  ctgx,  so  kann  man  diese 
transzendenten  Fimktionen  durch  die  Substitution 


(6&)  *^(I)  = 


t 


f oitechaf f en ,  so  daß  man  unter  dem  Integralzeichen  nur 
noch  eine  rationale  Funktion  von  t  behält.  Es  folgt  näm- 
lich aus  Gleichung  (68.) 

2sin(Tr^  Jcosis^  j 

smx  =  2sm{j7  Jcosf^  1^  -  -  ? 

W"*"        \2/ 

cos^(  ^  I  —  sin-(  :s  1 
,/x\        .  ,/x\  V2/  \2/ 

oder,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  dieser  Brüche  durch 
cosY^j  dividiert, 


(69.)  sinx  = 


i+O  '+" 


(70.)  cosx 


i+.«"(i) 


l  +  <2' 


2<  1— «2 

(71.)  tgx  =  j— ^2'    <^g^  =  -2F  ■ 

Kiepert,  Integral -Recbnusjr. 


so  §  11.    Integrale  von  der  Form  J'F'(t)dt. 

Aus  Gleichung  (68.)  findet  man  sodann  noch 

2  dt 
(72.)  X  =  2arctg/,     also     dx  =  .-,  >> 

und  erhält  dadurch  die  Formel 

(73.)  y/*(sin.r,  oosx,  tgx,  cigx)dr  = 

Mit  Hilft»   dieser  Formel  kann  man  z.  B.  die  folgend^ 
Aufgabe  lösen: 

•  ^    t.     ^^  r(X  +  ^\Tix)dx         ^ 

Aufgabe  23.  /  •    Ti    ,    ^  ^  =  ? 

"  /smx(l  +  cosx) 

Auflösung.     Nach  Gleichung  (73.)  wird 
/'(l  +  siny)rfj-    _/'/.,      2/    \    2rfJ^   ^   _2L_/i    I  ^~A 
rsiurrCi  +  cos./-)  "/\    "^1  +>-/  1  +  t'  ''  l+f^V  +  1  +  ^V 

also 


Ist  fiß'mx^  cosx,  tgx,  ctgx)  eine  rationale  Funktion 
der  vier  Funktionen  sinx,  cosx,  tgx,  ctgx,  so  erreicht  man 
durch  die  in  Gleichimg  (73.)  angegebene  Substitution,  daß 
unter  dem  Integralzeichen  eine  rationale  Funktion  der  ein- 
zigen Veränderlichen  t  steht.  Wie  aber  die  Integration 
rationaler  Funktionen  auszuführen  ist,  wird  an  einer  spä- 
teren Stelle  gezeigt  werden. 


Steht  unter  dem  Integralzeichen  eine  rationale  Funktion 
der  vier  Ai^erfto/ivcZ/ew  Funktionen  Sinx,  (lofx,  Jgx,  6tgx, 
so  beachte  man,  daß  diese  Funktionen  selbst  wieder  rationale 
Funktionen  von  e^  sind.     Es  ist  nämlich 


§  11.    Integrale  vou  der  FormJ*F'(t)dt.  ^^ 

Deshalb   erreicht  man   es   auch  in  diesem  Falle  durch 
die  Substitution 

.       ^         ^^ 

(/o.)  (^  =  t,     dx  =  ~i 

daß  unter  dem  Integralzeichen  eine  rationale  Funktion  vcn 
/  steht,  die  nach  den  später  folgenden  Regeln  integriert 
werden  kann. 

■   J^o)x        Je^  4-  e-^        Jc^-"  + 1 
Setzt  man  also 

e^  =  t^    e^dx  =  dt , 
so  wird 

('«•)  fi^x = ^4i% = '^"'^^  ==  '^^^'^^'^^- 

Man    kann    in   diesem  Falle   die  Funktion   unter  dem 
Integralzeichen  auch  dadurch  rational  machen,  daß  man 


(77.)  %(!)  = 


t 


als  neue  Integrations -Veränderliche  einführt,  denn  es  wird 
dann  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  57,  58  und  79  der  Tabelle 

2  t  1  +  ^- 

(78.)  Sinx  =  o>       ^o']x  =  f^fo' 

(79.)  iQx  =  j--^-r, .      atgx  =  ^^  -  ' 

2  dt 
(80.)  X  =  2'i[t2Qt,       dx  =  j---,, 

also 

(81.)  /f{<Bmx,  6o)x,  5:90;,  (£tga;)rfx  = 

/'Vi— f-''  i— f-j'  i  +  <2'     2^/  1— r-" 

4* 
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(7.)      /?(x,   y^-^ä.=ff{aX^,^.^^, 


^'obei 


(a) 


Ig^  =  "" ,  (£tq  =  "" . 


Übuiigs-  Beispiele. 

,     /•      dx  irdt  1    ,   ,  }/^— X- 

1)    /     -    —        =    ,1  ,      = .^ctg^=—         ., 

Jj?yar  —  x^      fl-;fsin^f  a-     ^  a-x 

3der 

/•       dx  1  /'(Soj^^^        1  /•    .   ,,  .,  ,,^.   ,^ 

/     7--     ^=    J  n"  2*  =-ol{®^rit)-'d{(Binf} 

1       _  __  l/a2^=^* 

(\^ergl.  Formel  Nr.  88  der  Tabelle.) 
/  ^jr  _  1  /Vf     _^      ^_ ^ 


der 


a; 


a2|/a.2  _  ^ 
t^  ^  '^[~]ß^P  =  a?f{l-  2sm^f)dt  =  d' j cos  (2t)dt 

=  G^sin/  cos/  =  a?  Ya-  —  x-. 


Bei  Integi-alen  von  der  Form 

J'f{x,   yä^^+l^)dx 
:ann  man  häufig  die  Substitution 


52  §  12.    EinfÜhrang  trigonometrischer  Fnnktionen. 

§  12. 

Integration  durch  Einführung  trigonometrischer  oder 
hyperbolischer  Funktionen. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  84  bis  86  a.) 
Während  in  den  vorhergehenden  Paragi-aphen  gezeigt 
wurde,  wie  man  die  Funktion  unter  dem  Integi-alzeichen, 
wenn  sie  trigonometrische  oder  andere  tmnszendente  Funk- 
tionen enthält,  durch  Substitution  so  imizuformen  sucht, 
daß  sie  diese  transzendenten  Funktionen  nicht  mehr  enthält^ 
so  gibt  es  auch  Fälle,  wo  die  Integration  dadurch  erleichtert 
wird,  daß  man  für  die  Integi-ations -Veränderliche  x  eine 
trigonometrische  oder  hyperbolische  Funktion  der  neuen 
Integrations -Veränderlichen  t  einführt.  Man  wendet  eine 
solche  Substitution  namentlich  dann  mit  gutem  Erfolge  an, 
wenn  unter  dem  Integialzeichen  eine  der  Irmtionalitäten 
1/^2:^x2,  Vd^~-fx^,  Yaf—ä^  auftritt. 
So  werden  Integrale  von  der  Form 

/fix,    yar-^^)dx 
häufig  durch  die  Substitution 
(1.)  X  =  asin/ 

auf  einfachere  zurückgeführt.     Es  wird  dann  nämlich 
(2.)  dx  =  a  cos  tat,     Yd-  —  ■a^=  acosf , 

also 

(3.)    Jfix,   Yd'  —  X')dx  =:^/f{amit,  acost)  ,  a cos t dt, 
wobei 


(4.) 


.    ,       X  ^        Vd'  —  x^ 

smr  -=      1  cosf  = 

a  a 


X  ^        Yd-  -  -  x' 

^  X 


Va^  —  x^ 

Die  gleichen  Dienste  leistet  die  Substitution 
{^')  X  =  aXq^tx 

dann  wird 

also 
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(7.)        /Ax,    y^-a^)ä.  =ff{a^,t,  ^^.  £^  , 


A^obei 


(8.) 


^.   ^  X  ,^  .^  a 


et(j  = 


.T 


Übungs-  Beispiele. 


j/a-  —  x- 

•x 


oder 


/•      dx  1  r(£o  W/       1  /•   .  ,,  ., -_.  , 


_1 


Vfl2-af* 


ff^X 


(Vergl.  Formel  Kr.  .S8  der  Tabelle.) 


2)  /' ^^^=:^f^L=.U.t=  -^ 

J{a-  —  x^)ya^—x^       a-Jcos^f       a-  ^        a^yä^-  —  j(P 
/•  dx /grf/Sof^  _  1  /'  _®tn 


oder 


(B'mt 


X 


B;  /  ^-^'  "^-f^]^^-  =  «2/(1  _  2sm^f)dt  =  d^  loos{2t)dt 
J      yc?  —  x^  J  J 

=  ""^ßosi'lf)  .  dm  =  2"  sin(2/) 
=  fl^sin/  cos^  =  X  yd'  —  x^. 


Bei  Integralen  von  der  Form 
kann  man  häufig  die  Substitution 


54 


§  12.    Einfähniiig  trigonometrischer  Funktionen. 


(9.)  X  =  atgt 

mit  gutem  Erfolge  anwenden.     Man  erhält  dabei 


(10.) 
also 


dx  =  ~  ^  ?     Va-  +  ^2  =  — 
cos^r  cosr 


(11.)  y Ax,  y«^ + ^)ä.  =jf(atgt,  £;)  •  ^^ 


wobei 


(12.) 


'4  ^  *  ^ 

smr  = .-_^: ,      cosf  =  -7 •      : 


'^'  =  a' 


cigt  = 


X 


Die  gleichen  Dienste  leistet  die  Substitution 
(13.)  x  =  a(Bxnt; 

dann  wird 

(14.)    dx  =  a(ioU  ^df,     V^'+lö^  =  V^{l  +  €xnH)  =  a(io^t 
also 

(16.)  /f{x,   Vd^+x^)dx  = //•(a®in^  a{io)t) .  aSof^  .  df, 
wobei 


(16.) 


a 


ao)7  = 


Va^"+  :c2 


1) 


Übungs  -Beispiele. 

frt'^sin-^  .  adt  .  cosf         .,  /sin^df 


/    rr*^.r       jn'^sm'i  .  aar  .  cosf ^  /sm^af 

JYä;2"_f  ^z  ~J    cos'^  .~cös-r.  ä     ~  ^  J    cos^ 

oder,  wenn  man 

(17.)  cos/  =^  z^     also     sin/d/  =  —  dz 

setzt, 

=-«\^3--i;=3Ar^-j- 
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Indem  man  schließlich  noch 

a 


einsetzt,  findet  man 

^    '^      J'^d'V^        3V         a-^  a         ) 

=  ^  VaM^(ar2  — 2a2). 

Einfacher  findet  man   dieses  Resultat  durch  die  Sub- 
stitution X  =  a@in^,  denn  dadurch  wii-d 

(20.)  Z-^*^---  .y  =  (^l®\nH  .  dt  =  a»/(eoP^  —  l)d(SofO 

=  d^ r^ßo)^  —  (io)t]  =  3  Vd'~+^{x'  —  2d'). 

r       dx  1  fcidt  .  cos^f  .  cos^  1  jcosrH 

Jx^Vc^  +  a?  ""  ^J    ^^^^^  '  ®^^^^  •  ^         ^J  ^^"^^ 

^  a'JisinH  ~  sinW'^^^'''^^  ^  ä^\     Mi^  +  s'mt) ' 


Nim  ist 


21.)  Sm^    =        ,.  ..i^rr.-:^?  .— ^   = —  7 

^  Ya^  +  x^       smt  x 

folglich  wird 

Auch  hier  führt  die  Substitution  x  =  a<Bmt  schneller 
zum  Ziele,  denn  es  wii-d 

r      dx  1  r  dt  1  i'      „,       ,.     dt 

oder,  wenn  man  ßtg^  =  z  setzt, 
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3)  /  — ;:.-  _-      =/        .,.     -,  =    ryl  cos  fdf 

sinf  X 


oder 


«-  a?Vd^~+  X-' 


Bei  Integralen  von  der  Forai 

kann  man  häufig  die  Substitution 
(23.)  X         "" 


+  ^ 


QOfyf 


mit  gutem  Erfolge  anwenden.     Dabei  wird 

,..-.    ,         as'mtdf      ,,  .,    -  -y       t/  ci'^  o  .    . 

(24.)  rfx  =    -  T,^    1    yx^  —  a*  =  \      .,,  —  a-  =  atn^^ 
cos-Y  f  cos-/  *^  ' 


also 


(-25.)  fa.,  v^-^^,^(fQ^,  ,.g<)-^^.? 


wobei 
(26.) 


.    ,       Va^-'  — ff-  ,       a 

sinr  = 1    cosr  =     i 

X  X 

tgt  =  ,   ctst  =  •    _  -  _^     • 

a  "         Vaf  — ff- 

Die  gleichen  Dienste  leistet  die  Substitution 
(27.)  x=aüoU: 

dann  wird 
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(28.)  dx  =  a®mt .  dt,     Yx'^  —  a^  =  ya^{ü^\'t  —  l)=a<B\xit, 
also 

(29.)  /fix,  ycö^—~d^)dx  =:/f(aQo^t,  a(S'mt)  .  aSinf  .  rf^ 
wobei 


(30.) 


a  a 

^  Vx?  —  c^       ^  X 


Übungs  -  Beispiele. 

/'       dx  rasintdt  coaH ,  cost        1  /'    .^^ ,. 

1)    /      ,  ^  =  / :,. — i-  — ,—,    =    .  Icos^dt 

Jx^Vx^ ff-      J    ^^^^  .  a'^ ,  asmt         a\l 

=  ^^j{l  —  sin2^)rf(sin0  =  ^461«^ ""  ^  ) ' 
also 

rm  ^  /'     ^^        _  ^  /av'x^  -  a"^  _  (/i2  _  ^2y>\ 

Setzt  man  a;  =  a(Sof<,  so  erhält  man 

/•_     dx         _  1  r  d/     _  1  /•   _  rf/ 

oder  wenn  man  %^t  mit  ^  bezeichnet, 
(32.)/'-     ^^_       ==^/a-^2)rf^=^(.-!J^ 

-  g^,  (3  —  SCg-O  =     .^--4^,     (2^  +  ^-) . 


'da^x^ 

*asintdt  .  cos^^ 
^sin-^/ 


,^     /  ax.  i        dx  /asintdt 

"^  J^^i^aW^—^d^  ^JiVx'  —  d'f  ~J  ^^^'^  '^ 

1  l^costdt 1 

a-l   sin-t  a-si 


-sin/ 


also 

(3H.; 


38.)  /'—--''?-.=-     -/    _     , 
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oder 

X 


^     /"  dx  /•        a sin tdt  .  cost 

J  \cos-f  / 

__  1  rcostdt    _  1  rdjsmt) 

"  d'Jl  +  cos'^f  ~  d'j2^sWt ' 
Setzt  man 

(35.)  sint  =  z^ 

so    kann    man    zur    Berechnung    dieses    Integrals    Foimel 
Nr.  29  der  Tabelle  anwenden  und  findet 

2a'-  V  2     V)/2  +  sin  //      2^2 1/2      \xV2  —  Vx^  —  d-f 

Man  beachte,  daß  in  den  drei  hier  behandelten  Fällen 
die  trigonometrische  oder  hyperbolische  Funktion,  welche 
für  x  substituiert  wird,  jedesmal  so  zu  wählen  ist,  daß  unter 
dem  Wui^elzeichen  ein  vollständiges  Quadrat  steht,  daß 
sich  also  die  Wurzel  ausziehen  läßt. 

Für  X  =  asinf  wird  nämlich 

Yd^—x^  =  y¥{l^sWt  =  acos^ 
für  X  =  atsrf  wird   Vd^~+a^^  =  Va^+  t^-Y)  =    ^-, 

cosf       "  f        cos-Y  ^ 

und  für  X  =  alflf  wird   Vd^'-^^  =  )/a-^(l— fß^)  =  -^-, 

„     X  =  a^'mf     „      Vd^  +  J^  =  Va^a+Em)=a{lo]t, 
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Kennt  man  die  trigonometrischen  Funktionen,  die  da- 
bei zn  substituieren  sind,  so  ergeben  sich  die  entsprechen- 
den hyperbolischen  I^lnktionen  ohne  weiteres  aus  dem,  was 
über  die  Beziehung  zwischen  den  hyperbolischen  und  den 
trigonometrischen  Funktionen  in  §  30  der  Uifferential- 
Rechnung  gesagt  ist.  (Vergl.  auch  daselbst  Formel  Nr.  81 
der  Tabelle.) 


Bei  der  Integration  durch  Substitution  ist  die  neue  Inte- 
grations -Veränderliche  t  im  allgemeinen  so  zu  wählen,  daß 
jedem  Werte  von  x  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  niu' 
ein  Wert  von  t  zugeordnet  ist;  imd  umgekehrt  darf  jedem 
Werte  von  t  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  nur  ein 
Wert  von  x  entsprechen.  Wenn  diese  Regel  nicht  beachtet 
wird,  so  können  leicht  Fehler  entstehen.  In  einem  späteren 
Abschnitte  soll  dieser  Fall  noch  besonders  untersucht  werden. 


III.  Abschnitt. 
Integration  durch  Zerlegung. 

§  13. 

Integration  von  einigen  gebrochenen  rationalen 
Funktionen  durch  Zerlegung. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  29  a,  87  bis  92.) 
In  vielen  Fällen  kann  man  die  Differential -Funktion 
f{x)dx  unter  dem  Integralzeichen  in  zwei  oder  mehrei-e 
Summanden  zerlegen,  die  dann  einzeln  sehr  leicht  integriert 
werden  können.  Wie  dies  namentlich  bei  gebrochenen 
rationalen  Funktionen  geschieht,  mögen  die  folgenden  Auf- 
gaben zeigen. 

dx 


Aufgabe  1.  j^,- 


Auflösung.     Die  Aufgabe  ist  schon  in  §  8  (Aufgabe  7) 
behandelt  worden;  dabei  ergab  sich 

(Vergl.  Fonnel  Nr.  29  a  der  Tabelle.) 
Dasselbe  Resultat  findet  man  auch  durch  folgende  Über- 
legung.    Die   beiden    Unbekannten  A    und  B   lassen    sich 
immer  so  bestimmen,  daß 

1       ^     A  B 

X-  —  a^       X  —  a       x-{-  a 

wird.     In  der  Tat,  schafft  man  in  Gleichung  (2.)  die  Nenner 
fort,  indem  man  beide  Seiten  mit 


C^-)  -F- -2  =;--„  + 
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7^  —  a^  =  {x  —  a)  (x  +  ß) 
multipliziert^  so  erhält  man 
(3.)  1  =  ^(x  +  a)  +  B{x  —  a). 

Diese  Gleichung  soll  für  alle  Werte  von  x  gelten, 
folglich  auch  für  x  =  +  a  und  für  x  =  —  a.  Für  x=  -\-  a 
findet  man  aber 

(4.)  1  =  2Aa,    oder    A  =  ^j 

und  für  x  =  —  a 

(5.)  1  =  —  2£a,     oder    B  =  —  l  - 

Setzt  man  diese  Werte  in  Grleichung  (2.)  ein,  so  erhält 
man 

,6)  1_=1/.J: 1_Y 

a?  —  d^       2a  \x  —  a      x  +  a/ 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Gleichung  kann  man  sich 
überzeugen,  indem  man  die  beiden  Glieder  in  der  Klammer 
auf  gleichen  Nenner  bringt.  Aus  Gleichung  (6.)  folgt  dann 
ohne  weiteres  nach  Formel  Nr.  27  der  Tabelle 

(7.)  (^.=l((^'-  i> 

Jj?  —  är       2a/ VC  —  a       x -\- a/ 

=  4[ln(x-a)-ln(x  +  «)J=.4ln(;^;^«). 

Aufgabe  2.  y^  +  itl^.r6  =  "^ 

Auflösung.  Diese  Aufgabe  kann  man  auf  die  vorher- 
gehende zurückführen.  Ergänzt  man  nämlich  die  beiden 
ersten  Glieder  des  Nenners  zu  einem  vollständigen  Quadrate, 
indem  man  25  addiert  und  dann  wieder  subtrahiert,  so 
erhält  man 

(a)    x2  +  10x+16=(x2+10x  +  25)4-(16— 25)  =  (x  +  5)2  — 9. 

Indem  man  jetzt  noch 
(9.)  X  +  5  =  f ,     also     dx  =  dt 

setzt,  wird 

(10.)      y^  ^-jöx -i-  IG  =j{x  +W-^     Ji'  -3^  ' 
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oder  nach  Gleichung  (7.),  wenn  man  x  mit  t  und  a  mit  3 
vertauscht, 

Aufgabe  3.  /^  ^  ^f-^  ^  =  ? 

Auflösung.     In    ähnlicher  Weise    wie    bei    der  vorher- 
gehenden Aufgabe  wird  man  hier  den  Nenner  auf  die  Form 

(12.)  x^  +  6x  +  VS  =  {a^  +  6x+9)  +  (rd—9)  =  {x  +  3f  +  i 

bringen  und 

(13.)  X  -\-  3  =  t,     also     dx  =  dt 

setzen;  dadurch  erhäU  man 

(14)        f     ^^    --  =  [- ^^ =  f-^L.. 

^  ^      J:^  +  6^+13      J{x  +  3)2  +  4      Jt'^  +  22 

Wollte  man  jetzt  die  Integration  nach  der  in  Aufgabe  1 
gefundenen  Formel  ausführen,  so  müßte  man 

^2  =  _  4,     also     a  =  2^^=^  =  2f 

setzen,  so  daß  man  für  das  Resultat  eine  komplexe  Form 
erhalten  würde.  Dies  kann  man  vermeiden,  indem  man 
Formel  Nr.  28  der  Tabelle,  nämlich 


/^^T^  =  \  '^^"*sO 


+ 

für  a  =  2  anwendet.     Dadurch  findet  man 
Aufgabe  4.  /^jp^^qr-,  =  '^ 

Auflösung.  Wie  man  schon  aus  den  beiden  vorher- 
gehenden Aufgaben  erkennt,  muß  man  bei  dieser  Aufgabe 
drei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  62  —  c  positiv,  negativ 
oder  gleich  Null  ist. 
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L  Fall.  b-^-oO. 

Setzt  man  in  diesem  Falle  der  Küx-ze  wegen 

(16.)  b^  —  c=+a^,    also     Vl)^  :^c=  +a, 

so  wird  a  eine  reelle  Größe,  und  man  erhält 
(17.)        a^  +  2bx-{-c  =  (jc2  +  2bx  +  b^)  +  {c  —  b-) 
=  {x  +  5)2  -  «■-'. 
Dies    gibt,    wenn    man  x -{- b  mit  f  bezeichnet,    nach 
Aufgabe  1 

Jx^  +  2hx  +  c  "Jt'—  d'  ~  2a     V  +  «/ 


oder 


dx  1         ,    yx  +  h  —  yb^—\ 


Jx-  +  2bx  +  c       2Vb'  —  c     Kx  +  b  +  Vb-'  —  c/ 
Man  erkennt  ohne  weiteres  den  Zusammenhang  dieses 
Verfahrens  mit  der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen. 
Um  nämlich  die  quadratische  Gleichung 

oiP  +  2bx  +  c  =  0 
aufzulösen,  l)ringt  man  die  Gleichung  auf  die  Form 

x^  +  2bx  +  b-  =  6-  —  c  . 
und  zieht  dann  auf  beiden  Seiten  dieser  letzten  Gleichung 
die  Quadratwurzel  aus.     Dadurch  erhält  man 

x  +  b  =  +  >/p"-ir^, 

oder 

xi  =  —b  +  VW^~c,    x2  =  —b  —  yb^  —  c, 

n  +  Xo  =  —  2ft,      Xi  .  X2  =  C,      Xi  —  X2  =  2)/6-  —  (7, 

j^  +  26a;  -\-  c  =  x^  —  {^i  +  X2)X  +  x^x^  =  (x  —  X\){x  —  xo), 
wo  x\  und  X2  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung sind.  Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (18.) 
ein,  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an 

(18a.)        /; ^ff   —  =  ^-  ln(?  -  ^'). 

J  (X  —  Xi)  {X  —  X»)  Xi  —  X2       VC X>/ 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Resultates  kann  man  sich 
in  folgender  Weise  überzeugen.  Die  beiden  Unbekannten 
Ä  und  B  lassen  sich  immer  so  bestimmen,  daß 
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(19-)  ,^-  Az-z.-.=^^+     ^ 


{X Xi)  (X  —  Xo)  X  —  Xi         X  —  X2 

wird.  In  der  Tat,  schafft  man  in  Gleichung  (19.)  die 
Nenner  fort,  indem  man  beide  Seiten  mit  {x  —  Xi){x  —  X2) 
multipliziert,  so  erhält  man 

(20.)  1  =  Ä{x  —  X2)  +  B{x  —  xi). 

Diese  Gleichimg  soll  für  aUe  Werte  von  x  gelten, 
folglich  gilt  sie  auch  für  x  =^  Xi  und  für  x  =  X2.  Für 
X  =  xi  findet  man  aber 

(21.)  1  =  Ä{xi  —  Xi),    oder    A  = ? 

'  Xi X2 

und  für  x  =  x> 

(22.)  1  =  B{X2  —  Xi) ,    oder    B  = 

X2  —  Xi 

Setzt  man  diese  Werte  in  Gleichimg  (19.)  ein,  so  erhält 
man 

(23.).  1  =       ^-     (     -1 l-V 

(X  —  Xi){X  —  X2)  Xi  — X2\X  —  Xi  X X2/ 

Daß  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  der  linken  wirk- 
lich gleich  ist,  ergibt  sich  ohne  weiteres,  indem  man  die 
Glieder  in  der  Klammer  auf  gleichen  Nenner  bringt. 

Aus  Gleichung  (23.)  folgt  dann  in  Übereinstimmung 
mit  Gleichung  (18a.) 

J{X  —  Xi){X  —  Xz)  Xi—X2j\X  —  Xi  X  —  X2/ 

=       |ln(a:  —  Xi)  —  \n(x  —  2^2)1=- ^^(      V 

Xi  —  X2  ■-  ■•  Xi  —  iP2       VC  —  Xj 

II.  Fall.  6-  -  c  <  0. 

Setzt  man  in  diesem  Falle  der  Küi-ze  wegen 

(24.)  b'^  —  c=—  d\     oder     Yc.  -T^  =  a, 

so  wird  a  eine  reelle  Größe,  und  man  erhält 

x^j^2hx  +  c  =  {j?  +  2*x  +  62)  +  (c  —  62)  =  (x  +  6)«  +  a-. 


[ 
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l)\eia  gibt,  wenn  man  wieder  x  -{-  h  mit  t  bezeichnet, 

/'         dx  _  r        dx  _  f   ^^      1       X   /^\ 

Jj^  +  2hx  +~c  -J(x+~b)^-+  ä?  -p  +  'a'  -  a^'^'^^^Ka)' 

also 

r         dx  1  .    /  J^  +  6  \ 

Es  ist  noch  liervorzuheben,  daß  die  Gleiehimgen  (18.) 
:  ujid  (25.)  richtig  bleiben ,  gleichviel  ob  b'^  —  c  positiv  oder 
negativ  ist,  die  rechte  Seite  von  Gleichimg  (18.)  erhält 
aber  eine  komplexe  Form,  wenn  6^  —  c<0  ist,  und  auf 
der  rechten  Seite  von  Gleichung  (25.)  wird  die  Größe 
Yc  —  b^  imaginär ,  wenn  6-  —  c  >  0  ist.  Der  Zusammen- 
hang beider  Gleichungen  ergibt  sich  aus  D.-R.,  Formel 
Nr.  188  der  Tabelle,  nämlich  aus 

(26.)  '^(rZT^O  =  ^^iarctgy.. 

Setzt  man  nämlich 

^        a 
so  folgt  aus  Gleichung  (26.) 

oder 

\{—l)t(a—  xt)/  \jc  +  ai/  ^\a/ 

Dies  gibt,  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  durch 
2ai  dividiert  und  beachtet,  daß  nach  D.-R,  Formel  Nr.  187 
der  Tabelle  ln(—  1)  den  Wert  (2h  +  l)m  hat, 

.^^x  1  1    /x  —  ai\       1        ^    /x\   ,   (2Ä-f  l);r 

27.)        o -1^1  — \ — • )  =  -  arctgl  -  )  +  ^^ — ^ — —  i 
'        2ai     \x-\-at/       a  \a/  2a 

wobei  h  noch  eine  beliebige,  positive  oder  negative  ganze 

Zahl  ist. 

Vertauscht  man  also  in  der  Formel 


f   dx      1      /x — a\ 

Jx^  —  d^  ""  2a     \c  +  aj 


die  Größe  a  mit  ai,  so  erhält  man 

Kiepert,  Integral -Beohniui^.  5 
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(28.)  f/:-..  =  KrotsC)+^^^+'^'. 

J^'  +  a^       a  \a/  2a 

Setzt  man  noch 

a  =  yc  —  6^^     aisQ     ^j  =  iYc  —  b^  =  Ybr  —  c 
und  vertauscht  x  mit  J*  +  6,  so  geht  Gleichung  (27.)  über  in 

(29.)      -'       -ln(^-^-V^"-'') 

die  beiden  Werte,  welche  man  in  den  Gleichungen  (18.)  und 

y'  (ix 

„    "  gi  — -  gefunden  hat,  unterscheiden  sich  also 

voneinander  nur  durch  die  Konstante  -  -.  • 

21/c  — 62 

III.  Fall.        62  —  c  =  0,    oder    c  =  62. 

Hier  wird,  wenn  man  wieder  x  -\-h  mit  t  bezeichnet, 

/•      dx        ^  /•       dx         _f  dx fdt  _  /:  2^,__  1 

Jx'  +"26j:  +c     Jx^+2hx+h^     J{x  +6)2  ~  /  f^  — /^  «'  —      ,  ' 

oder 

^^^■^  Jx'  +  2bx  +  b-^^  ~x  +  b' 

Beispiele. 

•••^«"•y(x+ii+-i)=^Gi4)' 

"•  ''«"•   U  +  ä'+^O  =4«-tg(^-?); 
dx      ■      1 

Auflösung.  Wäre  bei  dem  Bruche  imter  dem  Integral- 
zeichen der  Zähler  dem  Differential  des  Nenners  gleich 
oder    wenigstens    proportional,    so    könnte  die  Integration 


III.  Fall.    / 
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nach  Formel  Nr.  43  der  Tabelle  ausgeführt  wer^den,  nämlich 
nach  der  Formel 


In  dem  vorliegenden  Falle  ist 

/•'(ic)  =  2x  +  26, 
deshalb^  nimmt    man    mit    dem    gesuchten    Integrale    die 
folgende  Umformimg  vor.     Es  ist 

Px  +  Q  =  {Px-\-  Pb)  +  {Q-  Pb)  =  ^{2x  +  26)  +  (Q  -Pb), 
folglich  wird 

l'iPjr  +  Q)dx       ßPj^  +  26)  +  (Q  -  Pb) 

Jx^  +  2bx+c     J  x^  +  2bx~+c 

_Pf(2x+m)dx     ,,Q_pf,.f     _d^         , 
~~  2J7?  +  26a;  +  c  ^  ^^  'Ja?  +  26a;  +  c 

also 

Das  Integral,  welches  auf  der  rechten  Seite  dieser  G-lei- 
chiing  stehen  geblieben  ist,  findet  man  nach  Aufgabe  4. 
So  ist  z.  B.  für  62  —  c>  0 


(31a.) 


XPx  +  Q)dx 
i2"+26a;  +  c 
P.^r,.   ,   o.„   ,   ..   ,   Q-P6,    /a;  +  6-y6^-e 


oder,  tla  Xx-\-  x-i  =  —  26  und  Xi  —  X2  ^  2  Vi^  —  c  ist, 

{P_x_±Q)dx 

^x  —  a;i)  (a:  —  0:2) 

■  -^InlVr      ;.v^-  •  ^o   ,  2Q  +  P(a;i  +  a:2).    /-r  — xA 

Aus  den  bekannten  Formeln 
\n[{x  —  Xi)  {x  —  X2)]  =  ln{x  —  xi)  -j-  ln(a:  --  x-jj, 

ln|^-~  ^J  =\n{x  —  xO  —  ln(x  —  Xj) 
ergibt  sieh  daher  .  (.  .       .  .    ' 


jl 


5* 
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fJPx  +  Q)dx      _  /P      2(?  +  P(xx  +  a!2)\,   ,    _  ^  , 

+V2  — 2(^r=^^)— /^  ^    •''^- 


oder 


(Pj;  +  e)rf^ 


=  ^  ^  ^^  [(P^i  +  Q) In (.r  —  a-i)  —  {Px2  +  Q)ln(a'  —  .r,)). 

Die  Richtigkeit  dieses  Resultates  kann  man  in  folgen- 
der Weise  bestätigen.  Die  beiden  Unbekannten  A  und  B 
lassen  sich  immer  so  bestimmen,  daß 

(33.)  _jP^+9_        =      ^   .   _    ^ 

{X  —  Xi)  {X X2)  X  —  Xi         X  —  X2 

wird.     Schafft  man  nämlich  in  Gleichung  (33.)  die  Nenner 
foii,  indem  man   beide  Seiten   mit  {x  —  Xi)(x  —  X2)  multi- 
pliziert, so  erhält  man 
(34.)  Px  +  Q  =  A(x  —  X2)  +  B{x  —  xO. 

Diese  Gleichung  soll  für  alle  Werte  von  x  gelten,  folg- 
lich gilt  sie  auch  für  x  =  Xi  und  für  x  =  X2.  Für  x=  Xi 
findet  man  aber 

(35.)    Pxi+Q  =  A{xi  —  xo) ,     oder     A  =  — L±^ , 

Xi  —  X2 

und  für  x  =  X2 

(36.)    Px2  +  Q=B{X2  —  Xi),     oder    B=  ^^  +  ^. 

X2  —  Xi 

Setzt  man  diese  Wei-te  in  Gleichung  (33.)  ein,  so  erhält 
man 

Px  +  Q 1    (^^±9_P''?±9.\ 

(X X\)  {X  —  X2)  Xi  —  X2\  X Xi  X  —  X2   / 

Daß  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  der  linken 
wirklich  gleich  ist,  ergibt  sich  ohne  weiteres,  indem  man 
die  beiden  Glieder  in  der  Klammer  auf  gleichen  Nenner 
bi'ingt. 

Aus  Gleichung  (37,)  folgt;  dann  in  Übereinstimmimg 
mit  Gleichung  (32.) 
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J(X  —  Xi){X X2)         Xi X2j\X  —  Xi  X  —  X2   / 

=     -^—\{Pxi  +  Q)\n{x  - xi)  —  {Px2  +  Q)\n{x  -  a^.)]. 

Xi  — X2 

Beispiele. 

l'(2x  +  ■iä)dx  _  f{2x  ±Vldx_  ,    ,  „  /*  ^^ 

jr'Jf.x  —  12  ~J3?  +  x  —  i2  "•■       I 


12  r ^-^ 


=  ln(x2  +  at  —  12)  +  61n(^   ^ 


+  4/ 
=  71n(a-  —  3)  —  51n(a;  +  4). 

Dasselbe  Resultat  findet  man  aus  Gleichung  (32.),  denn 
es  ist  in  diesem  Falle 

Xi:=+3,     352  =  — 4,     a?i  — a^  =  7, 
P=2,     Q  =  43,     Pxi  +  Q  =  49,    Px,.  +  Q  =  3ö. 

Jjf'  —  4a;  +  20  ~J^  —  4x  +  20  "^  7(^  —  2)^  +  4^ 

=  21n(ar'  _  4r  +  20)  +  larctg^^"^- 

J  x^  +  6x  +  d     J       {x  +  6)'  Jx+d        J{x- 

19 


7x+3        ./(z-t-3)^ 


=  41n(x  +  3)  +  ^-3. 

Die  vorhergehenden  Aufgaben  behandeln  nur  die  ein- 
fachsten Fälle  der  Zerlegung  in  Partialbrüche.  In  einem 
späteren  Abschnitte  wird  gezeigt  werden,  wie  man  jede  ge- 
brochene rationale  Funktion  durch  Zerlegung  in  Partial- 
brüche integrieren  kann. 

Auf  die  Integration  von  gebrochenen  rationalen  Funk- 
tionen führen  häufig  die  im  vorigen  Abschnitte  behandelten 
Substitutionen,  wie»  die  beiden  folgenden  Aufgaben  zeigen 
mögen. 
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Aufgabe  6.  /— r— 


dx  __  ^ 


I 


sina:  +  hcosx  +  c 


Auflösung.     Zunächst   wird    man   hier   die    in    Formel 
Nr.  82  der  Tabelle  angegebene  Substitution  benutzen  und 

-Mt 


(39.) 


2t  1  — #2 


setzen;  dann  erhält  man 

dx  r  2  dt 


(40.)  f^— 
Jasmx 


hiat 


+  bcosx  +  c     J2at  +  6(1  —  t^  +  fil  +  f^) 

2  dt 


-h 


{c^b)t'^  +  2at-\-{l  +  c) 
oder,  wenn  man  die  Größen  61  und  c\  durch  die  Gleichungen 
(41.)  a=hi{c  —  h),     h  +  c  =  ci(c  —  h) 

erklärt, 

(42.)    /: ^_i = _±_ i\^.._^ 

Jas'mx  +  ftcosx  +  c        c  —  bjt^  4"  2M  +  ^1 

Für  61^  —  f'i>  0   erhält    man    daher   nach    Aufgabe  4 
(Formel  Nr.  87  der  Tabelle) 

Jasinx+hcosx+c     c—h  ^ybi^—ci     V+6i+V6r— c{/ 

_  Jl /^(c— 6)Jh  a—  Va?  4-^2  —  d\ 

~  Ya^+W—?  ^V(e  — 6)  +  a  +  yaM-"P— W' 

imd  für  61^  —  ^1  <  0  erhält   man   nach  Aufgabe  4  (Formel 
Nr.  89  der  Tabelle) 

ZUN    /'  ^^  '^  1  .  Y  ^  +  *i  \ 

'  Jasmx+ftcosir+c       c—h^cx—h{^        ^Vci — 6r/ 

=  — ^=i_  arctiifi  -     —--I    ~. —  :)• 

y^^  a2  _  ft2       ^Vy^>  _  ^2  _  j2/ 

Aufgabe  7.       /- 

^0 


—  V 


^J2  +  x2))/a2  +  X2 


I 


i  13.    Integration  von  einigen  gebrochenen  rationalen  Funktionen.     71 
Auflösung.     Setzt  man.  nach  Formel  Nr.  85  der  Tabelle 

so  erhält  man 

r  dx  /'         adt .  cos^ 

/'        costdt  _  /'         rf(sinO 

oder,  wenn  man 

X 

<4H.)  sint  =  -,^=i^=  =  z 

Vd'  +  T? 

setzt  und  die  Größe  +  (?  durch  die  Gleichung 
(47.)  6-  =  +  (o2  —  62y-2 

erklärt, 

/'  _    J^      jL     _/•         dz  ^      1      r_dz 

Gilt  das  obere  Zeichen,  ist  also  d^  >  6-,  so  findet  man 
hieraus  nach  Formel  Nr.  28  der  Tabelle 

^''■^  4  +  4vä2  +  P  =  a2-:.2  •  '  a-tg(9 

=  l--arctgf>;t-:^. 

Gilt    das   xintere   Zeichen,    ist  also  a?  <  h"^,    so    erhält 
man  nach  Formel  Nr.  29  der  Tabelle 


(l 


7(62' _!_>) Ya^J^ a.2       «2  —  Ä^ '  2c  " \c '+  2/ 


~       26/ft2-^  «2  "^Vj y^/ I  a^'  p   ^1/^2  J.  ^2/ 
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§  14. 

Integration  von  einigen  transzendenten  Funktionen 

durch  Zerlegung. 

Anwendung  der  iifoft^e^schen  Formeln. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  93  bis  97.) 


Aufgabe  1.  / 


—  -^—  -  =  ? 


Auflösung.     Mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Formel 
sin'^x  +  cos-a;  =  1 
erhält  man 

/'      dx         Asin-x  +  oos^x)dx f  dx      x_  f^^ 

jsin'^xcos^x      J       sin-xcos-x  Jcos^x     Jsin^x' 

folglich  wird  nach  Formel  Nr.  15  und  16  der  Tabelle 
dx  cos-a;  —  sin^jc 

sin  x  cos  o:* 


(1-)  j^^^-'^''-''^''  = 


2cos(är)  o  4.   /o  N 

sm(2x)  ^^     ^ 


dx ^  ,^ 

rsmxcosx 


Aufgabe  2.  /- 

Auflösung.  Dieses  Integral  ist  bereits  durch  Formel 
Nr.  46  der  Tabelle  berechnet.  Damals  wurde  die  Funktion 
unter  dem  Integralzeichen  so  umgeformt,  daß  der  Zähler 
des  Bruches  das  Differential  des  Nenners  wurde.  Man 
kann  aber  die  Integration  auch  durch  Zerlegung  ausführen. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  44  und  46  der  Tabelle 
erhält  man  nämlich 

/Q  \     f     ^^        /cos-x  +  sin-a;       rcosxdx       fsinxdx 

Jf^'mxcosx     J     sinj^cosx  J    sinor        J   cosa: 

=  In(sinx)  —  ln(cos.r)  =  ln(tga:). 

Aufgabe  3.  /cos'^xdx  =  ? 

Auflösung.  In  dem  Falle,  wo  m  eine  ungerade  Zahl 
ist,  wendet  man  am  besten  Formel  Nr.  54  der  Tabelle  an, 
nach  welcher 

<3.)  ycos-^+^xrfx  =  7(1  —  sin-x)"d(sinx) 
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wird.  Ist  aber  m  eine  gerade  Zahl,  so  kann  man  die  Inte- 
gration mit  Hilfe  der  Moivre  sehen  Formeln  ausführen. 
Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  182  der  Tabelle  ist 

(4.)     22''(cosx)2«  =  2cos(2wa;)  +  (y^2cos(2w  —  2)x 

+  (^^)2cos(2n  _  4)0:  +  . . .  +  (^  2n  ^^2cos(2x)  +  (^J) ; 

indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  dx  multi- 
pliziert und  dann  integriert,  erhält  man 

(5.)     2'^jcos^^xdx  =  ^—  sin(2nic)  +  (     j^ ^  sin(2w  —  2)x 

Beispiel. 

(6.)  64ycos«xrfx  =  |sin(6x)  +  3sin(4a:)  +  15sin(2x)  +  20x. 
Auch  in  dem  Falle,  wo  m  eine  ungerade  Zahl  ist, 
kommt  man  mit  Hilfe  der  Jfoirre sehen  Formeln  zum  Ziele, 
wenn  auch  nicht  ganz  so  leicht  wie  durch  Gleichung  (3.). 
Nach  D.-R,  Formel  Nr.  183  der  Tabelle  ist  nämlich 

(7.)  22«+i(cosx)2«-M  =  2cos(2w +l)x  +  (^^^  ^)2cos(2n— l)x 

+  C^ 2^  ^)2cos(2n  —  3)^  H [-  (^J* J*^^^)2cos(3x) 

,   /2w  +  l\^ 
4-(  l2cosx; 

indem  man   beide   Seiten   dieser   Gleichung  mit  dx  multi- 
pliziert und  dann  integriert,  erhält  man 

(R)     22«+i /cos2«+iicate  =  ö— ÜTT  ^^^('^^  +  ^)^ 
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Beispiel. 

(9.)    128/cos'xrf;r  =  ^sin(7ir)  +  ^  sin(5x)4-14sin(3x)+70siiLr. 

Aufgabe  4.  Jsin^'xdx  =  ? 

Auflösung.  In  dem  Falle,  wo  m  eine  ungerade  Zahl  ist^ 
wendet  man  am  besten  Formel  Nr.  56  der  Tabelle  an,  nach 
welcher 

(10.)  ysin-''+^xrfx  =  —/{l  —  coB^xy'd{cosx) 

wird.  Ist  aber  m  eine  gerade  Zahl,  so  kann  man  die  Inte- 
gration mit  Hilfe  der  Mohn-eschen  Formeln  ausführen. 
Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  184  der  Tabelle  ist 

(11.)  (—  l)«2-"(sin.r)*^''  =  2cos(2m j-)  —  (y)'^^^s(2m  —  2)x 
+(^'^y2cos{2n-i)x-  +..  +  (-  l)'-^(^'^j)2cos(2a:) 

indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  dx  multipli- 
ziert und  dann  integriert,  erhält  man 

/'  2  - 

(12.)  (—  iy'2-''hm^"xdx  =  ^^    sin(2t2.r) 

(2n\      2         .    ,^ 
+  •••  +  (-!  )''-»(,f^j)sin(2x) 

+  '-""(>• 

Beispiel. 

(13.)  —  G4 /sin'^arrfx  ==  -i-sin(6:r)  —  3sin(4.r)  +  15sin(2ir)  —  20x. 
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Auch  in  dem  Falle,  wo  m  eine  ungerade  Zahl  ist, 
kommt  man  mit  Hilfe  der  Ifotvreschen  Formeln  zum  Ziele, 
wenn  auch  nicht  ganz  so  leicht  wie  dtrrch  Gleichung  (10.). 
Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  185  der  Tabelle  ist  nämlich 

(14)  (—  l)''22"+i(8ina;)2»+/=  2sin(2n  +  \)x 

-f"  +  ^)28in(2n-l)a: 

+  C"  t  ^)2sin(2«— 3)j;  —  +  •  • . 

+  (_l)«-i(2«+^1^2sin(3ar) 

+  (-l)-f"  +  >in.:; 

indem  man  beide  Seiten  diesi9r  Gleichmig  mit  dx  multipli- 
ziert und  dann  integriert,  erhält  man 

(15.)  (—  l)'»22«+i /8in2«+ijrd^  =  —  ^-fT  cos(2m  +  l)x 
/2n  +  l\      2  ,,         ,3,      , 

~\  2  )2»r^3'''*'('^"-^)^  +  — 


cosx. 


Beispiel. 

(16.)  VisUm^xdx  =  ^cos(7x)  —  -^os(5a;)-f-14cos(3x)— 70cosx, 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  auchysin'"a;cos'*a;da;  be- 
rechnen, wenn  man  die  Formeln 
(17.)         2isina;  =  e*^  —  er-^^^     2cosx  =  e^'  +  er-^ 
anwendet.     Es  ist  z.  B.  nach  den  Gleichimgen  (17.),  wenn 
man 

(18.)     e^  =  cosa;  +  isin  j?  =  a-,     er-''  =  coso:  —  isina;  =  f 
setzt  und  beachtet,  daß  st  =  1  wird, 
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(19.)  —  648in2xcos^aT  =  {(^'  —  fr-'^fic^  +  e-'O* 

=  (.V«  +  t^)  +  2(6*  +  ^)  —  (*^  +  t^-i 
=  2cos(6x)  +  -4co8(4a;)  —  2cos(2a;)  —  4, 
also 

(20.)  -    64:Jsm^xco8^x  dx  =  ^sin (6a;)  +  sin (4x) — sin (2a;) — ix. 


IV.  Abschnitt. 
Partielle  Integration. 

§  15. 

Erklärung  der  partiellen  Integration. 

(Vergl.  die  Formel  -  TabeUe  Nr.  98.) 
Sind  u  und  v  zwei  beliebige  Funktionen  von  a?,  welche 
eine  Ableitung  besitzen,   so  ist  bekanntlich   (vergl.  D.-R., 
Formel  Nr.  29  der  TabeUe) 
(1.)  d{uv)  =  vdu  +  udv^ 

oder 

da,)  udv  =  d{uv)  —  vdu, 

0  ler,  wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  integriert^ 

'i)  Judv  =  UV  — Jvdu. 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  ist  die  Integration  der  Diffe- 
rential-Funktion udv  zurückgeführt  auf  die  Integration  von 
vdu,  wobei  es  durch  passende  Wahl  der  Faktoren  u  und 
dv  häufig  erreicht  werden  kann,  dsifijvdu  leichter  zu  er- 
mitteln ist  als  Judv, 

Wie  dieses  Verfahren,  welches  man  „partielle  Inte- 
gration''''  nennt*),  angewendet  wird,  mögen  die  folgenden 
Aufgaben  zeigen. 


*)  Die  häufig  gebrauchte  Bezeichnung  ^^ teilweise  Integration*"'  ist 
sprachlich  nicht  zulässig. 
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§  16. 

Beispiele  fUr  die  partielle  Integration. 

Aufgabe  1.  ßnx  .dx  =  '> 

Auflösung.     Setzt  man 
(1.)  u  =  \nx^     also     dt?  =  rfx, 

so  wird 
(2.)  du  =  ^,     v  =  x, 

folglich  erhält  man  nach  Formel  Nr.  98  der  Tabelle 

hnx  .dx  =  x,  \nx  —  Ix  —  ^  x.  lux  —  jdx, 
oder 
(3.)  J^^^x  .  dx  =  x{\nx  —  1). 

Aufgabe  2.  yarcsinr  .dx  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(4)  u  =  arcsinx,     also     dv  =  dx^ 

so  wird 

(5.)  rfw  =     ,^   =^.-y  v  =  x. 

Vi-  x^ 

/  /    xdx 

larcsinic  .dxr=x,  arcsinx  —  l  ,  - ' 

folglich  ei-hält  man  aus  Formel  Nr.  31  der  Tabelle 
(6.)  yarcsinx .dx  =  x.  arcsinx  -\-Vl  —  x-^. 

Aufgabe  3.        '  ßirctgx.dx  =  ? 

Auflösung.    S^tz^t  imn 
(7.)  u  ==  arctgx,     also     dv.=  rfx, 

so  wird 

(8.).  ..     rf«=i +  3^'  v^x, 

i  ■  '  C  xdx 

'    •    ■'  I^TCtgxVdx  ^=  X.'dTCigX  ■— j-J^  ^i 

folglich  erhält  man  nach  Formel  Nr.  30  der  Tabelle 
(9.)  yarctgx  ,dx  =  x,  arctgx  —  |.ln(l  +  aP) . 
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Aufgabe  4.  J x^\nx  ,dx  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(10.)  M  =  Inx,     also     rfr  =  x^'dx^ 

so  wird 

(11.  rfw  =   -    7       V  =  ,1 

a;  w  +  1 

folglich  erhält  man  nach  Formel  Nr.  98  der  Tabelle 

/'  x"*+^  1       /' 

(12.)  /x^^lnx .  dx  =  -  -  -   Anx  —       ,    -  laf*'dx 


x«'+i  /,  1     \ 


+  1\  ni  +  : 

Für  ni  =  0  geht  diese  Aufgabe  in  Aufgabe  1  über. 

Aufgabe  5.  /x .  ^' .  dx  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(13.)  u  =  X,     also     dv  =  e"'-^.  dx, 

80  wird 

(14.)  du  =  dx,    v  =  -'  e'"', 


(15.)  Ix,&''-^.dx  =  ^  '  e^' le^''. 

!  m  m ! 


dx 


=     o  •  e^Hmx  —  1). 


m- 


Aufgabe  6.  yarsinx  .dx  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(16.)  u  =^  Xj     also     dv  =  sinar  ,dx, 

so  wird 
(17.)  du  =  dx  v  =  — cosjc, 

(18.)    '        Jxsinx .  dx  =  —  xcosx  +ycosx .  dx 
=  —  xcosx  +  sinx. 

Aufgabe  7.  y'x^cosx .  rfx  =  ? 
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Auflösung.     Setzt  mau 
(19.)  u  =  ar^,     also     dv  =  cosx .  dx, 

so  wird 
(20.)  du  =  2xdx,  V  =  sinx, 

(21.)  fx^Qosx .  dx  =  a?^mx  —  "i/x^mx .  dx^ 

folglich  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (18.) 
(22.)  J'x^cosx .  dx  =  x^sinx  +  2iccosa:  —  2sina;. 

Aufgabe  8.  /(\nx)'^  .dx  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(28.)  u  =  {\nxy",      also      dv  ^  dx, 

so  wird 

dx 

(24.)  du  =  ?w(lna:)''*""^  •    -  ?    v  =  x, 

(25.)        /(Inx)"* .  dx  =  xilnxy*  —  m /(Inx)'"-^ .  dx. 

Das  gesuchte  Integral  ist  durch  diese  Gleichung  au-f 
ein  ähnliches  zurückgeführt,  das  aus  dem  gesuchten  hervor- 
geht, indem  man  m  mit  ni  —  1  vertauscht,  imd  das  deshalb 
einfacher  ist.  Durch  wiederholte  Anwendung  der  Glei- 
chung  (25.)  findet  man  für  jeden  positiven  ganzzahligea 
Wert  von  m  das  gesuchte  Integral.  Ist  z.  B.  w  =  4,  sq 
erhält  man 

(26.)  /(In xY  .  dx  =  x(]nxY  —  i/{\nxf .  dx, 

(27.)  /{\nxf .  dx  =  x(In;r)-^  -  3/(lnx)2 .  dx, 

(28.)  y (lnx)2  .  dx  =  x(Inx)2  —  2yina: .  dx, 
(29.)  yinx .  dx  =  x\nx  —  x. 

Indem  man  Gleichung  (27.)  mit  — 4,   Gleichung  (28.) 
mit    -j-  ^  •  3 ,    Gleichung    (29.)    mit    —  4.3.2    multipliziert 
und  sodann  die  Gleichungen  (26.)  bis  (29.)  addiert,    erhält 
man 
(80.)       /(In xY  .  dx  =  xiClnx)**  —  4(lnx)» 

+  4 .  3(lna:)2  —  4.8.  2(lna;)  +  4.3.2.1]. 
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In  ähnlicher  Weise  findet  man 
(31.)  Jllnxy  .  dx  <=  x[{lnx)'^  —  m(lr\xy"-^  +  mim  —  l)(lna;)^-^ 
1 +  m{m  —  1) . . .  3 .  2  .  Inx  +  m!]. 

Aufgabe  9.  fe'.x'» .dx  =  ? 

Auflösung.  Setzt  man 

(32.)  u  =  ^",      also      dv  =  e^.dx^ 
so  wird 

33.)  du  =  mx^'*—^  .dx^     v  =  e^^ 

(34.)  yi^ .  x'»dx  =  xf""  .(^  —  mj(f .  iC^'-i .  dx . 

Auch  hier  ist  das  gesuchte  Integral  auf  ein  einfacheres 
zurückgeführt,  das  aus  dem  gesuchten  hervorgeht,  indem 
niitn  m  mit  m  —  1  veitauscht.  Deshalb  findet  man  dui'ch 
(iiiis  gleiche  Verfahren  wie  bei  der  vorhergehenden  Aufgabe 

'35.)  Je' .  x^'^dx  =  e'Yx*''  —  ynx*"-^  +  m^m  —  l)j^''-2 1- 

. . .  +  ■w(m  —  1) . . .  3  .  2 .  .r  +  m  !]. 

§  17. 

Integration  von  einigen  trigonometrischen  Funictionen 
durch  partielle  Integration. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  99  bis  118.) 

Aufgabe  1.  Jco&^x .  d.r  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(1.)  u  =  cosx,     also     dv  =  cos.r.r/jr, 

i?<)  wird 

i)  du  =  —  sinx.  rfx,      o  =  sinjf, 

3.)  /cos-jr .  dx  =  cos  o:  sin  u:  -\-Jsin-xdx, 

Das  Iiitegi-al  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
i<t  nicftf  einfacher  als  das  gesuchte  Integral:  beachtei  man 
aber,  daß 

sin-x  =  1  —  cos-x 

ist.  so  geht  Gleichung  (3.)  über  in 

Jcos^x  .  dx  =  cos x sin  j;-  -^  /dx  —Jcos^x  .  dx. 

Kiepert,  Intefftnl- Rechnung^.  ^ 
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Dies  gibt,  wenn  man  das  zweite  Integral  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Grleichung  auf  die  linke  Seite  bringt 
und  die  ganze  Gleichung  durch  2  dividiert, 

(4.)  icos^x .  rfx  =  -  sin  X  cos  x  +  ö  * 

Aufgabe  2.  ^sin^x  .dx  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(5.)  M  =  sinx,      also      dv  =  sinx.  dx, 

so  wird 
(6.)  du  =  cosxtdxy  r  =  —  cosx, 

(7.)  Jsüw-x .  dx  =  —  sin  X cos x  ^ycos^x .  dx. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung* 
ist  nicht  einfacher  als  das  gesuchte  Integral ;  beachtet  maa 
aber,  daß 

ist,  so  geht  Gleichung  (7.)  über  in 

ysin-x  .dx  =  —  sin  x  cos  x  +Jdx  — ^sin-^x .  dx. 

Dies  gibt,  wenn  man  das  zweite  Integral  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Gleichung  auf  die  linke  Seite  bringt 
und  die  ganze  Gleichung  durch  2  dividiert, 

(8.)  Isin^x  .  rfx  =  —  ^  sin  X  cos  X  +  ^-  • 

Man  erkennt  ohne  weiteres  den  Zusammenhang  zwischen 
den  beiden  letzten  Aufgaben.  Die  Gleichungen  (3.)  und  (7.) 
stimmen  miteinander  überein,  und  durch  Addition  der  Glei- 
chimgen  (4.)  imd  (8.)  erhält  man 

(9.)     /cos-x .  dx  -fysin'^x  .  dx  =J{cos-x  +  sm'^x)dx=Jdx  =  x. 

Außerdem  wird  auch  noch  die  Lösung  der  einen  Auf- 
gabe durch  die  Substitution 

(10.)  -^  =  2  "  ' 

in  die  Lösung  der  anderen  Aufgabe  übergeführt.     So  wird 
durch  diese  Substitution  z.  B. 

ysin^xdx  =  — Jcos-tdt, 
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Ahnliches  gilt  auch  für  die  hier  noch  folgenden  Auf- 
gaben ;  die  Aufgaben  lassen  sich  einander  paarweise  so  zu- 
ordnen, daß  die  Lösung  der  einen  Aufgabe  sich  unmittelbar 
ans  der  Lösung  der  anderen  durch  Anwendung  dieser  Sub- 
stitution ergibt. 

Die  Aufgaben  1  und  2  lassen  eine  wichtige  Ver- 
allgemeinerung zu,  die  in  den  Aufgaben  3  und  5  unter- 
sucht werden  soll. 

Aufgabe  3.  Jcos'^x  ,dx  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(11.)  II  ==  cos'"~*x,     also     dv  =  cosx.  r/x, 

so  wird 
(12.)     du  =  —  (m  —  l)cos'"~2a:sinTrfa;,     v  =  sinx, 

(13.)  Jcos^'^x .  dx  =  cos^~^a;sina;  +  (m  —  l)ycos'"— ^^sin^^jcrfa:. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
ist  nicht  einfacher  als  das  gesuchte  Integral :  beachtet  man 
aber,  daß 

(11)  sin^a?  =1  —  cos'-^x,  also  cos''»~-a:  sin^x  =  cos'''~-x  —  cos'^'x 
ist,  so  erhält  man 

(15.)  fcos^^x .  dx  =  cos'''~^xsina:  -{-  {m  —  l)ycos^~^x .  dx 

—  (m  —  l)Jcos^x .  dx^ 

oder,  wenn  man  das  zweite  Integral  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung,  welches  mit  dem  gesuchten  Integral 
identisch  ist,  auf  die  linke  Seite  bringt  und  die  ganze 
Gleichung  durch  m  dividiert, 

(16.)  /cos'"x .  dx  =  —  co8'^~^x sin  x  -\ /cos'"""-a: .  dx . 

J  rn  m   J 

Für  m  =  2  geht  diese  Gleichung  in  Gleichung  (4.)  über. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (16.) 
geht  aus  dem  gesuchten  Integi'al  hervor,  indem  man  m 
mit  m  —  2  vertauscht,  und  wird  daher  einfacher,  wenn 
iii  ^  2  ist.     Es  sei  z.  B.  w  =  8,  dann  wird 

/'  1        .  7  /'     . 

(17.)  jcos^x .  dx  =      cos^xsinx  +      jcos^x  .  dx, 

6» 
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/'  1  3  /*    . 

(19.)  lcos'*x  .dx=,  cos^u^sinx  +  ,  jcos'x .  dx^ 

yl  X 

cos-a:  .dx  =  ^  cos  j:*siii  x  +  ^^  • 

7 
Indem  miin  Gleichung  (18.)  mit  ^  >  Gleichung  (19.)  mit 

o 

-*'^?  Gleichimg  (20.)  mit  ^— .,- j   multipliziert  und    sodann 
die  Gleichungen  (17.)  bis  (20.)  addiert,  erhält  man| 


.  cos''j- 
4 


(21.)  jiios^x .  dx  =  sin  irf     cos'x  +  ^—^  cos^a?  +       ' 

,     7.5.3  \,  7. 5. 3.1 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 
-22.)   Icos'x  .  (Ix  =  sin x( „ cos'*j:  +  7-  .;COS"*j:  +  7    -    o cos-.i- 

.^7.5.3.1/ 

Man  wird  jedoch  in  allen  Fällen,  wo  m  =  2n  +  1  ein© 
ungerade  Zahl  i^t^Jcos*"xdx  lieber  mit  Hilfe  von  Formel 
Xr.  54  der  Tabelle,  nämlich  mit  Hilfe  der  Formel 

Jcos-''-^^x  .  dx  =.7(1  —  sin-*.?-)«  .  rf(sinx) 
berechnen.     Für  in  =  7  hndet  man  dann  z.  B. 

(23.)  Jüo^i'x .  dx  = /(l  -    3 sin-:r  -f-  3 sin**.r  —  sin^'j:*)  rf(sin>) 

.  ,     ,    3    .   .         1    .  - 

=  snix  -  -  snr\r  +  -  »^^^'*x —  _  sm^x. 

Man  kann  die  ITbereinstimmung  der  beiden  Resultate 
in  (Jleichung  (22.)  und  (23.)  leicht  nachweisen. 

Ist  dagegen  m  eine  gerade  Zald  und  positiv,  so  ist 
man,  wenn  man  nicht  die  J[fo/tT<? sehen  Formeln  anwenden 
will  (vergl.  Fonnel  Nr.  94  der  Tabelle),  auf  die  in  Glei- 
chung (16.)  enthaltene  Kekursionsformel  angewiesen.  Dabei 
findet  man  ähnlich  wie  in  Gleichung  (21.) 


\ 
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(24.)  lcos-"x ,  dx  =  shixl.:.    ^os^^—^x-\-~-^       -^-cos-'»~^V 
/  l2n  2n(2n  —  2) 

(2n  — l)(2n  — 3)  .,     .     , 

^  2n.(2n  — 2)(2«  — 4)  ^ 

(2«  —  1)  (2w  --  3) . . .  5  .  3  l 

"*"  2>r(2M  —  2)(2n  —  4) . . .  4 .  "2  ^°^  ^J 

(2n  —  lH2n  —  3) ...  5 . 3  .1  _ 
"*"  2n(2n  —  2")  (2n  —  4) ...  4 .  2  ^  * 

üie  Richtigkeit  dieser  Formel  kann  man  mit  Rücksielit 
auf  Gleichung  (16.)    durch    den  Schluß   von  «   auf  n  +  1 

l)eweisen. 


Aufgabe  4.  ^^/^  = 


Auflösung.  Die  Gleichung  (16.)  bleibt  auch  dann  noch 
richtig,  wenn  7n  eine  negative  Zahl  ist.     Setzt  man  z.  B. 

m  =  —  (w  —  2)  =  —  n  +  2, 
also 

m  —  1  =  —  w  +  1  =  —  {n  —  1) ,     in  —  2  =  —  n, 
so  geht  die  Gleichung  (16.)  über  in 

>o. ,   r   dx       sin  jr  —  (w  —  1)  /'  dx 

'  Jcos'*-^       —  {n  —  2)  cos'*"-^x       — Jn  —  2)y  cos^'^r 

In  diesem  Falle  ist  aber  das  Integi'al  auf  der  linken 
Seite  der  Gleichmig  einfacher  als  das  auf  der  rechten  Seite. 
I)eslialb  bringt  man  die  Gleichung  (25.)  auf  die  Form 

n  —  1  r  dx     sinu"  T   dx 

n  —  2/cos"jr        {n  —  2)cos''-^x     Jcos"-'X  ' 
oder 

(9r\        f  dx     sinj:*  ,   n — 2/'   dx 

JcGs^x       («  —  l)cos''— ^jr  ^    n — Ijcos''— -r 

Es    ist    z.  B.    mit    Rücksicht    auf    Formel    Nr.  48    der 
Tabelle 

'  dx  sin  X     ,   ii  tdx 

'X 

^  dx 
cosj: 


^^'^  J  cos^x  ""  2  cos-^x  ^  2J  cc 
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'^■>       /»^^=->»K4-l)]' 

3 

also,  wenn  nitan  Gleichung  (28.)  mit  ^^  Gleichung  (29.)  mit 

3    1 

.  '^-  multipliziei-t  und  die  Gleichungen  (27.)  bis  (29.)  addieit, 

r^n\    f^^     _     sinx Ssina:         3.1      [     /jr       icV] 

^"^^'^  ycos^.r  ~  \ito^'x  "^  T72^s'^a;~4.2  *''PV4  ~27j" 
Für  n  =  4  erhält  man 

^     ^^  J  co^^x  ~  3'c^^x  +  äj^s^  ~~  3c^^  "^  3    ^"^^ 

Man  wird  aber,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  zur  Be- 

r  dx 

rechnung  von  /-  —     zweckmäßiger  die  Formel  Nr.  61  der 
/  cos  •*/ 

Tabelle  anwenden,  nach  welcher 

wird.     In  dem  vorliegenden  Falle  ist  z.  B. 

Aufgabe  5.  ßmr'x  ,dx  =  ? 

Auflösung.     Durch  die  Substitution 

kann  diese  Aufgabe,  wie  schon  erwähnt,  auf  die  Aufgabe  3 
zurückgeführt,  werden;  hier  möge  jedoch,  davon  unab- 
hängig, die  partielle  Integration  angewendet  werden.  Setzt 
man 

(34.)  II  =  sin'«~^a:',     also     dv  =  sinx  .  dx, 

so  wird 

(35.)       du  =  (m —  l)|sin'"-23^coS'j:rfj:,     v  =  —  cos  jt, 

(36.)  /s'uV"x  .dx  =  —  sin''*— ^a;  cosa:"  +  (?w — l)J^in*'*—'^x cos'^x dx. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
ist  nicht  einfacher  als  das  gesuchte  Integral ;  beachtet  man 
aber,  daß 
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(37.)  cos2x=l  —  sin^x,  also  sin'*--^  cos^a:  :=  sin*»— ^jc — sin'^a; 
ist,  so  geht  Gleichung  (36.)  über  in 

fsm^x  .dx=  —  sin*«— ^a:cos  x  -{-  {m  —  VjJ^m^—^x .  dx 

—  (m  —  l)/sin'''a: .  dx. 

Dies  gibt,  wenn  man  das  zweite  Integral  auf  der 
rechten  Seite,  welches  mit  dem  gesuchten  Integral  identisch 
ist,  auf  die  linke  Seite  bringt  und  die  ganze  Gleichung 
durch  m  dividiert, 

(38.)   Isin^x  .dx= sin''»-~^x  cos  x  +  — isin^-'-a: .  dx. 

J  m  rn    J 

Für  w  =  2  geht  diese  Gleichung  m  Gleichung  (8.)  über. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (38.) 
geht  aus  dem  gesuchten  hervor,  indem  man  m  mit  m  —  2 
vertauscht ,  und  wird  daher  einfacher  für  m  ^  2.  Es  sei 
z.  B.  m  =  8 ,  dann  erhält  man 

(39.)        Isin^a; .  dx  =  —  ^  sin^x  cos  ^  +  ö  pin^x  .  dx , 

(40.)        isin^x  .dx  =  —  a  sin^x  cos  x  -\-  ^  jsin^x .  dx , 

/'  1  3  /* 

(41.)        Isin^x  ,dx  =  —  j  si^^^  cos  ^  +  t  / sin^o; .  dx , 

y"  l  X 

sin^x.dx  =  —  ^sinxcosx  +  o  * 

Dies  gibt  ähnlich  wie  bei  Jcos^x .  dx 
(43.)   Isin^x .  dx  =  —  cos  x(     sin"x  +  ^-^  sin^x  +  - 

.      7   5.3      .      \ 

"^8.6.4."2^"'V"^8.6.4.2'^- 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  für  m  =  7 
(44.)   isin'^x .  dx  =  —  cos  oc(^  sin^x  +  ^r-^  sin^x  +  w  k~  ö  ^^^^ 

^7.5.3.1/ 


7.5 
8.6.4* 
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Man  wird  jedoch  in  allen  Fällen,  wo  m  =  2n  -|-  1  eine 
ungerade  Zahl  ist,  Jsin'^'x .  dx  lieber  mit  Hilfe  von  Formel 
Nr.  56  der  Tabelle,  nämlich  mit  Hilfe  der  Foniiel 

/s>ii\^'*^^x .  dx  =  — J{1  —  vos'x)''d{cosx) 
berechnen.     Für  m  =  7  findet  man  dann  z.  B. 

(^5.)  /sin'^2? .  dx  =  — ./(l  —  3  cos-x  +  3  cos^j?  —  cos^x)  d(cos  x) 

3       -      .    1       _ 

=  —  cos  J"  +  cos-^x  —  ^  cos^'x  +  ^  cos'r- 

O  4 

Ist  dagegen  7n  eine  gerade  Zahl,  und  will  man  nicht, 
die  Mowre sehen  Formeln  anwenden  (vergl.  Formel  Nr.  9ö 
der  Tabelle),  so  ist  man  auf  die  in  Gleichung  (38.)  ent -^ 
haltene  Rekursionsformel  angewiesen.  Dabei  findet  mai:i. 
ähnlich  wie  in  Gleichung  (43.) 

r  1  2w  —  1 

•2.^  ,dx=-  cosx^2n^sin'-i:r  +  2n(2^-- 2)  «^^^^"^'-^ 

^  2w(2n  —  2)  (2n  —  4)  ^ 

(2w  — 1)(2>2  — 3)_.^.ck3     .      1 
+  2w(2w  —  2)  (2n  —  4) . . .  4".  2^^^^J 

(2n  —  l){2n  —  3) . . .  5^3 .1 
"*"  2w(2i7  —  2)  (2w  _  4) . . .  4 .  2*^' 


(46.)  /sin' 


Aufgabe  6.  /    ^l   =  ? 

^  ysm"j:^ 


Auflösung.     Auch  Gleichung  (38.)   bleibt   noch  richtig, 
wenn  m  eine  negative  Zahl  ist.     Setzt  man  daher  wieder 

m  =  —  {n  —  2)  =  —  w  +  2, 
also 

w/   -  1  =  —  K  +  1  =  —  (?i  —  1) ,     wi  —  2  =  —  w , 
so  geht  Gleichung  (38.)  über  in 

('i7\  f    ^"^      cosj?  — (w  —  1)  r  dx 

'^  /sin^'-'-'x  ~~  ~~  —  (w  —  2)~sin"-ix  "^  —  (n  —  2]^  sin"x ' 
Daraus  folgt  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 

'^       Jsin"x  {n  —  l)sin"-^u^  "^  n  —  Usin''--.r 
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Es    ist    z,  B.    mit    Rücksicht    auf    Formel    Nr.  47    der 
Tabelle 


,j.  fdx    cosic        3  fdx 

J  siii^o;  isin^x      ij  sin^a? ' 

,.^,  /*rfiC  cosjc  ,    1  fdx 

J  sm'^a:  2  sm-^x      2J  sm  a; 


also 


Vsin^x  ~"  ~  4sinar  ~  4.28in2a:  "*"  472     L^V2/J* 
Ist  n  eiue  gerade  Zahl,   so  wird  1  .  ^     zweckmäßiger 

cimch  die  Formel  Nr.  64  der  Tabelle,   nämlich   durch  die 
Formel 

0^'"x  ==  -ß^  +  "*^"'-")"'"'  •  ''('^^«^^ 
eiTuittelt.     Es  ist  z.  B, 

(•^Ojgj-jj^  =— ^(1  +  ctg*^^)d(ctg^)  =  -  ctgx  — 3  ctg%. 

Aufgabe  7.  J&\n***xco^^xdx  = 

Auflösung.  Ist  «  eine  ungerade  Zahl,  so  findet  man 
(lie  einfachste  Lösung  der  Aufgabe  mit  Hilfe  von  Formel 
Xr.  57  der  Tabelle ;  und  ist  m  eine  ungerade  Zahl,  so  kann 
man  Formel  Nr.  58  der  Tabelle  mit  gutem  Erfolge  an- 
wenden. Sind  aber  m  und  n  beide  gerade  Zahlen,  so  wird 
man  in  den  meisten  Fällen  durch  Anwendung  der  Formeln 

cos-x  =1  —  sin-x     und     siu'^a:  =1  —  cos^x 

zum  Ziele  kommen.     Handelt  es  sich  z.  B.  um  /cos^xsin'^xdx, 
so  wird  man  setzen 

ycos'^xsinVrfx  =ycos*^x(l  — 2cos*'^x  +  cos^x)rfx 

=Jcos*'xdx  —  2jG0s^xdx  -{-Jcos^^xdx. 

Diese  Integrale   kann  man  aber  mit  Hilfe  der  Formel 
Nr.  101  der  Tabelle  berechnen. 
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Oder  man  setzt 
Jcos^xs'm^xdx  =  /sin'^x{l  —  Ssin^x  +  Ssin^x  —  sin^x)dx 

= /sin^xrfx  —  3fs'm^xdx  +  Sfsin^xdx  — ysin^"; 

und  benutzt  dann  Formel  Nr.  104  der  Tabelle  zur  Bere 
nung  dieser  Integrale. 

Man  kann  aber  auf  die  vorgelegten  Integrale  a 
unmittelbar  partielle  Integration  anwenden.  Setzt  r 
nämlich 

(54.)  ti  =  sin'"— ^x,     dt)  =  cos^xsinxdx^ 

und  deshalb 

(55.)       du  =  hn  —  l)8in**'—-xcosxdx,     v  = ;— r-? 

n  +  1 

so  erhält  man 


(56.)   /si 


8iuf"xcos'*xdx  =  — 

n  -\-  1 


+    -  ,    ^  /sin"*— -xcos''+-xrfa:. 


Ist  m  positiv  und  n  negativ,  so  ist  diese  Formel  s 
brauchbar.     Ist  z.  B. 

w  =  —  m , 

so  geht  (flcichung  (56.)  über  in 

/'sin^^'x       sin'"— ^a;  m — 1     /sin"*- -x 

J  cos^'j:  ( —  m  +  1)  cos*"- ^x       —  m  +  ij  cos'"— -jc 

oder 

(57.)  ltg*"xdx  =      __    \g'"-^x  —  jig^-'xdx. 

Ist  aber  n  gleichfalls  positiv,   so  benutze  man  die 
Ziehungen 

cos-jT  =1  —  sin'^x , 

sin"'— -xcos^+^x  =  sin"'--x  cos^x    -  sin'"xcos''x. 

Dadun^li  geht  Gleichung  (56.)  über  in 

y'.   ,^         „    ,              sin"'-^jccos''+^x   .    m — If.        ., 
sm"'a:cos"xaj'  = _l         -/sm'"--j*cos" 

«  +  1  n-{-\J 

m    - 1  / 

n  + 1/ 
oder 


sm'"x  cos'^j 


H —    —  f  lsm"*—^xcos''xclx. 
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m-\'n  f.  ,  sin** 

—  V  Ism'^xcos^xax  =  —         — .    ^ 

«  +  V  n  +  1 

VI  —  1   / 

n  +  1/ 
Daraus  folgt 

(58.)  Isim^xcos^xdx  = , 

J  m  +  n 

,   m —  1  /'.        ., 

H ; —  Ism'^—'^xcos^xdx, 

m  +  nj 

Durch  diese  Formel  kann  man  den  Exponenten  von 
sina;  reduzieren.  Einen  besonderen  Fall  dieser  Formel 
erhält  man  für  n  =  0,  dann  geht  nämlich  Gleichung  (58.) 
in  Gleichung  (38.)  über. 

Vertauscht  man  in  Gleichung  (58.)  m  mit  —  w  +  2, 
also  m  —  1  mit  —  m  +  1  und  m —  2  mit  —  m,  so  erhält  man 

im^xdx  cos'^+^a:  m  —  1      fcos^xdx 

J  sin*»-2^  (^  —  ^  _|_  2 j  sin'^—^ic      n  —  m-\-2j    sin^x 

oder 


(59. 


rcos'^xdx Gos^^^x  n  —  m  +  2  fcos^xdx 

J    sin'^x  (m  —  ljsin'"~^x  m  —  1     J  sin^~'^x 

Einen  besonderen  Fall  dieser  Formel  erhält  man  wieder 
fär  n  =  0,  dann  geht  nämlich  Gleichung  (59.),  wenn  man 
m  mit  n  vertauscht,  in  Gleichung  (48.)  über. 

In   ähnlicher  Weise   kann   man   den  Exponenten   von 
cosa:  reduzieren.     Setzt  man  nämlich 
(60.)  u  =  cos'^-'^a;,     dv  =  sin^a;cosxrfa:, 

also 

sm^  "^  X 
(61.)       du  =^  —  (w  —  l)cos^'-^xs'mxdx.     v  =  —    --zr- ' 

'  m  +  1 

so  wird 

/  sin"*"^  ^x  cos'* — ^x 

(62.)  js'm^xcos^xdx  = 


7n  +  l 
n  —  1 


y- 


sin*» +2^  cos^'^-x  dx . 


m  + 

Ist  n  positiv  und  vi  negativ,   so  ist  diese  Formel  sehr 
brauchbar;  ist  z.  B. 
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w  =  -     w, 
so  geht  G-leichung  (62.)  über  in 

(63.)  Qig»xdx  =  —  ^1^-  ^   —   Gtg^-'^xdx. 

Ist  aber  m  gleichfalls  positiv,  so  benutze  man  die  Be- 
ziehungen 

sin-o:  =1  —  cos^.  r , 

sin'"+-j::cos'*-"-x  =  sin'"  j:  cos"— -j:  —  sin*"x  cos^'x  . 
Dadurch  geht  Gleichung  (62.)  ühi^r  in 

ysin'''+^a:cos''-"^j-   ,   n  —  1 /'.  .,    , 

sin'''it:cos"xax  =  .    ^    h       t-^ /sin'"iccos"-"-jr^jr 

m  +  1  m  -h  IJ 

n  —  ir. 

—    -  ,  —  lsin*"xcos''xax, 

m  -I-  V 

oder 

}n  +  n  /*.  ,         sin'"+*ircos''— ^a: 

-  -/sm'"xcos''iraa:  =  .    ^      — 

m  -\    IJ  m  +  1 

n  —  i  r 

-\-        ,     - /sin"*xcos''— 2^dx; 
m  +  V 

daraus  folgt 

sin^^+^xcos"— ^j^ 


(64.)  ys 


sin'"j:cos''j:rfjc 

m  +  n 


n  —  1  r 

A —      -    /sin'''j:'cos"~-J5rfx. 


Durch  diese  Formel  kann  man  den  Exponenten  von 
cosx  reduzieren.  Einen  besonderen  Fall  dieser  Formel 
erhält  man  für  w:=0,  dann  geht  nämlich  Cxleichung  (64.), 
wenn  man  n  mit  m  vertauscht,  in  Gleichung  (16.)  über. 

Vertauscht  man  in  Gkuchung  (64.)  n  mit  —  w  +  2, 
also  n  —  1  mit  —  w  -|-  1,  n  —  2  mit  —  w,  so  erhält  man 

t\m^xdx sin'"+^.r  n  +  1    f»\\V"xdx 

J  cos'*— -x        (»/?  —  n-\-  2) cos"— ^x       m  —  n  +  2/    cos^x 
oder 

,^^      /sin'"j:^^/jL-  sin'"  ^U'  m  —  n-\-'l  ßin'^xdx 

(65.)  1  ^^ -- /-    - • 

J    cos"x         \n  —  l)cos'«— ^2*  n  —  1     J  cos^'—'x 

Einen  besonderen  Fall  dieser  Formel  enthält  bereits 
Gleichung  (26.). 
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Die  hergeleiteten  Formeln  bleiben  richtig,  gleichviel, 
ob   die  Zahlen  m  und  n  r/erade  oder  ungerade  sind. 

Was  in  den  vorstehenden  Aufgaben  für  die  trigcyno- 
metrischen  Funktionen  sinx,  cosx,  tgx,  cigx  gezeigt  wor- 
den ist,  kann  in  entsprechender  Weise  auch  für  die  hyper- 
hdischeii  Funktionen  ©ina;,  Sofa:,  %%x^  Stgx  ausgeführt 
werden ;  um  Raum  zu  sparen ,  sollen  hier  nur  die  Resultate 
angegeben  werden.     Es  ist 

{(>6.)  /GoP'^x  .  dx  =  --(£o)"'-ix®inx  +  *'*  ~-  Idoy^'-'x .  dx, 

(f>7.)  I^Bin^^x  ,dx  =  —  @in'''-ix(£of  a;  —  -^^^^  /(gin'"--x .  dx, 
J  m  '  m    J 

)  /^g'^a:  .dx=  -  Tfl'^-ia:  +  JZ^'^'-'X  .  dx, 

)  lütQ'^x  .dx  = litg'^'-'a:  +  /(£t9'"--x  .  dx. 


(68. 
(09. 


Aufgabe  8.  J&''^cos(bx)dx  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(70.)  u  =  e^-^,  dv  =  cos(6a;)rfa;, 

also 

(71.)  du  =  aC'-^dx,       r  =  ,-sin(6a:), 

so  erhält  man 

(72.)        le°'^cos{bx)dx  =  r  e«-^sin(ftx)  —  ^  ief'^Bm{bx)dx . 

Setzt  man  dagegen 
^73.)  M  =r  e«-^j  rfi;  =  sin(6a:)rfa:, 

also 

(74.)  du  =  ae^^dx,       ?;  =  —  ,  cos(6x), 

so  erhält  man 

(7b.)   L^''am{hx)dx  =  —  .  ^'•^cos(6x)  +  ^ /6^-^cos(6a")^/a:. 
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a 


Dies  gibt,  wenn  man  Gleichung  (75,)  mit  —  -v  multipli- 
ziert,  zu  Gleichung  (72.)   addiert  imd   das  Resultat   durch 


Yö—    dividiert, 


a  cos(öx)  +  6  sin(6jc) 


..  ö 


(76.)  jo''^ooB{bx)dx  =  f^^  • ^^-  :,  _^-p 

Multipliziert  man  dagegen  Gleichung  (72.)  mit  *!  »  addiert 

2    I    J\^ 

dann  Gleichung  (75.)  und  dividiert  durch  — ^r^ —  i  so  erhält 

man 

,r-r^v  /'      .   /,      ,  asin(öx)  —  hoosibx) 

(77.)  jf'''-'sm{bx)(ix  =--  c^^  '         W"TrÄ2 

Noch  einfacher  findet  man  diese  Gleichungen  (76.)  und 
(77.)  durch  Anwendung  der  Formeln 

2  cos(6x)  =:(^^  -\-  e-*'',     2i  sin(öa;)  =  e*-^'  —  c-*-^'. 


§  18. 

Integration  von  einigen  irrationalen  Funktionen 
durch  partielle  Integration. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  119  bis  131a.) 

Aufgabel.  /    =.  -,  =  '' 

Auflösung.     Die  Aufgabe  ist  mit  Aufgabe  5  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  nahe  verwandt,  denn  setzt  man 

X  =  a  sin  t ,     also     dx  =  a  cos  tdt ,  Yd^  —  a^  =  a  cos  f , 
so  wird 

/'  x''*dx  / V'  sin'^'^ .  a  cos  ^rff  /' .     ,_,, 

JVd^-x^      J  acosf  J 

Die  folgenden  Umformungen  entsprechen  deshalb  Zeile 
für  Zeile  denen  in  jener  Aufgabe.     Hier  setzt  man 

(1.)  u  =  x*^—^.     also     dv  =    7^       --f 

Yd^  —  a? 

dann  wird  nach  Formel  Nr.  31  der  Tabelle 

(2,)  du  =  {m  —  l)x'''-'^dx ,     v  =  —  yW—~7? , 
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JVä'—j^  J 

Das  Integi'al  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
ist  nicht  einfacher  als  das  gesuchte  Integral ;  beachtet  man 
aber,  daß 

Va^— ar-^  =  -'''":fi,  also  daß  x'''--ya-'— x-'= -"^^T-l^" 
ist,  so  geht  Gleichung  (3.)  über  in 

Dies  gibt 
JYa- — X-  jy^  —  x- 

—  (m  — i)/-^i: .. . 

Das  zweite  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Glei- 
chung ist  mit  dem  gesuchten  Integrale  identisch.  Bringt 
man  dasselbe  auf  die  linke  Seite  und  dividiert  die  ganze 
Gleichung  durch  w,  so  findet  man 

JVd'—x?  rn  m       jyd'—x' 

In  dieser  Formel  geht  das  Integral  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  aus  dem  gesuchten  Integral  hei'vor, 
indem  man  m  mit  m  —  2  vertauscht.  Es  ist  daher,  wenn 
die  ganze  Zahl  w  ^  2  ist ,  einfacher  als  das  gesuchte 
Integral. 

Für  m  =  6  erhält  man  z.  B.  mit  Rücksicht  auf  Formel 
Nr.  34  der  Tabelle 

(^•)  /—---.=  __-  =  —  ^ya^ — x-  -f-    7,-/  ,  __     _  7 

(6.)       /  -  -:.  _.^  =  —  *  Yä^x^  +  A  /-,  =r^- . 

'         JVä'—x'             i  iJVa^—x- 

_  ^  /'"  x^dx  X  , /-- , »   ,   a^  f    dx 
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(8.) 


/      dx  .    /x\ 

I   ,__r^^^    :=  arcsin  (  -  )• 
JVa^—x^  V/ 


Indem  man  Gleichung  (ü.)  mit  '  ^  >  Gleichung  (7.)  mit 

■/—.    ?  Gleichung  (8.)  mit  -'  -^  -  -     multipliziert    und   die 
Gleichungen  (5.)  bis  (8.)  addiert,  erhält  man 

^  ^^       JVa^-x^~        ^         ^V6  +  6.4  +6.4.2;/  ■ 

5.3.1 


,  0.3.1    .        .    /j-\ 


In   ähnlicher  Weise  findet  man  für  m  =  7  mit  Rück- 
sicht auf  Formel  Nr.  31  der  Tabelle 

/•  xuJx  ,/  „       »/x«  .  6aV  ,  6.4a*xS  ,  6.4.2fl'> 


(10. 


^Va^-^  =  -^'"'-'^il  +  775  +  7  .  573  +775:3. l)" 

Man  wird  aber  die  in  Gleichung  (4.)  enthaltene  Rekur- 
sionsformel nur  anwenden,  wenn  m  eine  gerade  Zahl  ist. 
Für  ungerades  m ,  also  für  m  =  2?j  +  1  führt  die  Sub- 
stitution 

(11.)  Ya^:::^^  =  t 

schneller  zum  Ziele.     Es  wird  dann  nämlich 
also 

so    daß    man    nur   eine   ganze   rationale  Funktion   zu  inte- 
grieren hat.     lOs  ist  z.  B. 


/  .  =  —  /(««  -  '6aH''  +  3a=^^^  -  f')dt 

j  ya^      x^  J 

=--  —Uh  —  aH"  +  f  a:H-  -  J  f\ 

=r.  -   ^(a'i _  aH'-^  +  ^^  aH^       J  A, 

oder,   wenn    man   für  t  den  Wert  aus  Gleichimg  (11.)  ein- 
setzt. 
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(13.)  f/^^-  =  - Y^- .^(^  +  ^fK  +  ! •  t^  ■ 


6  .  -i  .  2a' 


+  , 


'^' 


7.5.3. 

Das  in  Gleichnng  (9.)  enthaltene  Resultat  kann  man  so- 
gleich verallgemeinern.     Setzt  man  nämlich 
1  1.3  1.3.5 

"'==2'    ''  =  ^Ti'    ^^  =  2.4.6''" 
allgemein 

_  1 J3 . 5...(2n  — 1)  _  1.3.5.  ..(2n— lK2n  +  IJ 

^     ^^^'•"~'2.'4.6.'..(2w)   '    ^''"^'""2.4.6..'.(2n)(2n  +  2)' 
so  wird 

I  r  \  ^  _  ^      ^3^5  Cn^i  _  2n  +  1 

•^  r,""  4'    ^2       6'*"     ^„"       2>?  +  2' 

Setzt  man  femer 

Gx(x)  =  2  =  ^1^' 

G.ix)  =  jt  +  2.-4  =  .-A3  +  ^)=  .I3  +  ^'^^(•^)J' 

Gs(T)  =  g  +  -^ -y  +  2.Tr6  =  cAö  +  T  +  2T4J 

allgemein 

■'*'•>   ^''•^•^)=    2n-+     (2^--2y2^ 

"^  ^     2.4...(2«  — 2)2m     ' 

n7^  r      m         ^"^^      ,   (2n  +  l)a^a^"-' 

(u.)  (?„+,(x)  =  2-„  q: 2  +  -  ^2n  +  2) - 

'2w  — l)(2n  +  l)ffl^xg"-^  3.5...(2w  — l)(2w-|-l)ff-'"x 

"'      (2w— 2)(2n)(2H  +  2)     "'  ^  2  .  4  . .'.  (2w— 2)2n(2« +2i 

—    r„    [2»  +  1  "*"  '  2^"     "^  ~(2w  —  2)2«      "^  ' ' ' 

n.b...{2n—l)n'»xl 


H.b...{2n—l)a-"xl 
'^  27  4  . . .  (2m   ~2)2»  J' 


Kiepert,  Integral -Beclmung.  1 
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80  wird 

(18.)  G„M  =  '-;;  \£^  +  a^O„ix)]  • 

Nach  Einführang  dieser  Bezeichnungen  erhält  man 

(19.)  jS^  =  '■»  •  «'"arcsin(^)  --.Va^-x^ .  G^{x). 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  kann  man  dm*ch  den 
Schluß  von  h  auf  «  +  1  beweisen.  Es  ist  nämlich  nach 
Gleichung  (4.)  füi-  »w  =■  2n  +  2 

oder,  wenn  man  voraussetzt,  daß  Gleichung  (19.)  richtig  ist, 

I  — —  s      .    ^y« — -^  +  -?i      .   A— c«a  "arcsinl     1 

yy„2_.^2  2>?  +  2 '^  ^     2;/ -f  2     '^  \a/ 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichun^^en  (15.)  und  (18.) 

(20.)  /-f  7''^"^,  =  c„+ia^"^-'arcsin(f )-  Vd^-jr^ .  G„+,{x). 
Jya-  —  X'  ^"'^ 

Ist  also  die  Gleichung  (19.)  richtig,  so  bleibt  sie  auch 
richtig,  wenn  man  //  mit  n  \-  l  vertauscht.  Aus  den  Glei- 
chungen (5.)  bis  (9.)  erkennt  man,  daß  die  Gleichung  (19.) 
für  n  =  i,  2  imd  3  richtig  ist,  folglich  bleibt  sie  auch 
richtig  für  ;/ ^^  4,  5,  G, . . . ,  d.  h.  füi-  (dir  ganzzahligen, 
positiven  Werte  von  h. 

Aufgabe  2.  fx'"dx\a^—x'  =  ? 

Auflösung.    Es  ist 

(21.)  x'^^Vd'-a^  =''''^J    -_^'', 

Va'  —  x' 
folglich  wird 

(22.)  Ix'''dxyd-—x-  =  a-l  ,    _^r.__,^/  , • 

J  JVd'-x'     JVd'-x' 

Nun  erhält  man  aus  Gleichiuig  (4.)  durch  Vertauschung 
von  ///  mit  m       2 


§  18.     Integration  von  einigen  irrationalen  Funktionen.         iH) 

^^-^^ly-a^-.^-      m  +  2^''      -^^     m  +  2-Jy^^^ 

Snbtrahiert  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen,  so 
ergibt  sich 

Dai?  Integral  auf  der  recliten  Seite  dieser  Gleichung 
kann  man  dann  weiter  durch  die  in  Gleichung  (4.)  ent- 
haltene Rekursion sfoimel  reduzieren.  Man  findet  z.  B.  für 
i;/  ==  0  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  34  der  Tabelle 

(25.;  jdxYo'    V'  =  l  Ya^—Jt^  +  2'  arcsin(^Y 

und  für  m  =  1  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  31  der  Tabelh^ 

(2iy.}  IxdxYci'^—'X^  =  ^  Y~(i^  -  ^'  —  o"  Yci'—x' 

J  o  o 

=  — i(fl--^')V«-'  ---r-. 
o 

Auch  hier  wird  in  dem  Falle,  wo  der  Exponent  m 
eine  tni{/erade  Zahl  ist,  die  Substitution 

Yd^  -  j^  =  f,    j?  =  ä^  —  r^,     xdx  =  —  fdf 

schneller  zum  Ziele  führen.     So  ist  z.  B. 

jxdx  Ydr-  X-  =  —  iiHf  =  —1^^ 

woraus  sich  wieder   das  in  Gleichung  (2().)  gefundene  Re- 
sultat ergibt. 

Aufgabe  3.  /     /;^_.    =  ? 

Auflösung.  Gleichung  (4.)  bleibt  auch  dann  noch  richtig, 
wenn  m  eine  negaJt'fve  Zahl  ist.     Setzt  man  z.  B. 

;//  =^       1^//       2)  =  —  u  r  2, 

also 

///--!=       n  -f- \  =^       {h    -  \),     tn  —  2  =^  —  //, 

so  geht  Gleichung  (4.)  über  in 

414776 
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J  x^^-^^y^f^^  ~  -(w  —  2)a:«-i  '^   —  (w  —  2)  Jx^ya^  —  ~i^ ' 
In   dieser  Gleichung   ist   das   Integral   auf  der  linken 
Seite  einfacher  als  das  auf  der  rechten.     Deshalb  vertauscht 

man  beide  Seiten  der  Gleichung  und-  findet  durch  Multi- 

^ 9 

plikation  mit  dem  Faktor  t ^-:, 

^  {n — l)ar 

'■"''^  Jx^y¥^ ~      {n-l)a^x'^-'  "^  (ir-l)af/x«-Y^Z"^'* 

Es  ist  z.  B.  für  n  =  2  in  Übereinstimmung  mit  Formel 
Nr.  38  der  Tabelle 

(28)  r  _dx____Va^-^^ 

Ja^Ya^  —  a^  c?x 

C       dx 

Auf    dieses    Integral    kann    man    1 --7=^^-     dui-cli 

wiederholte  Anwendung  der  gefundenen  Rekursionsformel 

immer  zurückführen.     Dagegen  gelangt  man  für  ungerade 

r     dx 
Werte  von  n  zu  /     -     — -._  ?  auf  welches  die  in  Gleichuner 

jxyd'-x'  ^ 

(27.)  enthaltene  Formel  nicht  mehr  anwendbar  ist,  weil  die 
rechte  Seite  die  Form  c»  —  oo  annimmt.  Man  erhält  aber 
nach  Formel  Xr.  37  der  Tabelle 

\lcyd'—x^  o  A.r/  a      \  X  / 


Aufgabe  4.  / 


'  x'*'dx 

yd'-^x'^ 


Auflösung.     Man  kann  das  gesuchte  Integral  leicht  auf 

JS'xn^^f .  df  ziu-ückführen,  indem  man 

setzt;  denn  dann  wird 

dx  =--  a{io)f .  df.     yä^  -x^  =-  aeo)^ 
also 

/'  r"Ulx  C 

I   '  =  (('"  l(S\w'"t .  dt . 

jyd^A-x~  J 
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Unabhängig  davon  kann  man  die  Aufgabe  in  folgen- 
der Weise  lösen.     Setzt  man 

(30.)  u  =  jr'"-\     also     dr  =  -7——      ^ 

Vä'  +  jt^ 
so  erhält  man 

(31.)  flu  =  {m  —  l)x'^— Wx,     r  =  Vä^  +  >, 

(3i)  /  f"*-^  -r  =  x'^'-i  Vd-'+'x'  —  {m  -^  1)  lx^^*-''flxVd^  + :?. 
J  yd- -\-7?  J 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Grieichung 
ist  nicht  einfacher  als  das  gesuchte  Integral ;  beachtet  man 
aber,  daß 

ist.  so  geht  Gleichung  (32.)  über  in 

(33.)  (fl^~     =  x^-^ycfi^x^  -  {m-l)d^  f^^-^l 
'JVa^  +  x'  _  JVd^  +  x' 

C  x"'dx 

\lyd'+x- 

Bringt  man  das  zweite  Integral  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung,  da  es  mit  dem  gesuchten  identisch  ist, 
auf  die  linke  Seite  und  dividiei*t  die  ganze  Gleichung  dm-ch 
m,  so  erhält  man 

/x-rf._^-     ^  _(.n-l)a^^ 

Es  ist  z.  B.  füi-  m  =  6  mit  Bücksicht  auf  Formol 
Xr.  35  der  Tabelle 

/'  3fidx  jr\/  .,  ,     .,       5a-  /'  x^dx 

Jyd'  +  x'        ß         ^  ^K'Vd'- 

(3b.)        /   ,     _^  _    =   ,   ya--\x- —     ,    /     --   .  :? 

JVd'  +  x'        4  4y>/a->4-x-' 

/'  X'dx  X  ,/  .,  ,     .,       d-  r    dx 


(38.) 
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Dies  gibt 

^'•'^      iva^^  =  ^"^  +  <6  -  6-.  4  +  G .  4 .  D 

5.3.1    ,,   /x  +  Vd^ -\- jr\ 

In  ähnliclier  Weise  findet  man 

^      \fV~d^  +  x^~^     ^     \7       7.5  +  7.5.3       7.5.3.1/ 

man  wird  aber,  wenn  m  eine  ungerade  Zahl  ist,   schneller 
zum  Ziele  kommen,  indem  man  die  Substitution 

ya2^^>=t        ^^f2_a2        ^^_     =dt 

anwendet.     So  findet  man  z.  B. 

(41.)        /  f^'^^.     =  b'dt  =  kf'  —  3fl*-'/^  +  'doH^  —  a'ylf 

7  o 

Die  vorstehenden  Formeln  bleiben  sämtlich  noch  richtig, 
wenn  man  +  d-  mit  —  d-  veiiauscht.  Dadurch  findet  man 
z.  B.  aus  (Jleichung  (34.) 

(42.)  ff"'^  =--.v.-'-.-^+-"-'^"'/-r"*'' 

jyj?-cf  m  "^         m       Jy.r'  —  d- 

xmd  aus  den  (^Jleichungen  (37.)  und  (38.) 

*)  Durch  Vertauschiiiig  von  +  «-  mit  —  «-^  g^ht  allerdings 

über  in 

In^r  +  ]  X-'  -  ./^j  -  1ji(«  I  -  1)  -^   In  (•^'  "'"  ^  '^"   ~  "'')  -  Ini  1  -  1 ) . 

Hierbei  darf  aber  die  Integratioiis- Konstante  — ln(V—  l)  fort- 
g(?lassen  werden. 
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Man  kann  das  Integral  /  -     z^^:^..  leicht  auf  /Sof'''^  .dt 

J  yx^  -  d- 
zurückführen,  indem  man 

setzt;  denn  dann  wird 

dx  =  a©in  t  ,df .     \xr  —  ar  =  a®in^ , 
also 

y--  — ^-^  =  a''*  l^o\*^t .  dt. 

Aufgabe  5,  />rf;r  Vd^  +  jfi  =  ? 

Auflösung.    Es  ist 


(44.)  x'»ya^  +  x^  = 


a-V''  f  x"*-^'^ 


folglich  wird 

J  JVd'  +  x'     JVd'  +  x' 

Nun  erhält  man  aus  Gleichung  (34.)  dui'ch  Vertauschimg 
von  m  mit  m  +  2 

Addiert  man  diese  Gleichung  zu  der  vorigen,  so  er- 
gibt sich 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
kann  man  dann  weiter  durch  die  in  Gleichung  (34.)  ent- 
haltene Rekursionsformel  reduzieren.  Man  findet  z.  B.  füi^ 
m  =  0  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  35  der  Tabelle 

m,  fl.Va^  +  ß  =  lV<^  +  r^  +  «^n(^  +  ^f +^), 

und  für  w  =  1  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  32  der  Tabelle 

{4il)jxdxyd'+x^  =  ^Vd^+x^  +  g  >^-'+:?'^  =  g  (a^+^Ofa- +^. 

Auch  hier  wird  man  in  dem  Falle,  wo  der  Exponent 
m  eine  tmyerado  Zahl  ist,  besser  die  Substitution 
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Yd^+o^  =  t 

benutzen. 

Durch  Vertauschung    von    +  a-    mit    —  d-  gehen   die 
Gleichungen  (47.)  bis  (49.)  über  in 

(51.)  /Ll/x-^-«-'  =  J  }/^-«^  -  ^^n(?+>'-^-«')? 
(52.)  IxdxYx^—ä^  =  5  (a^'  —  d-)  V^'— ä«. 

Auflösung.      Q-leichung    (34.)    bleibt    auch    dann    noch 
richtig,  wenn  m  eine  negative  Zahl  ist.     Setzt  man  z.  B. 

m  =  —  (n  —  2)  =  —  n  +  2, 
also 

m  —  1  =  —  n  -{- 1  =  —  (w  —  1) ,     m  —  2  =  —  /? , 
so  geht  Gleichung  (34.)  über  in 

'.h^-'^d'  +  x^  (n-2)x"-i         n—2j^yai^x' 

Vertauscht  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mitein- 

w  -   2 

ander    und    multiplizieii:    mit   dem   Faktor  | —  ,->  so 

erhält  man 

/•      da:         __     Vä^  +  a^  n~2  f        du: 

E.s  ist  z.  B.  füi"  n  =  2  in  I'bereinstimmiing  mit  Formel 
Nr.  40  der  Tabelle 

Auf  dieses  Integral  kann  /        -^         -    durch    Avieder- 
holte   Anwendung  der   in  Gleichimg  (54.)   enthaltenen  Re- 
♦)  Vergl.  ili<'  Anmerkung  auf  Seite  102. 
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kui-sionsformel  immer  zurückgeführt  werdeiu  Dagegen 
gelangt  man  in  dem  Falle,   wo   n  eine   ungerade  Zahl    ist, 

r     dir 

zu   /  — -   _^  ^  ?  auf  welches  die  in  Gleichung  (54.)  enthaltene 

Formel  nicht  mehr  anwendbar  ist,  weil  die  rechte  Seite  die 
Form  oo  -}-  oo  anninmit.  Man  erhält  aber  nach  Formel 
Nr.  39  der  Tabelle 

(56.)   A-/".     -  =  -^«r©inn^-^ln(^  +  ^^±^\ 

Vertauscht    man    +  «"^    ^^  —  ^^j    ^^  gehen   die  Glei- 
chungen (54.)  imd  (55.)  über  in 

(ix         Yx^ — d^  n    -  2   /'        dx 

'o^—d^  ~      (w  — l)ä^x«-i  "  (w  —\)dj j:n-^y^ 

dx         _    ^    y^^  —  d-      (Vergl.  Formel  Nr.  42  der 

dx 


C      dx         _  Va^—d^  n       2   r        dx 

Jx'^y^—d'  ~      {n-l)d'x^-' "  {n  — l)a:V'-'^^"_a2 

^"^'^ Jx^Vx^-d^^    '        «-^  Tabelle.) 


/        dx 

Auf  dieses  Integral  läßt  sich  /       •  -   -  durch  wieder- 

holte  Anwendung  der  in  Gleichung  (57.)  enthaltenen  Re- 
kursionsformel immer  zurückführen.     Dagegen  gelangt  man 

/'     dx 

in  dem  Falle,  wo  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  zu  1       =^         ? 

auf  welches  die  in  Gleichung  (57.)  enthaltene  Formel  nicht 
mehr  anwendbar  ist,  weil  die  rechte  Seite  die  Form  od  —  c» 
annimmt.     Man  erhält  aber  nach  Formel  Nr.  41  der  Tabelle 

ri^  r        dx  1  .      /a\ 

(jy.)  /       ~  = arcsml     )• 


Anwendungen  der  Integral -Rechnung. 

V.  Abschnitt. 
Quadratur  der  Kurven. 

§  19. 

Quadratur  der  Kurven  bei  Anwendung  rechtwinkliger 

Koordinaten. 

Nach  Formel  Nr.  4   der  Tabelle   ist  der  Flächeninhalt 
einer  ebenen  Figur,  welclie  begrenzt  wird 
1.)  von  der  Kiu^^e  y  =  f{jr)^ 
2.)  von  der  T- Achse, 
3.)  von  den  beiden  Ordinaten  x  =  a  und  jr  =  h, 

gleich 

(1.)     F  =Jydx  =J>{x)(lx  =  \F{x)\'  =  F(h)  -  F{aj, 


wobei  F'{x)^f{x)  sein  soll. 

Die  Berechnung  des  Flächeninhaltes  von  solchen  ebenen 
Figuren  nennt  man :  .X^ftadrafffr  der  Kurrrir*.  Man  kann 
die  dafür  angeg(^bene  Formel  sofort  zur  Lösung  der  folgen- 
den .Vuf gaben  benutzen. 

Aufgabe  1.     Ks  sei  eine  Kurvt»  durch  die  Gleichung 

ri.)  8//  =  X-' 

gegeben  (Fig.  12):  man  soll  die  Fläche  A\B\BA  berechnen, 
welche  diu'ch  die  beiden  Ordinaten 
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a?  =  fl  =  2     und     a;  =  6  =  7 
grenzt  wii'd. 

Auflösung.     Nach  Gleichung  (1.)  wird 


) 


Sj  24 


FiK.  lÄ 


UT^ 


=  24^^" 

-2«) 

343  — 

8 

335 

—       24 

~" 

24 

Aufgabe  2.     Die   Gleichung 


7 


Äf 


T"-^' 


Her    Parabel   OP   (Fig.  13)    sei    o\ 

.)  2/2  =  2px,    oder    y  =  >^2px; 

an  soll  den  Flächeninhalt  der  Figur  OQP  berechnen. 

Auflösung.  Da  in  diesem  Falle  der  Punkt  0  die  Ab- 
isse 0  und  der  Punkt  P  die  Abszisse  OQ  gleich  x'  hat. 
)  erhält  man  nach  Gleichung  (1.) 


k)     F  =/ydx  =  /y2p;r .  dx 

ö  ö 

=  y2p/xhx 

=  V2p[lx^J:='^^V2px, 


Fig.  13. 


ß  _  


der 


-X 


i^^  = 


'2xy 


In  diesem  Resultate  ist  der  Satz  enthalten: 
Die   von  der  Parabel  OP,  der  X-Achse  und  einer  he- 
ekigen  Ordinate  QP  begrenzte  ebene  Figur  verhält  sich  zur 
lache  des  Rechtecks   OQPR  mit  den   Seifen  OQ  =  x  und 
P=y  wie  2:3. 

Aufgabe  3.     Die  Gleichung  einer  Parabel  (Fig.  14)   sei 

.)  y^  =  ^^1     oder     y  =  bYx: 

an  soll  die  Fläche  Ä\BiBÄ  berechnen,  wenn 
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OÄ,  =  4,     OBi  =  25 


ist. 


Auflösung.     Nach  Grleichung  (1.)  wird  in   diesem  Falle 


Fig:.  U. 


25  25- 

(8.)      F  =  fydx  =  3/x*dx 


also 


f^  (9.)    F  =  2(125  —  8)  =  234. 


Aufgabe  4.     In  einer  Ellipse  mit  der  G-leichnng 

(10.)  h^x^  +  dY  —  aW  =  0, 

oder 


(10a.) 


sind  die  Ordinaten  Q\I\  und  ^2^2  gezogen  (Fig.  15);  man 
soll  den  Flächeninhalt  der  Figur  Q1Q2P2P1  berechnen. 

Auflösung.  Aus  Glei- 
chung (10  a.)  folgt,  da  man 
nur  das  obere  Vorzeichen 
zu  beachten  braucht, 


tn^    (11.)   F  =  jydj 


-3 


folglich   wird    nach  Formel  Nr.  123  der   Tabelle  und   mit 
Rücksicht  auf  Grleichung  (10  a.) 

*)  In  gleicher  Weise  wie  bei  den  geometi-ischen  Anwendungen 
der  Differential -Rechnung  sollen  auch  liier  die  Koordinaten  eines 
Kui'venpunktes  P  immer  x  und  y,  die  eines  Kurvenpunktes  P|  immer 
x^  imd  t/i ,  'allgemein  die  eines  Kurvenpunktes  Pn  immer  Xn  und  ym 
heißen. 
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oder 

(13.)    ^'  =  2  tey2— ^lyi)  +  "2"  ^^^^(^ /~^^^^^^(^/  * 

Es  sei  z.  B. 

a  =  6,     6  =  4,     xi  =  l,     j:t>  =  5, 
also 

y,  =  |]/36—  i  =  |}/35,     ^2  =  g>/36~25  =  |Vll : 

dann  wird 

F  =  g-  (öVTi  —  K35)  +  12  Tarc  sin(g)  —  arc  sm(J)l  • 

Nun  ist 

5>/ll  =  ^275  =  16.583  123 

1^35=     5^16  080 

öVli  -  1/35  =  10,667043  , 

l  {bVn  —  VHÖ)  =     3,555  681 

12arcsin(|)=  11,821327 
l  (5/11  —  V35)  4-  12arcsin(g)  =  15,377  008 

12  arc  sin  (|)  =     2,009  377 
>=  13.367  631 . 

I         Aufgabe  4a.     Man   soll  die  ganze  Fläche   der  Ellipse 
,  mit  den  Halbachsen  a  und  b  berechnen  (Fig.  15). 

I         Auflösung.     Man   erhält   den   Quadranten    der  Ellipse, 
'  »«»nn  man  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 


110  §  19.    Quadratur  der  Kurven  bei  rechtwinkligen  Koordinaten, 
.n  =  0     und     x»  =  a, 


also 

setzt.     Dies  gibt 
(U.) 


7/1^6     und     f/2  =  0 


,^      ah  .    ,       ab    jr 

t  =^       arcsinl  =  ,.  '^  ? 


folglich  wird  der  Flächeninhalt  der  ganzen  Elli])se 
(15.)  E=4.F  =  ahji, 

Aufgabe  5.     In  einer  Hyperhd  mit  der  (ileichung 


(16.) 
oder 

(IGa.) 


h'ij:i_ah/  =  d^h', 


//=  +      Vx'  -a' 
—  a 


Fig.  la 
1' 


/ 


sind  die  OrdinatonQiPi 
^^  und  Qj  Pi  gezogen  (Rg. 
16);  man  soll  den 
Flächeninhalt  der  Fi- 
gur Q1Q2P2P1  be- 
rechnen. 
■'^  Auflösung.  Aus  aiei- 
chung  (16a.)  folgt,  da 
man  nur  das  obere 
Vorzeichen  zu  berück- 
sichtigen braucht, 


( 1 7.)  F  -  jydx  ^     jdx  Vj^—O'  . 

Deshalb  wird  nach  Formell  Nr.  121)a  der  Tabelle 

odi»r  mit  Rücksicht  auf  Cileichung  (H5a.) 
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=  J<x*-...,)-t.n(g-±|J> 

i   entbanden. 

Für  den  besonderen  Fall,  wo  j^i  gleich  a  und  jr,  gleich 
/ist.  wo  also  die  gesuchte  Fläche  ÄQP  im  Scheitel  der 
Hyperbel  beginnt,  wird 


CifM 


''-i-iK 


f- 


Aufgabe   6.     Die    ghichseitige    Hypf^rhcl    ist    diu*ch    die 


Gleichung 

(21.)    xy  =  \  ^   oder   //  = 

gegeben:  man  soll  den 
Flächeninhalt  der  Figur 
(^iQ'iPiPi  berechnen  (Fig. 
17). 

Auflösung.  Aus  Ülei- 
eliung(*21.)  folgt  nach  Formel 
Xr.  12  der  Tabelle 


y'ifs.  11. 


\lx 


also 
C22.) 


'•=/*"'=/.  =i"'<. 


F  =  \nj>i  —  Inxi  =  In 


Setzt  man  X\  gleich  1  und  -r^  gleicli  x^  so  erhält  man 
(23.)  F  =  ln.r, 

so  daß  der  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  A\QPA^  in 
welcher  OAi  gleich  1  sein  möge,  die  geometrische  Deutung 
für  die  Funktion  lux  gibt. 

Aufgabe  7.     Die  verdIJ'gmieinertc  Parahel  ist  durch  die 
(xleichung 
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(24.) 


y»  =  2px^,     oder    y  =  j^p .  x^ 


gegeben:    man    soll    den  Flächeninhalt    der    ebenen   Figur 
Q1Q2P2P1  berechnen  (Fig.  18). 

Auflösung.     Aus    Grleichxmg   (24.)    folgt    nach    Formel 
Nr.  9  der  Tabelle 


Fiff.  la 


(25.)    F  =  jydx^y^pL^dx 

m-\-n 

n       r         —      "'1^ 

=        -\xy2p.x"     . 
m  +  nl        ^         \ 


odei" 


_,  "  I  [-'S 


m  +  n 


{x-iy-i  —  xiyi). 


Für  den  besonderen  Fall,  wo  Xi  gleich  0  und  X2  gleich 
X  ist,  wo  also  die  Figur  im  Scheitel   0  beginnt,  wird 


(t^7.) 


F=  OQP 


nxy 
m  +  n 


n 


m  +  n 


OQPB, 


\)ies  gibt  den  Satz:  Die  van  der  Parabel  OP^  der  X- 
AcliSL'  u)id  einer  beliebigen  Ordinate  QP  begrenzte  Figur 
OQP  verhält  sich  zu  dem  Rechtecke  OQPR  mit  den  Seifen 
OQ  gleich  x  und  QP  gleich  y  wie  n  zu  m  -\-n. 

Aufgabe  8.     Die  verallgejneiyierte  Hyperbel  ist  durch  die 

(ilrichung 

m 

(28.)  .r'"//"  ----  2/) ,     oder     y  =-  y^2p  .  x~~^ 

gegeben:    man    soll    den    Flächeninhalt    der   ebenen    Figur 
Q\Q2P2P\  (Fig.  19  und  20)  berechnen. 

Auflösung.  Fs  darf  hier  vorausgesetzt  werden,  daß  die 
positiven  ganzen  Zahlen  m  imd  n  voneinander  verschieden 
sind,  weil  der  Fall,  wo  ih  gleich  /?,  bereits  durch  Aufgabe  6 
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erledigt  ist    Unter  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  Gleichung 
I   (2a)  nach  Formel  Nr.  9  der  Tabelle 

f29.)         F  =  jydx  =  f  2p  x~''  dx  =  ^/'ip  -_ 


w  —  m  n  —  //#. 


n  —  rn\  / 

oder  mit  Rücksicht  j^iuf  Gleichung  (28.) 

f30.)        F=      ^       L^2i>.x""      =      ""      [wl 


n  —  m 

Fi??.  19. 


Fig.  20. 


Bei  dieser  Aufgabe  tritt  ein  bemerkenswerter  Umstand 
ein,  von  dem  später  noch  ausführlicher  die  Rede  sein  wird, 
wenn   sich  die  Ordinate   QiP\  der  F- Achse    immer    mehr 

näheii,  wenn  also 

limiCi  =  0 

wd.  Die  Y-Achse  ist  nämlich  eine  Asymptote  der  Kurve, 
so  daß  sich  in  diesem  GrenzfaJle  der  Flächen  streifen  in  der 
Richtung  der  F-Achse  bis  ins  Unendliche  erstreckt.  Damit 
ist  aber  noch  nicht  gesagt,  daß  dann  auch  der  Flächen- 
inhalt der  Figur  unendlich  groß  wird;  es  wird  sich  viel- 
mehr ergeben,  daß  derselbe  einen  endlichen  Wert  erhält, 
wenn  n  >  w  ist    (Fig.  19).      Dann  wird   nämlich    in  Glei- 

chung  (29.)  der  Exponent  — 


Kiepert,  Integral  -  Rechnnn^. 


positiv,  und  deshalb 
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(31.)  limxi  "    =0, 

so  daß  Gleichung  (29.)  in 

,32.)  „.^-y'^i-^-^-* 

n  --  m  n  —  m 

übergeht. 

Ist  dagegen    ;/  <  vi  (rig.  20»,   so  wird  nr(/arn\ 

so  daß  man  Gleichung  (21).)  besser  auf  die  Fonn 

(H3.)  /'="^''^^ 


tu 


y^p  /  i-   _     ^  -\ 


bringen  wird.     Jetzt  ist 

(34.)  limxi   "    =0, 

also 

(35.)  lim/'=oo. 

Eine  ähnliche  Betrachtung  stellt  sich  ein,  wenn  man 
xj,  ins  Unbegrenzte  wachsen  läßt.  Dann  erstreckt  sich  der 
Flächenstreifen  in  der  Richtung  der  X-Achse  bis  ins  Un- 
endliche, und  man  erhält  in  dem  ersten  Falle,  wo 

n-w      ^      ,.        "-"' 
n  >  /w,  >  0.     \vaixi  «    =:  oo 

ist,  aus  Gleichung  (29.) 

(36.)  limJP=oo. 

In  dem  zweiten  Falle  dagegen,  wo 

m  —  w       ^      ,.         1  ^ 

n  <  m,  >  0,     hm      -_-  =  0 


ist,  linder  man  aus  Gleichimg  (33.) 
(37.)  limi^^='^^2;>.      l_^^2/j. 

^2-00         ^''  -*'       '"~"       m-  n 

Bei  der  in  Aufgabe  6  behandelten  gewöhnlichen  gleich- 
seitigen Hyperbel  wird  der  Flächeninhalt  der  Figur  unend- 
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Kch  gi'oß,  wenn  die  Ordinate  Q\Pi  mit  der  F- Achse  zu- 
sammenfällt, und  ebenso  auch,  wenn  die  Ordinate  Q2P2  ins 
Unendliche  rückt,  weil  in  Gleichung  (22.) 

lim  lna:i  =  —  00     und     limlna52  =  oo. 

Aufgabe  9.     Die  Ketfenlinie  ist  durch  die  Gleichung 
(38.)  y  =  ^C"  +  r  0  =  a6o)  0)       • 


)en;    man   soll  den  Flächeninhalt  der  Figui*  QiQ^PjPi 
(Fig.  21)  berechnen. 

Auflösung.  Aus  Gleichung  (38.) 
folgt  nach  Formel  Nr.  11  oder  Nr. 
19  der  TabeUe 


(39.)    F  =  lydx 


Nun  ergibt  sich  aber,  wie  auf  Seite  403  der  D.-R.  ge- 
zeigt wurde,  aus  Gleichung  (38.) 

(40.)        +  V//— a-'  =  ^C«  -  rO=  a®in(^)- 

wobei  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nach- 
dem X  positiv  oder  negativ  ist.  Sind  also  x\  und  x^  hp'tdo 
poüifiw  so  geht  Gleichung  (39.)  über  in 

(41.)         F  =  aiVy'-a^f  =  a{Vy^^-^d'  -  Vyi"— ^•^). 

Wäre  Xi  negativ,  so  würde  man  erhalten 

(42.)  F  =r  a(y^^-  d'  +  Vij^^  «-'). 

Wird  Xi  gleich  0  und  x^  gleich  x  (Fig.  22),  so  ist  der 
Rächeninhalt  der  Figur  OQPA  gleich 
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(43.)  F=aVi/'^  —  d^ 

und  läßt  sich  auch  sehr  leicht  als  Rechteck  darstellen. 
Beschreibt  man  nämlich  um  den  Punkt  Ä  mit  dem  Halb- 
messer y  einen  Kreisbogen,  welcher  die  X-Achse  im  Punkte 
B  schneidet,  so  ist  nach  dem  ])ythagoräischen  Lehrsatze 

(44.)      OB  =  y^-d^, 
also  Rechteck 

OBCÄ  =  ayy^—tt'. 
Daraus  erkennt  man  auch, 
wie  man  die  Figur  Q\Q>PiP\ 
(Fig.  21)  in  ein  Rechteck  ver- 
wandeln kann,  bei  dem  wie- 
der OA  =  a  die  eine  Seite 
und  Vi/i^  —  d-  —  Yyi^  —  d-  die 
andere  Seite  ist. 

Aufgabe  10.     Die  Zykloido  ist  durch  die  Gleichungen 
(45.)  X  ^-^  üif  —  sin/),     ?/  =  a(l  —  cosf) 

gegeben ;  man  soll  den  Flächeninhalt  der  Figur  berechnen, 
welche  von  einem  ganzen  Bogen  OHA  der  Zykloide  und 
von  der  T- Achse  begrenzt  wird  (Fig.  23). 


i 

7 

r 

(           c 

^\- 
J 

"\ 

0 

<i 

\               i 

\ 

A 

Auflösung.  Sind  x  und  y  als  Funktionen  einer  dritten 
\'eränderlichen  t  gegeben,  so  wird  es  bei  der  Quadratm*  der 
Kurven  (imd  ebenso  bei  den  übrigen  Anwendungen  der 
Integral  -  Rechnung  auf  die  Geometrie)  im  allgemeinen 
zweckmäßig  sein,  diese  Größe  /  als  neue  Integrations -Ver- 
änderliche einzuführen.  In  der  vorliegenden  Aufgabe  bildet 
anan  daher  zunächst 
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(M)  dx  =  ail  —  co8t)dt , 

also,    da    OA    gleich    dem    Umfange    2a.T    des    rollenden 

Kreises  ist, 

(47.)  F  =fydx  =  d^J\l  —  cost){l  —  cos^rf^ 

<»  (0) 

Bei  Einführung  einer  neuen  Integrations -Veränderlichen 
muß  man  sorgfältig  darauf  achten,  daß  dabei  auch  andere 
Integrations-Q-renzen  einzuführen  sind.  Deshalb  sind  auch 
in  Gleichung  (47.)  bei  dem  letzten  Integral  die  Q-renzen  in 
Klammem  eingeschlossen,  um  dadurch  anzudeuten,  daß  sich 
dieselben  noch  auf  die  ursprüngliche  Integrations -Veränder- 
liche X  beziehen,  und  daß  man  dafür  die  entsprechenden 
Werte  von  t  nachträglich  einsetzen  soll.     Nun  ist 

x  =  0         für     ^  =  0, 

X  =  2a  Jt      „       f  =  2jr, 
folglich  geht  Gleichung  (47.)  über  in 

(48.)  F  =  a^J{  1  —  2  cos  f  +  Q,oiH)dt . 

Nach  den  Formeln  Nr.  10,  13  und  99  der  Tabelle  ist 

Ijdt  =  f ,       jGo^tdt  =  sin^, 
Jcos^fdt  =  ^sinf  cos^  +  |^, 
so  daß  man  erhält 
(ry).)  F  =  a^\t  —  2Bint  +  ^sintcost  +  ^  tf" 

=  2  [3^  — sin/(4  —  cost)f"=3a^JT, 

Die  Fläche  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a  ist  be- 
kanntlich gleich  a^:T,  folglich  ist  nach  Gleichung  (50.)  die 
von  der  Zykhide  und  der  X-Achse  begrenzte  Fläche  dreimal 
so  (froß  wie  die  Flärhe  des  erzeugenden  Kreises  (Fig.  23). 

Aufgabe  11.     Die  Astroide  sei  durch  die  Gleichungen 
(51.)  X  =  acos^,     y  =  «sin*^ 

gegeben   (Fig.  24):    man    soll   die  von   ihi*  eingeschlossene 
Fläche  berechnen. 
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Auflösung.  Um  znnäclist 
den  Flächeninhalt  des  Qiu^ 
dranu»n  GAB  zu  berechnen, 
muß  man  in  der  allgemeinea 
Formel  für  -r  die  Grenzen  0 
und  a  einsetzen.     Da  nun 


x.  =  0     für     /  = 
j-  =  a 


.T 

f  =  0 


wird,  so  sind  "     und  0  die  ent- 

sprec^henden  (trenzen  hei  Einfühining  der  Integrations- Ver- 
änderlichen f.     Deshalb  erhält  man 
(52.)  dx  =  —  3aco8^f  sinWf , 

f/  0 

(53.)  F  =^/ydx  =  —  3a^ysin^ .  cosHsmf dt 


n 

2 

=  +  3fl-ysin**^cos-^df. 

Yaxm    Enuittelimg    des    unbestimmten    Integi^als    von 

sin^fros-tdt  beachte  man  zunächst,  daß 


(54.; 


ßinHcos'^fdt  =  Mn^fdf  —ßinH  dt 


ist,   und  bilde   nach  Formel  Nr.  100  und   104  der  Tabelle 
die  Gleichungen 

(55.)  fsMidf  =  -  isinVcos/  +  ißinHdf, 

(56.)  ßin^f  dt  =  —  ^sin^cosf  +  ißhiHdt, 

(^7.)  ßin-idt  =  —  {  sin /cos/  f  1^- 

Indem  man  Gleichung  (55.)  mit  — 1,  Gleichung  (56.) 
mit  —  ^  -f-  1  =r  -[-  i,  Gleichung  (57.)  mit  +  |  multipliziert 
und  dann  alle»  drei  (jleichungen  addiert,  findet  man 


V 
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(.)&)      jainHdt  -jt 


sin'H  dt  =  ^  sin^co8< 


1 
24 


sin^cos/ 


lii^-^^*<^ost  +  l^t: 


folglich  ist 


(59.)        F  =    g  f cos ^  (8  sin^  —  2  sin«^  —  3 sin  0  +  3  tf^^ 

a-    3jr 3a-.T 

""  16'  2   -    32    ' 
Der  Flächeninhalt  der  ganzen  Astroide  ist  daher 


m.) 


4J^'  = 


8 


Dies  gibt  den  Satz:  Der  Flächen- 
hiJwlt  der  Astroide  verhält  sich  zu  dem 
Flächeninhalte  des  utnschriehenen  Krei- 
*vv>  me  3  zu  8, 

Aufgabe  12.  Die  Zissaide  des  Dio- 
kUs  ist  durch  die  Gleichungen 

sin'Vp 


^61 .)    x  =  2a  sin-^ ,     y  =  2a 


COSfp 


gegeben  (D.-R,  Seite  583);    man  soll 
den    Flächeninhalt    der    Figur    OQP  ^ 
(Fig.  25)  berechnen. 

Auflösung.     Aus  den  Gleichungen 
(61.)  folgt 

X  =  0     für     ^  =  0, 


X  =  2a 


9P  =  9' 


(62.)      dx  =  4a  sin  rp  cos  (f  d(f . 
oder 


Fig.  25.. 


^63.) 


^''  =Jydx  =  8d-JsiYi^(f^d(p^ 


folglich  wird  nach  Formel  Nr.  105  der  Tabelle,  wenn  man 
//  gleich  2  setzt, 
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(64.)  F  =  Sa'^—  cosff  (^  sinV  +  ^   ^  sinip^+  ^'  ^  ijpj 

=  er- [3^  —  cos^  (2sin^f/^  +  3  sin  9))]. 

Da  die  Gerade  AB  eine  Asymptote  der  Kurve  ist,  so 
erstreckt  sich  der  Fläclienstreifen  bis  ins  Unendliche,  wenn 
die  Ordinate  QP  der  Asymptote  immer  näher  rückt  und 
schließlich  mit  ihr  zusammenfällt,  wenn  also 

(65.)  limj^  =  2rt,     oder     lim^r  =  ^ 

w^ird.  Der  Flächeninhalt  der  Figur  bleibt  aber  endlich,  da 
man  aus  Gleichung  (64.) 

(66.)        .  Imi  i''  =   -  - 

rt  *^ 

erhält.  Die  Kurve  liegt  zur  X-Achse  symmetrisch;  deshalb 
wird  der  Flächeninhalt  der  Figur,  welche  von  der  ganzen 
Zissoide  und  der  Asymptote  begrenzt  ist,  gleich 

Aufgabe  13.     Es  ist  die  Gleichung 
(67.)  y  =  ^  (t'  —  9a^  +  23x  —  15) 

d 

gegeben:  man  ao\l  Jydx  berechnen. 

Auflösung.     Nach  Formel  Nr.  9  der  Tabelle  wird 
(68.)  F  =  lydx  =  ^  l{x'  —  dx'  +  23x  —  lb)dx 

=  ^{¥  —  12h^  +  46b'^  —  606  —  a*+  \2a^  —  46«'^  +  ma). 

Will  man  sich  über  die  Bedeutung  dieses  Resultates 
Rechenschaft  geben,  so  muß  man  beachten,  daß  die  der 
Gleichung  (67.),  oder  der  Gleichung 
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(67a.) 


y=l^[x-l){x-3){x-o) 


entspi-echeiule  Kurve  die 
J-Achse  in  den  Punkten 
A.  B,  C  mit  den  Abszissen 
Oä  =  1,  ob  =  3, 
OC=b 
sehneidet.  Setzt  man  da- 
her z.  B. 

a  =  _2,     6=  +  l, 
so  erhält  man 

+t 
(69.)  DxAD  =Jydx 

=  ^(-25-416) 

__147 

~       16  * 
Der  Ausdiiick  ist  nega- 
tiv,  weil   die   Figur  DiAD 
unterhalb  der  X- Achse  liegt     / 
Ferner  wird   der  Flächen- 
inhalt der  Figur 

(70.) 

+1 


Fig.  äß. 


ÄBS=jydx  =  ^  (_  9  +  25)  =  3 


und  zwar  ist  dieser  Ausdruck  positiv ,  weil  die  Figur  ABH 
ober/ialb  der  X-Achse  liegt.  Indem  man  a  gleich  3  und  h 
gleioh  5  setzt,  findet  man  den  Flächeninhalt  der  Figur 


(71.) 


BCT=lydx  =  ^{-2b  +  9)  =  -l, 


und  zwar  ist  dieser  Ausdruck  wieder  negativ,  weil  die  Figui* 
unterhalb  der  X-Achse  liegt.  Endlich  ist  der  Flächeninhalt 
der  Figur 
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(72.)  CE,E  =jydx  =  ^  (119  +  25)  =  +  ii. 

Dieser  Ausdnick   ist  positiv  y   weil    die   Figur  obtrhalb 
der  X-Achse  liegt.     Demnach  ist 

+7 

147   .    l       1 


i/eia:  =  ^(119-416)  =  -^^^: 


16  "^3 


3 


3 


und   kann   geometrisch  gedeutet  werden  durch  die  Summe 
der  Figuren 

DxAD,    ABH,    BCT    und     CE^K, 

wobei   aber   die  erste  und  dritte  mit  negative^n^   die  zweite 
und  viei-te  mit  positivem  Voraeichen  zu  nehmen  sind. 

Dies  gibt  in  Übereinstimmung  mit  der  auf  Seite  16 
ausgeführten  Untersuchimg  den  Satz:  Wenn  man  den 
Flächeninhalt  einer  ehesten  Figur  zimscheii  einer  Kuno 
y  =  f[x),  der  Ahszisse^i' Achse  und  zwei  hdiehigen  Ordinalen 
durch  Integnäion  berechnet,  so  sind  die  Fla'chenst ticke  über 
der  Abszissen- Achse  mit  positivem,  und  die  Fläch ensti'wke 
unter  der  Abszissen -Achse  mit  negativem  Vorzeichen  berück- 
sichtigt. 
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Quadratur  der  Kurven  bei  Anwendung  schiefwinkliger 

Koordinaten. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  182.) 


Fig.  iJ7. 


Ist  die  Grieichung  einer 
Kurve  für  schiefwinklige 
Koordinaten  gegeben,  und 
bezeichnet  man  den  Win- 
kel, welchen  die  positiven 
Richtungen  der  Koordi- 
naten-Achsen miteinander 
bilden,  durch  y,  so  wird 
der    Flächeninhalt     eines 
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Streifens  QQ\P\P  (Fig.  27),  wenn  man  ihn  unter  Vernach- 
lässigung der  unendlich  kleinen  Größen  höherer  Ordnung 
als  Pai-allelogramm  betrachtet, 

(1.)  QQiP,P=ydx,i^'my, 


A\B\BA  =  sinyjydx. 


Fig.  «. 


Übiings  -  Anf ^beu. 
Aufgabe  1.     Die  Gleichung 

(3.)  ^  =  2px,     oder     y  =  y2p  .  x^ 

stellt  auch  für  schiefwinklige 

Koordinaten     eine     Parabel 

dar,  wobei  die  F- Achse  eine 

beliebige  Tarigente  ist,  und 

die  X-Achse  durch  den  Be- 

rülinmgspunkt    parallel    zui' 

Achse     der     Parabel     läuft 

(Fig.    28):     man     soll     den 

Flächeninhalt  der  Figur  OQP 

berechnen. 

Auflösung.    Hier  ist  nach 
Gleichung  (2.) 

(i)     F  =  sin/ .  V2p/x^ dx  =  siny .  V^p F^^T  =  ^|^  siny, 

Der  Flächeninhalt  des  Parallelogramms  OQPR  ist 
gleich  xysiny,  folglich  bleibt  der  auf  Seite  107  angefühlte 
Satz  auch  in  diesem  Falle  noch  richtig. 

Aufgabe  2.  Macht  man  in  der  Ellipse  zwei  konjugierte 
Durchmesser,  deren  Länge  2r  imd  26'  sein  möge,  zu  Ko- 
ordinaten-Achsen, so  hat  die  Ellipse  (Fig.  29)  die  Gleichung 


(5.) 
oder 


/•-'  +  .V-' 
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man  soll  den  Flächeninhalt 
der  Ellipse  berechnen. 

Auflösung.  Hier  ist  nach 
Gleichung  (2.)  mit  Rück- 
sicht auf  Formel  Nr.  123 
der  Tabelle 


r  r 

F  ^=  isiny  ji/dx  =  -    —-    -  Idxyr^  —  a^ 

0  o 

4s  .  sinv  [x  ,/  .,-.,,  ^  .    /x\{ 

=  -  7"  -   b"  ^"       "^"^  2  ^^^Hr)|' 

oder 

(6.)  F  =  rsjt  siny. 

Da  der  Flächeninhalt    der  Ellipse  mit  den  Halbaclisea 
a  und  6,    wie  schon    in  Aufgabe  4  a    des  vorhergehenden 
Paragraphen  gezeigt  wurde,  gleich  ah:r  ist,  so  folgt  hieraus 
die  Avichtige  Formel 
(7.)  rs  .  siny  =  ah. 

Aufgabe  3.     Die  Gleichung  einer  Hyperbel  ist,    wenn 
man  die  Asymptoten  zu  Koordinaten -Achsen  macht, 

^'     1 


(8.) 


4:xy  =  e^j     oder     vy  = 


X 


Fig.  80. 


man  soll  den  Flächeninhalt 
der  ebenen  Figur  QiQ-iP-iPi 
(Fig.  30)  berechnen. 

Auflösung.  Aus  Glei- 
chung (2.)  folgt  in  diesem 
Falle  mit  Rücksicht  auf 
Formel  Nr.  12  der  Tabelle 
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(9.)        F  =  sinyjydx  =     -^  IJ  -  =  —-^  ln(-) • 


§  21. 

Quadratur  von  Figuren,  welche  oben  und  unten 
durch  eine  Kurve  begrenzt  sind. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  laS.) 
Eine  Figui'  sei  oben  begi*enzt  durch  die  Kurve  (Fig.  31) 

a.)  !r  =  m, 

unten  durch  die  Kurve 

(2.)  r=g{x), 

links  und  rechts  durch  die  *'^*<-  •'^^• 

Ordinaten   Ä"Ä'  und  B*'B*      Y 
mit  den  Gleichungen 
(3.)    x=  a     und     x  =  6 . 

Man  kann  dann  den 
Flächeninhalt  der  Figur 
A*'B"B*Ä'  berechnen,  indem 
man  zuerst  den  Flächen- 
inhalt der  Figur 


(i) 


ÄBB'A'=Jy*dx 


berechnet  und  davon  den  Flächeninhalt  der  Figur 

6 

f5.j  ABB"A''  =/y''dx 

a 

abzieht.     Dadurch  erhält  man 

b  b  b 

(6.)    F  =  Ä"B"B'Ä'  =ß/dx  —Jy''dx  =J{tf  —  y'')dx. 


Dasselbe  Resultat  findet  man  auch,  indem  man  durch  zwei 
benachbarte  Punkte  Q  und  Qi  der  X-Achse  Parallele  zur  Y- 
Achse  legt,  welche  die  beiden  Kurven  bezw.  in  den  Punkten 
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P',  P\  und  P",  P'i  treffen.  Den  Streifen  P*'Pi"Pi*P' 
darf  man  unt^r  Vernachlässigung  von  unendlich  kleinen 
Größen  höherer  Ordnung  als  ein  Rechteck  mit  den  Seiten 

/>^*  P'  =  y  _  y»^     und     QQi  =  dx 

betrachten,  wenn  QQi  verschwindend  klein  wird.     Dadurch 
erhält  man  füi'  den  Flächeninhalt  des  Streifens 
P"P"iP\P'={!/  —  i/*)dx, 

so  (laß  die  Summe  aller  dieser  Streifen,  nämlich 

h 

F=JW  —  'r)dx, 

a 

den  Flächeninhalt  der  ganzen  Figur  Ä"B**B*A*  gibt. 

Dabei  ist  zunächst    stillschweigend   die  Voraussetzung 
gemacht    worden,    daß    die  Kurvenbögen  ä*B*   und   A**B** 

beide     über    der    2^- Achse 


v'iK.  a-2. 


liegen.  Das  Resultat  bleibt 
aber  auch  dann  noch  richtig, 
wenn  diese  Voraussetzimg 
nicht  erfüllt  ist.  Liegt  z.  B. 
der  eine  Bogen  Ä*'B"  miter 
der  X-Achse  (Fig.  32), 
so  hat,  wie  schon  fniher 
hervorgehoben     wurde , 

/i/*dx  einen  negativenVJ'(}n, 


(laß 


Jl/'(/x  —Jy^'dx  =/((/  —  y")dx 


die  Siivmip  der  beiden  Flächenstücke  ÄBB'A*  und  A*'B"Bä 
gibt. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  zeigen,  daß  Gleichung 
(6.)  noch  richtig  bleibt,  wenn  hmde  Kui-venbögen  A'B*  und 
A"B"  unter  der  X-Achse  liegen,  und  schließlich  auch,  wenn 
die  X-Achse  von  den  Begrenzimgskurven  geschnitten  wiid. 
Den  letzten  Fall  kann  man  dadurch  auf  die  vorhergehen- 
den Fälle  zurückführen,    daß    man   die  Figm^    in   mehrere 
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Fig.  ;ö. 


Teile  zerlegt,  indem  man  durch  die  Schnittpunkte  der  bei- 
den Kurven  mit  der  X-Achse  Parallele  zu  der  Y-Achse 
zieht.  Füi'  jeden  einzelnen  Teil  gelten  dann  die  früheren 
Voraussetzungen. 

Übungs  -  Aufgaben. 
Aufgabe  1.     Von  einer  Parabel  mit  der  Gleichung 

(7.)  y-  =  2px^     oder     y  =  +  V^p  .  x^ 

ist  durch  die  Sehne  OPi  (Fig.  33) 
das  Segment  über  0P\  abge- 
schnitten; man  soll  den  Flächen- 
inhalt dieses  Segmentes  berechnen. 

Auflösung.  Die  Gleichungen 
der  beiden  begrenzenden  Kurven 
sind  in  diesem  Falle 

(8.)  1/  =  y2p  .  x^   und  y/"  =  ^^  x, 

folglich  erhält  man  nach  Gleichung  (6.) 

(9.)  F  =  Lif  —  r¥x  =  f(y2p  .  x^  —  ^  x\  dx 


[ 


oder 

HO.) 


y^l-'-l^'^ 


T^      2  1  XiVi 


Das  Segment  über  OPi  wf  also  dreimal  kleiner  a/.v  das 
zugehörige  Dreieck  OQiPi. 

Dasselbe  Resultat  ergibt  sich,  wenn  man  von  der  Fläche 
OQiPi,  deren  Inhalt  nach  Aufgabe  2  in  §  19  gleich  ^Xxyi 
ist.  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  OQ\P\^  nämlich  ^0:1^1, 
abzieht. 

Aufgabe  2.     ^'on  der  Parabel  mit  der  Gleichung 

(11.)  y^  =  'Ipx,    oder    y' =  ±  Väp  .  x^ 

ist  durch  eine  Gerade  P'iPa  mit  der  Gleichung 
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(12.) 


Fig.  34. 


(13.J 


ein  Segment  Pi'OP»  ab- 
geschnitten  (Fig.  34,i: 
man  soll  den  Flächen- 
inhalt des  Segmenten  be- 
rechnen. 

Auflösung.     In    dem 

vorliegenden  Falle,  wo 
der  Punkt  P\  unter  der 
.Y-  A  chse  1  legen  möge, 
nmß  man  die  Figur  durch 
die  Gerade  P\Pi^  welche 
der  F- Achse  parallel  ist, 
in  zwei  Teile  zerlegen 
und  erhält 


P\P,0=  ktfdx  =  2y2pix^dx=    ^1 


^xiijx 


(14.)        l'\  PjPi  =  1(1/      !/")dx  =  /( y2p  .  x*  —  mx  —  >/)d.r 


o-t 


r,/,      2x^       mx^  1 


m 


2  }H 

=  3  (^22/2  —  xiiji)  —  ^^  (a:.2-  —  .ri2)—//(^2—  .'-!). 

Dabei  ist  aber  bekanntlich 

2/2  -  y'i  ^  2/2  +  2/1  ^ 

X'2 Xi  X2 Xi 

X2y\-  jrxiji  ^       Xiy2  +  x>yv  ^ 

J52  -  -  .Ti  X-2  -  -  Xi 

folglich  wird,   wenn   man    noch   die  Gleichungen  (13.)  und 
(14.)  addieH, 

(16.)  F  =  |(jci?/i  +  x^7j2)  —  iixi  +  Xi)  (2/1  +  2/2)  +  xiy2  +  xiyi 

=  U-^i.Vi  +  -^22/2)  +  i(^i2/2  +  -^2/71) 


(15.) 
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Es  sei  z.  B. 

xi  =  4,    X2  =  16,    2p  =  9, 
so 

2/1  =  6,     2/2  =  12, 
ann  wird 
17.)  F  =  i  (24  +  192)  +  i  (48  +  96)  =  108. 


Aufgabe  3.   Die  Gerade 
la)     f/'*  =  mx  +  fi 
«chneide  von  der  Ellipse 


Pig.  85. 


19.)    1/=     Va^  —  a? 
et 

sin  Segment  P1P2B  (Fig.  35) 
ab;  man  soll  den  Flächen- 
inhalt des  Segmentes  be- 
rechnen. 

Auflösung.     Nach  Gleichung  (6.)  wird   in  diesem  Falle 

Xt  Xt 

(20.)   F=l(ii/  —  y**)dx  =  ff    yW^^x^  —  mx  —  fi\dx 

Xi  Xi 

=  ^  Lr y  —  mx^  —  2f£X  +  a&arcsinf  -  j 

=  ^^    (X22/2  —  ociyi)  —  m{x^  —  x{^)  —  2fi{Xi  —  Xi) 

+  aAarcsinf  - j —  a&arcsinf     fl- 


••21.1 


Nun  ist  aber  bekanntlich 

Xo-   -Xi         ^ 


X2y\  —  Xiy2 

X'2  --  Xi 


f'>lglich  wird 

'22.)  nix^—x^  +  2^aj2  —  x^  =  [y-i  —  yi)[xz  -f  Xi)  +  2(x>yi  —  Xxy-i) 

=  (pm  —  xyyi)  +  {x.yi  —  xiy,). 

KUpert,  Integral -Beolmang.  C) 
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Dies  gibt 
(23.)    F  =  2  {xiy2  —  X2yi)  +  ^  Tarcsin^^'^^  —  aresin  QU 

Es  sei  z.  B. 
(24.)  a  =  G,     ft  =  4,     xi  =  '-\^    X2  =  +  5, 

also 

(25.)  yi  =  \V'ib,    i/2  =  |ni, 

dann  geht  Oleichung  (23.)  über  in 

<26.)  i^=  12[arcsinQ)+  arcsin(g-)]— -(Vli  +  bV'do). 

Dabei  ist 

12aresin(~)  =  11,821  327,         l/ll  =    3,327  708, 

12arcsin(g)  =    2,009  377,      5  VSö  =  29,580  399, 

also 

(27.)        F  =  13,830  704  —  1 .  32,908  107  =  2,861  335 . 


Verbindet  man  den  Nullpunkt  0  mit  den  Punkten  P\ 
und  Pi  (Fig.  35),  so  erhält  man  ein  Dreieck  OP-zPi  mit 
dem  Flächeninhalte  \{x2y\  —  ^1^2).  Wenn  man  daher  dieses 
Dreieck  zu  dem  Segmente  über  der  Sehne  P1P2  hinzufügt, 
so  ergibt  sich  nach  Gleichung  (23.)  für  den  Sektor  PiOPj 
der  Flächeninhalt 

(28.)  Sektor  =  "^  rarcsin(-^')  -  Hrcsin(-^^)1  • 

Aufgabe  4.     Eine  EUipse  sei  durch  die  Gleichung 
(29.)  «uJ^-  +  2ai2a:t/  +  cunV^  +  ay^  =  0 

gegeben;  man  soll  den  Flächeninhalt  derselben  berechnen. 

Auflösung.  Der  Anfangspunkt  der  Koordinaten  liegt 
im  Mittelpunkte  der  Kurve,  aber  die  Koordinaten -Achsen 
fallen  nicht  mit  den  Achsen  der  Ellipse  zusammen  (Fig.  30). 
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Damit  die  Glei- 
chung eine  reelle 
Ellipse  darstellt, 
müssen  die  Unglei- 
chnngen 

(30.)  flri2'>0, 

befriedigt  werden. 
Alis  Gleichung  (29.) 
folgt  dann 


1.%.  38. 

r 

i/"''^ 

\^. 

p, 

\ 

\- 

Q,   \ 

0 

9 

\ 

J 

p. 

i 

Sn^ 

X 


d^jy'  =  —  ai2X  +  Viav/  —  «11022)^  —  a->2Chi3 , 


also 

(31.) 


1/ 


y*'  =  -  -  V{ai2^  —  au  022)^ 

«22 


«22^33  • 


Nach  den  in  den  Ungleichungen  (30.)  ausgesprochenen 
Voraussetzungen  kann  man  zwei  reelle  Größen  c  und  k 
durch  die  Gleichungen 

<32.)  o=l/au"^"^^^2^     k^-f^^ 

erklären,  so  daß  Gleichung  (31.)  übergeht  in 

o      9/»      -      

(33.)     y'  —  y"  =  --]/—  (Px'  +  /cV  =  -  ]/F  —  x' ; 

Ö22  ^22 

folglich  wird 

Xi  Xi 

(34. )  F  =  jiy*  —  y")dx  =  ^^  fdxV¥~—  x^ . 

JTx  Xi 

Zur  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen  beachte  man, 
daß  iy*  —  y**)dx  einer  der  Streifen  ist,  in  welche  man  sich 
die  ganze  Fläche  zerlegt  denken  muß.  Die  durch  die  Inte- 
gration ausgeführte  Summation  aller  dieser  Streifen  beginnt 
in  demjenigen  Punkte  Pi  und  endigt  in  demjenigen  Punkte 
Po,  in  welchem  der  Punkt  P'  mit  dem  Punkte  P"  zu- 
sammenfällt, so  daß  die  Tangenten  in  den  Punkten  Pi  und 
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P2  zur  F- Achse   parallel  sind.     Die  Werte  von  Xi   iind  x 
findet  man  daher,  indem  man 

gleich  0  setzt.     Daraus  ergibt  sich 

(36.)  X\=^  —  k    und     x.»  =  +  ä*, 

(36.)  F=  ^"^  IdxVW—x^, 

—k 

lüso  nach  Formel  Nr.  123  der  Tabelle 

— A: 

=  ~    arcsml  —  arcsm( — 1)  = —    ' 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (32.) 

/3g  \  jr»  _  _  o^^  _ ^3s^ 

«22^  ]/aiia22  — «!•/ 


Dasselbe  Resultat  findet  man,  wenn  man  die  Halbachsei 
a  und  6  bestimmt  und  in  die  Formel 

F=ah.i: 
einsetzt,  denn  es  ist  bekanntlich 

—  203:^ 


(39.) 


a  =  1/   -  - 

r    flu  +  0^22 


«u  +  «22  +  ]/(aii  —  022)^  +  4^12- 
—  2a^ 

(40.)  ab 


also 

—  2a.i:>^ 

j/(flll  +  022? (flu  —  »22?  —  4fli2- 

y  fll  1 022 fll2" 
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§  22. 

Quadratur  der  Kurven  bei  Anwendung  von  Polar- 
koordinaten. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  134.) 
Bei  Anwendung  von  Polarkoordinaten  mögen  die  Ko- 
ordinaten eines  Punktes  P  immer  mit  r  und  y,  die  eines 
Punktes  Pi  mit  r\  und  9)1,  allgemein  die  eines  Punktes  P,, 
mit  r„   und  (fn  bezeichnet  wer- 
den.    Nennt  man   den  Flächen- 
inhalt einer  Figur  ÄOP,  welche 
durch  zwei  beliebige  Radii  vec- 
hres  OA,    OP  und    durch    den 
Kurvenbogen  AP  begrenzt  wird 
(Fig.  37),  S  {Sektor^  so  ist  8  eine 
Funktion   von    g).     Den    kleinen 
Zuwachs 

(1.)  ^s=POPi, 

welchen  diese  Funktion  erleidet, 

wenn  der  Winkel  XOP  gleich  9p  um  die  kleine  Größe 
POPi  gleich  ^fffi  zunimmt,  findet  man,  indem  man  den 
Bogen  PPi  durch  die  Gerade  PPi  ersetzt  und  zunächst  den 
Flächeninhalt  des  geradlinigen  Dreiecks  POP\  berechnet. 
Für  diesen  erhält  man 

(2.)   APOPi  =  ^OP .  OPisinC^r/))  =  \r{r-\-  Ar) ^^"tl ^,p . 

Der  Unterschied  zwischen  dem  Kurvensektor  POPi 
und  dem  Dreieck  POPi  ist  ein  Segment  über  der  Sehne 
PPi,  das  eine  unendlich  kleine  Größe  höherer  Ordnung 
wird  und  deshalb  vernachlässigt  werden  darf,  wenn  /Iq 
vei-sohwindend  klein  wird.  Dann  gehen  auch  die  Größen 
QPx  gleich  Jr  und  18  bezw.  in  die  verschwindend  kleinen 
Grrößen  dr  und  d8  über,  und  man  erhält 

(3.)  Iiin(r+  ir)  =  r,    \ira^^^y  =  \, 

also 
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und 
(5.) 


d8  =  \r^d(f 


S  =  yr^d(f^ 


Fig.  38. 


wobei  <$  XOÄ  =  a  und  <$  XOP  =  (f>  gesetzt  ist. 

Gewöhnlich  wii-d  bei  den  Anwendungen  auch  die  obere 
Grenze  (f  einen  konstanten  Wert  ß  haben,  welcher  dem 
Radius  vedor  OB  (Fig.  38)  entspricht. 

Auch  dieses  Integral  kann  als  eine  Summe  von  imend- 
lich  vielen,  unendlich  kleinen  Größen  betrachtet  werden. 
Teilt  man  nämlich  den  Winkel  AOB  in  n  (gleiche  oder 
ungleiche)  Teile,  so  wird  auch  der  Sektor  AOB  in  w  Teile 

zerlegt  (Fig.  38),  von  denen  man 
jeden  einzelnen  POPi  unter  Ver- 
nachlässigung imendlich  kleiner 
Größeji  höherer  Ordnung,  näm- 
lich unter  Vernachlässigung  der 
Dreiecke  PQPi,  J^ls  einen  Kreis- 
sektor mit  dem  Flächeninhalte 
^r^dif  betrachten  kann.  Dabei 
ist  die  Voraussetzung  gemacht, 
daß  die  Anzahl  n  der  Sektoren 
unendlich  groß  wird,  und  daß 
die  einzelnen  Sektoren  gleich- 
zeitig sämtlich  unendlich  klein 
werden. 
Durch  Summieiimg  aller  dieser  unendlich  kleinen  Sek- 
toren findet  man  für  den  Flächeninhalt  des  ganzen  Sektoi's 

ß 


Übungs  -  Aufgabeil. 
Aufgabe  1.     Man    soll    den    Flächeninhalt    des    Sektors 
P1OP2  bei  der  Archimedisch o^ii  Spirale 
(7.)  r  =  äff 

b» rechnen  (Fig.  39). 
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Aufiteung.  Nach  Gleichung  *^8-  **• 

(6.)  ist.  in  diesem  Falle 


(a)    s=\j'r^d<r^''^f^'d<r 

also 

(9.)  8  =  '^^. 

Aufgabe  2.     Man  soll   den  Flächeninhalt   des    Sektors 
P1OP2  bei  der  allgemeinen  Spirale 
(10.)  r  =  aq>** 

berechnen. 

Auflösung.     In    ähnlicher  Weise  wie    bei    der   vorher- 
gehenden Aufgabe  erhält  man  hier 


1   ?  "^  P 

(11.)    8=Ur^dif=°;^l<p^^dcp 


9»!  Vi 


-^  0/„    9-_Ll  _.   2«+l\ 


^  2  L2n  +  1 J^^""  ~     ~2{2n  +  T) 


Aufgabe  3.    Man  soll  den  Flächen- 
inhalt   des    Sektors    P1OP2    bei    der 
hßgarithmischen  Spirale 
(12.)  r  =  e"'P 

berechnen  (Fig.  40). 

AuflSsung.       Aus    Gleichung    (6.) 
«»rhält  man  in  diesem  Falle 

18.)     S=}Jr^d<f  =  ^^je^^d<p 

Vi  Vi 


alj<o 


=  lle^.m2a,,)  =  -l[e-^]l, 
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(14.) 


r^' 


—  r,2 


4a  4a 

Aufgabe  4.     Die  Q-leichung 

(15.)  r"^  =  cr^co^(—  I) , 

oder 

(15a.)  r=        "" 


-"© 


stellt  eine  Parahd  dar  (i^ig.  41);  man  soll 
A     das  Segment  BCA  berechnen. 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (15  a.)  folgt 
in  diesem  Falle 


(16.)    8 


*>  9  ^  -* 


) 


oder,  wenn  man 

setzt  und  Formel  Nr.  61  der  Tabelle  berücksichtigt, 


■   4  '4 

(17.)     S  =  w'ß^^l^  =  a^f{l  +  tg^t)d{tgt) 


8a= 


=  a'[tgt  +  \t^]    ^  =  a^{i  +  i)  =  ^ 


Aufgabe  5.     Man  soll  den  Flächeninhalt  der  Kardioide 
mit  der  Gleichung 


(18.) 
oder 
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Fig.  48. 


f  (18a.      r  =  acos2(|) 

berechnen  (Fig.  42). 

Auflösung.     Setzt  man 

so  wird  zunächst  mit  Rück- 
sicht auf  Formel  Nr.  102  der 
Tabelle 
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(19.)     S  =  \fr^d<f=^yco^^(^dfp  =  a^ji 


=  a?  IcosHdt 


—  /f  2 


a^[:i^co8^sin^  -f  fcos/sinf  -|-  ^t]  , 


,».,    S=i'[2cos»(|),i„Q+3c«s(|),,n(|)+B|]. 
I  Läßt  man  r/  bis  jr,  also  ^  bis  ^   wachsen,  so  wird 

i    (21.)  8  =  ^-f; 

,     die  Hälfte  des  gesuchten  Flächeninhalts,  für  welchen  man 
daher 


(22.) 


fr  =z 

8 


erhält.     Der  Flächeninhalt  der  Kardioide  verhält  sich   also 
J    2um  Flächeninhalt  des  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a  wie 

Aufgabe  6.     Man  soll  den  Flächeninhalt  der  Lemniskatc 
berechnen  (Fig.  43).  p.^  ^ 

Auflösung.    Die  Gleichung  ^ 

der  Lemniskate  ist 

(23.)        r2=  a2cos(2y>), 

folglich  wird 
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ff  ,,  (?) 

(24.)     8  =  yr^d(p  =  J /cos  {^)dq>  =  ^' /co8(2y  )rf(2T ) 

=  |'[sin(29>)]^  =  ^'sin(2(^0. 
Den  vierten  Teil  (Quadranten)   der  Lenmiskate  erhält 
man,  wenn  tp  von  0  bis    ^  ?    also  2^  von  0  bis    ^-    wächst, 
folglich  wird  der  Flächeninhalt  der  ganzen  I^mniskate 
(26.)  F=aHm(^\=d'. 

Aufgabe  7.     Man  soll  den  Sektor  ÄOP  der  Hyperbel 
(26.)  a?  —  y^  =  a^,     oder    r^cos{2^)  =  a? 

berechnen  (Fig.  44). 

Auf  Iteung.  In  diesem 
Falle  wird 


(26a.)  z-': 
also 


C.Oi>{2<P} 


(27 


.)  S=ljr^dff 


..>  !( 


__  a-  /      d(f 
~~  2  /  ( 

o 


OS  (2^ 
ä'fd{2q) 


Dies  gibt  nach  Formel  Nr.  48  der  Tabelle 

Aufgabe  8.  '  Die    Grieichung    des    Folium   Carfesii    war 
für  rechtwinklige  Koordinaten 
(29.)  oi?-\-i/  —  'da3yy  =  0: 

man  soll  den  Flächeninhalt  der  Schleife  berechnen  (Fig.  45). 
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[ 

I         Aiiflteung.     Bei    Anwen- 

I  düng   rechtwinkliger   Koordi- 

I  naten  müßte  man  die  kubische 
Gleichung  (29.)  nach  y  auf- 
lösen und  erhielte  einen  Auß- 
dmck  für  y^  —  y",  dessen  In- 
tegration große  Schwierig- 
keiten bereiten  würde.  IMhrt 
man  dagegen  durch  die  Glei- 
chungen 

(30.)  X  =  rcos^p,     y  =  rsimf^ 

Polarkoordinaten  ein,  so  geht  Gleichung  (29.)  über  in 

3asin9>  costp 


139 


(31.) 


r  = 


cos 


+  sin^ 


deshalb  findet  man  für  den  gesuchten  Flächeninhalt 


<3..,      «.|yH^^5^y^ 


GOB^q)d<p 


+  SlT^tp) 


3^Y2 


Indem  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches,  der  unter 
dem  Integralzeichen  steht,  durch  cos^^p  dividiert  und  be- 
achtet, daß 

d(p 


COS^^)  ^    O^' 


ißt,  ergibt  sich 

(f)  (f) 


(33.) 


(«) 


(1  +  tg3y)2 


yd  +  i^Y 


wobei  tg^:  mit  t  bezeichnet  ist.  Setzt  man  noch 

1  4-  /3  :=  2 ,     also  mm  =  dz , 
so  wird 

folglich  ist 
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(35.)  s=^[- -|^^^  =  -2- [- j^:^!  =  -^  • 

Der   Flächeninhalt    der    Schleife  ist    daher    dreimal  99 
groß  vne  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  AGB, 


§23. 

Übergang  von  rechtwinkligen  Koordinaten  zu 
Polarkoordinaten. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  135.) 
Ist  eine  Kurve  durch  die  Gleichungen 
(1.)  x  =  ffit),    y  =  tp{t) 

gegeben,  so   führt  man   zur  Berechnung  des  von  ihr  ein-  \ 
geschlossenen    Flächeninhalts    häufig    mit    gutem    Erfolge 
Polarkoordinaten  ein.     Aus  den  Gleichungen 
(2.)  a:  =  rcos(^,     y  =  rsin(p 

findet  man  nämlich 

y 


(3.)  tgr/  = 


X 


d(f  xdy  —  ydx 

(•±0  -- .,  -  =  -         -.,  —  1 

cos-tp  x^ 

imd  wenn  man  diese  Gleichung  mit 

r'^cos^fp  =  x^ 

multipliziert, 

(5.)  r^d(f  =  xdy  —  ydx  =  (x^^  —  V^dt. 

Dadurch  geht  Formel  Nr.  134  der  Tabelle  über  in 

/*  ((0  y) 

Übun^  -  Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Man   soll   den   Sektor  AOP  der  Hyperbel 
mit  den  Gleichungen 
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(7.)      x  =  a6ofM,    y  =  a®mu     (also    a^  —  j/^  =  a^) 
berechnen  (Fig.  44). 

Auflösung.     Ans  den  Gleichungen  (7.)  folgt 
(Bt)  dx  =  a®xnu  .duj    dy  =  a&o^u .du, 

also 
(9.)  xdy  —  ydx  =  a^CGof^w  —  <S>\x{h4)du  =  Am, 

H  U 

(10.)  8  =  lßxdy-ydx)  =  ^^fdu  =  ^- 

Für  a  gleich  1  wird  deshalb 

(11.)  u  =  28, 

i  h.  u  ist  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Sektors  ÄOP, 
wie  schon  in  §  28,  Seite  134  der  Diff  erential  -  Rechnung 
kervorgehoben  wurde. 

Dieses  Eesultat  stimmt  auch  mit  dem  in  Aufgabe  7 
des  vorhergehenden  Paragraphen  gefundenen  überein,  denn 
aus  den  Q-leichimgen 

(12.)       X  =  aSof  u  =  rcosf/ ,    y  =  a©mM  =  rsin^ 

folgt 

(13.)  %Qu  =  tgcp, 

\  ^')  ^g^  ^  V  ~  1  -  tg9)  ~  1  —  Sßu  ~  6of «*  —  ©inw ' 

Nun  ist  aber  nach  D.-R,  Formel  Nr.  50  und  51  der 
TabeUe 

(15.)  6o)u  +  ©inw  =  e" ,    Sof  w  —  ©inw  =  e-", 

deshalb  geht  Gleichung  (14.)  über  in 

folglich  wird 

(17.)  ln[tg(J  +  y)]  =  2M 

und 
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Aufgabe  2.    Man  soll  den  Sektor  der  Kreisevolvente  mit 

den  Gleichungen 


Vifc.  46. 


(19.) 


I  X  =  a{cost  +  tsint), 


\  y  =r  a(8inf  —  toost) 
berechnen  (Fig.  46). 

Auflösung.    Aus  den  Glei- 
chungen (19.)  findet  man 

I  dx^=  atcostdtj 
(^^•^     [dy  =  ats'mtdt, 
folglich  wird 
xdy  —  ydx  =  aH'^dt, 

s  =  ''^lm='^^'  =  ÄOF. 

Aufgabe  3.    Man  soll  den 
Flächeninhalt  der  Astroide  mit 
den  Gleichungen 
(23.)     X  =  acos^,     //  =  crsin^ 
berechnen  (Fig.  47). 

Auflösung.     Aus  den  Glei- 
chungen (11.)  findet  man 

I  rfx  =  —  3acos'^f  sinfrf/. 
[  rfy  =  4-  3asin'-Ycos^d/, 
folglich  wird 
(25.)  xdy  —  ydx = 3t/"^sin-f  cos^^-j-sin^f  cosH)dt  =  3cr- sin-f  cos^tdf 

i 


I 


(24.) 


q„2  /' 


(26.) 
oder 
(27.)        S  =  ^g  /4sin-7 cos-7  .  dt  =  "^^^  /sin-\2i 

Dies  gibt  nach  Formel  Nr.  100  der  Tabelle 

(28.)    S  =  ^  I-  isin(20eos(20  +  t]l  =  %  \t  --  ism{4t)]. 


H2t)d{2t), 
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Für  t  =  ^  erhält  man  den  Sektor  Ä0J3,  d.  h.  den  vierten 

Teil  der  Astroide,  folglich  ist  der  Flächeninhalt  der  ganzen 
Astroide  in  Übereinstimmung  mit  Aufgabe  11  in  §  19 

8    * 


C29.) 


F  = 


Aufgabe  4.     Man  soll  den  Flächeninhalt  der  Epizykloi- 


Fig.  48. 


(30.) 


den  mit  den  Gleichungen 

j  a?  =  a[  mcos  t  —  cos(mt)], 

\  y  =  a[msliit — sin(m/)J 
berechnen  (Fig.  48). 

Auflösung.  Aus  den  Glei- 
chungen (30.)  folgt 

I  dx=-  ma[ — sin/  -f  sin(?M/)]rf/. 
\dy  =  iwa[cos/  —  co^mt)\dt^ 

also,  wenn  man  beachtet, 
daß  hier  m  =  n  -{-  \  zu 
setzen  ist, 

(32.)    xdy  —  ydx  =  ma?[{m  -f  1)  —  (*w  -f  1)  cos(n^)]rf^ 
=  m(;m  +  l)ß^[l  —  cos{nt)]dt. 

Dies  gibt  füi^  den  Sektor  AOP 


(31.) 


(33.) 


S=  ^  l\l  —  QOS{7lt)\dt 


9 


[^  — ^sin(woJ' 


Wenn  der  Sektor  durch  einmaliges  Abrollen  des  rollen- 
den Kreises  entstanden  ist,  wenn  es  sich  also  um  den  Sektor 
AOBC  handelt,  so  hat  man  den  Wälzungswinkel  des  rol- 
lenden Kreises 

nf  =  2jr,     also     f  = 


zu  setzen  und  erhält 
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(34.)    8  =  -^-^/i-"t^^— -  =  (^  +  ^)i^  +  2)a^:?r  ^  ^q^^^^ 
»i  n 

Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so  schließt  sich  die  Kurve,  und 
die  ganze  Fläche  besteht  genau  aus  n  solchen  Sektoren: 
in  diesem  Falle  wird  also  der  Flächeninhalt  der  Epizykloide 
(35.)  F  =  n.  AOBC  =  (n  +  1)  (n  +  '2)d?:fi. 

Ist  z.  B.  n  =  6,  wie  es  in  Figur  48  der  Fall   ist,  so 
wird 
(36.)  F  =  b&d?jr. 

Füi-  w  =  1  ist  die  Epizykloide  eine  Kardiaide^  deren 
Flächeninhalt  demnach 

(37.)  F  =  Ga^J€ 

ist.  Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  in  §  22  Aufgabe  o 
gefundenen  überein;  nur  war  damals  der  Halbmesser  a 
viermal  größer  als  in  den  hier  benutzten  Gleichungen. 

Aufgabe  5.     Man    soU    den   Flächeninhalt    der    J9j/}>o- 

zyldoiden  mit  den  Gleichungen 

(38.)     X  =  a\mcost  +  cos  (m^)],     y  =  a[msint  —  8m{nd)] 

berechnen  (Fig.  49). 

Auflösung.     Aus  den  Gleichungen  (26.)  folgt 
j  dx  =  ^na[ —  sint  —  sm{mt)]dt 
\  dy  =  7y?a [cos  ^  —  cos{mt)]dt^ 
also,  wenn  man  beachtet,  daß  hier  m  =  n  —  1  zu  setzen  ist, 
(40.)         xdy  —  ydx  =  md^  [(m  —  1)  —  (m  —  1)  cos  {nt)]dt 

=  m{m  —  l)a-[l  —  cos(n^)]rff, 
folglich  wird 

(41.)  >S^^'«^"7-l)«yi-cos(«0].i^ 

0 

m{m  —  1)^2 


2  ^^""'p-^  sin(nf)j  =  ^0P. 


Wenn  der  Sektor  durch  einmaliges  Abrollen  des  rollen- 
den Kreises  entstanden  ist,  so  hat  man  den  Wälzungswinkol 
dieses  Kreises 
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nt  =  2jr,     also     t  = 


2:t 


n 


Fig.  49. 


ZU  setzen;  dann  wird 

<42)  g^M^  —  ^)^^^ 
n 

_  (n— iXn  — 2)a'<^ 
n 

=  AOBD, 

Ist  w  eine  ganze  Zahl, 
so  schließt  sich  die  Kurve, 
und  man  erhält  für  den 
Flächeninhalt  der  ganzen 
Hjrpozykloide 

(43.)  F  =  n,  AOBD  =  {n  —  l)(w  —  2)^% . 

I  Für  den  in  Figur  49  berücksichtigten  Fall  ist 

(U.)  w  =  3     und     F='ia?Jt, 

also  doppelt  so  groß  wie  der  rollende  Kreis,   oder  wie  der 
durch  die  Punkte  DEF  gelegte  Kreis. 

Bei  der  Astroide  hat  man  ti  =  4  zu  setzen  und  erhält 
in  Übereinstimmung  mit  Aufgabe  11  in  §  19  und  Aufgabe 
3  in  diesem  Paragraphen 
(45.)  F=Qa\'t, 

nur  ist  in   der  vorliegenden   Darstellung   der   Weii:   von  a 
vieimal  kleiner  als  dort. 


Kiepert,  Tntognral-Kechnnng. 
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VI.  Abschnitt. 


FiK.  50. 


Kubatur  der  Rotationskörper. 

§  24. 

Berechnung  des  Volumens  eines  Rotationskörpers. 

(\>rgl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  136  bis  138.) 
Eine  Kmve  (Fig.  50)  mit  der  Gleichung 

(1.)  y  =  f{x) 

rotiere  um  die  A'- Achse,   dann  besclireibt  jeder  Punkt  der 
Kurve   einen  Kreis.     Um   das  Vohimen   Y  des  Köi-pers  zu 

berechnen ,  welcher  bei 
der  Rotation  von  der 
Figur  A\QPA  beschrie- 
ben wird,  beachte  man 
zunächst,  daß  V  eine 
Funktion  von  x  ist.  Wenn 
nämlich  OQ  =  x  wiw  die 
Größe  QQ\  =  /Ix  wächst, 
so  wächst  auch  Y  um 
den  von  dem  Viereck 
QQ\P\  P  beschriebenen 
Rotationskörper  .'/y.  Da- 
bei ist  /V  (/röfirr  als  der  von  dem  Rechteck  QQiRP  bei  der 
Rotation  beschriebene  Zylinder  y-rr .  Ix  und  Meiner  als  der 
von  dem  Rechteck  QQiPiBi  bei  der  Rotation  beschriebene 
Zylindei'  i/rjr .  ^x:  es  ist  daher 

(2.)  f/-jt .   Ix^    IV  ^  y{-jr .   /x. 
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Dies  gilt  nur,  wenn  die  Kurve  (wie  in  Figur  60)  vom 
Punkte  P  bis  zum  Punkte  Pi  steigt  \  wenn   sie  dagegen  in 
diesem  Intervalle  fäüt^  so  wird 
(3.)  ifji.  ^x^/lV^  yi^jt .  ix. 

Steigt   und  fällt   die  Kurve  in  dem   Intervalle  von  P 
bis  Pi  abwechselnd  (vergl.  Fig.  3),  so  sei  y'  die  Ordinate 
des  höchsten  Punktes  H  und  y"  die  Ordinate  des  tiefsten 
Punktes   T,  dann  wird 
(4.)  yt^jt .  Jx  ^  .  /  7  ^  2/"%  .ix. 

In  dieser  Ungleichung  sind  die  beiden  vorhergehenden 
Ungleichungen  (2.)  und  (3.)  als  besondere  Fälle  inbegriffen. 
Indem  man  die  Ungleichung  (4.)  durch  Ix  dividiert,  er- 
hält man 

(5.)  y^-^:tr^'l^r-^. 

Da  nun  für  limz/a:  =  0 

lim  2/^  =  limy"  =  y 
wird,  so  folgt  hieraus 

dY 

(6.)  ^   =y^jt^     oder     dV=^y^mix\ 

dies  gibt 

(7.)  Y=Jtfy'dx, 

a 

wobei  die  untere  Grenze  a  die  Abszisse  0A\  des  Kurven- 
punktes A  ist,  denn  für  x  gleich  a  wird  das  Volumen  des 
Körpers  gleich  Null. 

Gewöhnlich  wird  man  auch  für  die  obere  Grenze  einen 
komtanien  Wert  h  einsetzen  müssen,  so  daß  man  erhält 

b 

(8.)  V  =  jrß/dx. 

(t 

Auch  dieses  Integral  kann  man  als  eine  Summe  von 
unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Größen  ansehen.  Zer- 
legt man  nämlich  die  ebene  Figur  A\B\BA  durch  Parallele 
zur  F- Achse  in  n  Streifen,  die  alle  verschwindend  klein 
werden,  wenn  n  ins  Unbegrenzte  wächst  (Fig.  51),  so  darf 

10* 
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Fi«.  51. 


£^ft 


man  diese  Streifen  als  Recliteeke  betrachten,  denn  diö 
kleinen  Dreiecke  PRP\,  welche  dabei  vernachlässigt  wer- 
den, beschreiben  bei  der  Ro- 
tation ringförmige  Körper, 
deren  Volumina  unendlich 
kleine  Größen  höherer  Ord- 
nung sind. 

Das  Volumen  des  Zylin- 
ders, welcher  bei  der  Rotation 
von  dem  Rechleck  QQiBP 
beschrieben  wird,  ist  aber 

^, 3""5; 1~^  fj€ .  dx, 

wenn  man  die  Höhe  dx  des 
Zylinders  sogleich  verschwindend  klein  annimmt.  Die 
Simime  aller  dieser  unendlich  vielen,  unendlich  flachen  Zy- 
linder gibt  dann  das  gesuchte  Volumen  des  Rotationsköi'pers?, 
nämlich  in  T "Übereinstimmung  mit  Gleichuftg  (8.) 

b 

V=rrßfdx. 


In  ähnlicher  Weise  findet  man  auch  das  Volumen  eines 
Kotationskörpors,  bei  welchem  die   F- Achse  die  Rotations- 
achse ist;  nur  muß  man  in  diesem 
Falle    X   und    //miteinander  ver- 
tauschen, so  daß  man 

a 
(9.)  V=:xjx^dy 


erhält.  Es  ist  dabei  zu  beachten, 
daß  hier  y  die  Integrations -Ver- 
ändorli(*he  ist,  und  daß  man  des- 
halb erst  integrieren  kann,  nach- 
dem man  in  Gleichung  (9.)  .r-'  als 
Funktion  von  y  dargestellt  hat, 
während  in  Gleichung  (8.)  x  die  Integrations -Veränder- 
liche war. 

Um  dies  anzudeuten,  mögen  die  Integrationsgrenzen  a 
und  6  in  Gleichung  (8.),  da  sie»  besondere  Wei'te  von  x  sind. 
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mit  xi  und  X2  bezeichnet  werden ;  und  ebenso  mögen  in  Glei- 
ehung  (9.)  die  Integrationsgrenzen  c  und  d,  da  sie  besondere 
Werte  von  y  sind,  mit  yi  und  y2  bezeichnet  werden. 
Man  erhält  daher 

(10.)  V  =  jtjfdx, 

wenn  die  X-Achse  die  Rotations -Achse  ist,  und 


(11.) 


ys 


V  =  Jijx^dy, 


Fig.  53. 


venn  die   F- Achse  die  Rotations -Achse  ist. 

Durch  Verlegung  der  Koordinaten -Achsen  kann  man 
es  unmer  erreichen,  daß  die  X-Achse  oder  die  F- Achse 
mit  der  Rotations -Achse  zu- 
sammenfällt. Ist  z.  6.  in 
Figui'  53  die  Gerade  CiDi  mit 
der  Gleichung 

x  =  a 

Botations -Achse,  so  verschiebe 
man  die  F- Achse  parallel  mit 
sich  um  die  Strecke  OA  gleich 
a,  indem  man 

x=  af  -\-  a,    oder   x*  =  x  —  a 
setzt,  dann  wird 

V=Jt/x'^dy  = 


(12.) 


^2 

jtjlx  —  afdy. 
y\  yi 

Die  Berechnimg  des  Volumens  der  Körper  nennt  man 

Kubatur  der  Körper*^, 


§  25. 

Übungs -Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Ein  gerader  Kreiskegel,  dessen  Grundkreis 
den  Halbmesser  a  hat,  und  dessen  Höhe  gleich  h  ist,  ent- 
steht^ indem  ein  rechtwinkliges  Dreieck  OCÄ  (Fig.  54)  um 
die  X-Achse  rotiert;  man  soll  das  Volumen  des  Kegels  be- 
rechnen. 
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Fi«.  64/ 


Auf  Kteung.  In  dem  recht-j| 
winkligen  Dreieck  OCA 
die  Kathete  OC  gleich  //,  und] 
die  andere  Katliete  CA  gleich] 
a,  folglich  hat  die  Hypotenuse* 
OÄ  die  Gleichung 


(1.) 


y  = 


ax 


Das  Volumen  des  KegeU 
wird  daher  nach  Formel  Jfn 
136  der  Tabelle 


(2.) 
also 

(3.) 


irjy'idx  =  ^^  JT^dx, 


y 


"7/2  [3J  —    i 


3 


Aufgabe  2. 


FiR.  55. 


A2 


zusammenfällt, 
daher 

folglich  wird 


Ein  ahgedumpfter  gerader  Kreiakegd  habe 
die  Höhe  h  und  sei  begrenzt 
durch  die  beiden  Kreise  mit 
den  Halbmessern  a\  und  oa; 
man  soll  das  Volumen  des 
Kegelstumpfes  berechnen. 

Auflösung.  Der  Kegel- 
stumpf entsteht  dui^ch  Bo- 
tation  des  Paralleltrapezes 
OAAiAx  um  die  JT- Achse 
(Fig.  55) ,  wobei  OA  gleich 
//  mit  der  T- Achse  und  0A\ 
gleich  a\  mit  der  >"- Achse 
Die    Gleichung    der     Geraden    A\Ao    ist 


a^  —  rti 


r  +  ^1, 
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<t  0 


(5.)  Y=:tii^dx  = 


(02  —  aifx^       2(^2  —  ai)aix 


Ä2 


+  — 


a(^  \a 


+  a\^  \dx 


-[ 


(«2  —  aifx^      2(02  —  ai)a\x^ 


3A2 


+ 


2A 


»^     I  2    1 


liJt 


(6.) 


=   ..  [(«2  —  aif  +  3(o2  —  oi)oi  +  3oi2], 


^  =    g-  («1^  +  «1^2  +  Ö2^). 


Fig.  56. 


Aufgabe  3.  Der  Halbmesser  einer  Kugel  sei  o;  man 
soll  (las  Volumen  einer  KugdschicM  berechnen,  welche  unten 
und  oben  von  zwei  Krei- 
sen mit  den  Halbmessern 
a^i  und  xi  begrenzt  ist 
und  die  Höhe  h  hat. 

Auflösung.  DieKugel- 

schicht  entsteht  (Fig.  56) 
durch  Rotation  der  Fi- 
gur B1P1P2R2  um  die 
F- Achse,  wobei  P1P2  der 
Bogen  eines  Kreises  mit  der  Gleichung 
(7.)  ^2  -j-  y2  __  ^2^     q(Jqp     ^2  _.  ^2  —  y2 

ist.    Nach  Formel  Nr.  137  der  Tabelle  erhält  man  daher 


(8.) 


F  =  JT  Ix^dy  ==  Jt  j{a^  —  y^)dy  =  jt   c?y  — 


3 


(9.)     Y=,^  [3a2(j/2  -  y,)  -  {y.?  -  y,^)] 

=  ^'—^y^''-[^a^-y.^-y.y.-y.^\. 


(y^       VlE  [3(„2_y.^2)  +  3(„2_y^2)  +  (y^2_2yjy.,+y^2)]. 
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Nun  ist  aber 
( 10.)  1/2  —  yi  =  h,    ij'^  —  2yi7/2  +  y{^  =  h- , 

und  nach  Q-leichung  (7.) 


«^  —  2/1"  =  '^i^     ^^  —  2/2^  -■ 


^2^ 


folglich  wird 

(11.) 


F=*^'(3.T,2  +  :-te22  +  7/2). 


Setzt  man  in  Gleichung  (8.)  yi  gleich  0  und  yz  gleich 
a,  so  geht  die  Kugelschicht  in  die  Halbkugel  über,  so  daß 
man  für  das  Volumen  der  ganzen  Kugel 

3 

-() 

erhält. 


(12.) 


-^'h-fl=1 


Aufgabe  4.     Uie  Parabel  OP  mit  der  Gleichung 
(13.)  y^  =  2px 

rotiere  um  die  X-Achse  (Vig.  57);  man  soll  das  Voluniuii 
des  von  der  Figur  OQP  beschriebenen  Rotations -Paraholoids 
berechnen. 

Fig.  57.  Auflösung.    Nach  Foi-mel  Nr. 

136  der  Tabelle  ist 


(14.)   V=x/fdx  =  2pjr/xdx 


X 


X .  2px .  jr 


~     2 

Dies  gibt  den  Satz:  Das  To- 

lume^i  des  BotaiumS'Paraboioids' 

ist  halb   ,vo  grofi  wir  drr   von  defn  enfsprechendefi  ReditecU 

OQPS  mit  dm  Sritm  x  und  y  bei  der  Rotaiion  beschriebene* 

Zylinder. 

Für  X  gleich  y  wird 


(15.) 


r  = 
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Beschreibt    man    über  ^-  •*• 

einem  Kreise  mit  dem  Halb- 
messer X  einen  Zylinder 
mit  der  Höhe  x^  eine  Halb- 
higd.  ein  Botations-Para' 
hdoid  und  einen  Kegd  mit 
der  Höhe  x  (Fig.  58),  so 
sind  die  Volumina  dieser 
vier  Körper  bezw. 

..        2x'^:n:      a?Jt      a^jr 
^•^'        3   "    "2"'      3 
und  verhalten  sich  daher  zueinander  wie 
6:4:3:2. 
Aufgabe  5.     Rotiert  eine  Ellipse  mit  der  Gleichung 

Fi«.  59. 


(KU 

"^  4-  ■^'  =  1 

(Kltr 

(Ifia.) 

r'  =  ^!(«— ^) 

um  die  gi^oße  Achse  (Fig.  59), 
so  heißt  der  dabei  beschrie- 
bene Rotationskörper  .fläng- 
liches  Rotations  -  EUipsoid'^ ; 
man  soll  das  Vohmien  der  Schicht  berechnen,  welche  bei 
der  Rotation  von  der  Figur  Q1Q2P2P1  beschrieben  wird. 

Auflösung.     Nach   Formel  Nr.  136  der  Tabelle  wird  in 
diesem  Falle 


(17.)     V  = 


=  3^2  [^«^(^^  —  *^i) 


(^,3  _  .^^8)j 


h^jt{xi  —  xi) 

3a-' 


{i\ä-  —  j%2  —  X1X2  —  J*r), 
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(17a.)   y=: 


6         [d^  («^-^r)+  ^{a^ 


Xi' 


^i)-]' 


oder,  wenn  man  die  Höhe  X2  —  xi  der  Schicht  wieder  mit 
h  bezeichnet  und  Gleichung  (16  a.)  beachtet, 

(18)  Tr_''^/Q..2   ,   a..2   ,   *''*''\ 


y="l{^y.^  +  ^j.^  +  Z)- 


Für  2/1  gleich  0,    ^2  gleich  0,  h  gleich  2^    erhält  man. 
das  Volumen  des  ganzen  Rotations -Ellipsoids,  nämlich 

(19.)  F=4«^. 

Aufgabe  6.     Rotiei-t  eine  Ellipse  mit  der  Gleichung 


YiK.  00. 


X' 


=  1, 


(62 -y2) 


(20.) 
oder 
^,    (20a.)  x2  _  j2 

"*  um  die  kleine  Achse,  so  heißt 
der  dabei   beschriebene  Rota- 
t  ionskörj^er  j.Sphäroid'^  (Fig.  60) ; 
man    soll    das    Volumen    der 
Schi  eilt  berechnen,  welche  bei 
der  Rotation  dtirch  die  Figur  R1P1P2B2  beschrieben  wird. 
Auflösung.     In    ähnlicher  Weise    wie    bei    der    vorher- 
gehenden Aufgabe  findet  man  hier 

C21.) 

wobei  die  Höhe  y-y  —  ijx  mit  //  bezeichnet  ist. 

Für  xi  gleich  0,  x^>  gleich  0,  h  gleich   26  erhält  man 
das  Volumen  des  ganzen  Sphäroids,  nämlich 


Vi.  ^ 


C22.) 


V^ 
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Aufgabe  7.     Rotiert  eine  Hyperbel  mit  der  Gleichung 

3^      iß  b^ 

(23.)  %-%  =  h     oder     y2  =  ^^(x^-a^) 

um  die  X-Achse,  so  entsteht  das  ,yZwei8chalige  Rotations- 
Hyperbolmd"  (Fig.  61) :  man  soll  das  Volmnen  einer  Schicht 
dieses  Körpei's  berechnen. 

Fig.  61. 

Y 


Auflösung.    Hier  ist 


(24. 


•^2  f«  .  ^ 


tßjt 


b^Jt{X2 Xi) 


Ji{x2  —  xi)  [36^ 


(a>2^  +  ^1^2  +  Xi^  —  3d^) 
362 


6--     [a^^-^^  +  l^^^-^ 


62 


(052  —  Xi)'^    , 


'} 


der,   wenn  man  X2  —  Xi  mit  h  bezeichnet  mid  Gleichung 
S.)  berücksichtigt, 

55.)  y  =  \"(3t/r  +  B,.^-*J). 

Für 

xi  =  a^  yi  =  0:     x^^=  x^  y2=^y\     h  =  x  —  a 
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erhält  man  das  Volumen  des  Körpers,  der  bei  der  Rotation 
von  der  Figur  ÄiQP  beschrieben  wird,  nämlich 


(26.)    V  = 


(x  —  a)jt  I 


h\x  —  af^      ¥{x  —  af:jt 


Aufgabe  8.     Rotiert  eine  Hyperbel  mit  der  Gleichung 

Fig.  82. 

(27.) 


oder 


(27a.)     x^  =  'l^{y'  +  h^) 

um  die  F- Achse,  so  entsteht 
das  ,,etnach(dige  Rotations- 
Hyperboloid'^  (Fig.  62);  man 
soll  das  Volumen  einer  Schicht 
dieses  Körpers  berechnen. 


Auflösung.     Hier  ist 


,28.     T^  =  ^^Jx^dy  =  ^^^y(>  +  h^)dy  =  ^^  [^  +  h^y] 


y.) 


•61)^ 


(2/2-  +  !/M/'  +  yi"  +  'm. 


oder 

(29.)  r  = 


(2/2  —  ü/i)^  r3a- 


3a2 


[  ftt  (y^- +  A^')  +  7,  (yr  +  i-^) 


-Uv^-y^)^- 


Bezeichnet   man  die  Höhe  2/2  —  Vi  der  Schicht  wieder 
mit  //,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (27a.) 

(30.)  >^  =  \"(3^r  +  3^.^-t?)- 

Für 

xx  =  ö,  yi  =  0:     .02  =  X,  ?/2  =  y,  h  =  y 

erhält  man  das  Volumen  des  Körpers,  der  bei  der  Rotation 
der  Figur  OÄPB  um  die  F- Achse  beschrieben  wird, 
nämlich 

(31.)    V  =  '^y  (3a^  +  3.r^  -  ")f)  =  'gf  (,/  +  36^ 
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Aufgabe  9.  Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  be- 
rechnen, welcher  durch  Rotation  der  Kettertlinie  um  die 
J- Achse  entsteht  (Fig.  63). 

Auflösung.     Die  Gleichung  der  Kettenlinie  ist 
(32.)    y  =  ^\e~^+c'''') 


=  .'^<} 


oder 


=  a®i„Q, 


folglich  wird 


(33.)   V=:tiif'dx 

=-.  "^"2  /(e«  +  2  4-  e~  ^)rfx 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  Xy  und  x-i  beide  positiv 
sind,  erhält  man 

=-'^''|yVy'  — a-^  +  fla:]'' 

=  "^  l>/2yyo2 - «2  _  y^ }/Jf---^^  +  a(a>,  - xO|. 

Wird  dagegen  X\  negativ,  wie  es  in  Figur  (13  der  Fall 
ist.  so  wird 

(34  a.)   Y  =  "^  [y2yyf'-ö?  +  //i  Vyf^d'  +  a{x,  -  x,)]. 
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Für  JTi  =  0,  2/1  =  a:  x^  =  x^  ^2  =  y  erhält  man 


(85.) 


aJT 


y=  o  <^y?-~a'  +  ax)' 


Aufgabe  10.  Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  be- 
rechnen, welcher  durch  Rotation  der  Zykloide  um  die 
T- Achse  entsteht  (Fig.  64). 

Auflösung.  DieQlei- 
chmigen  der  Zykloide 
sind 


(36.) 


j  x  =  (i{t  —  sin^), 


\y=a(l  —  cost); 
d.  h.  X  und  y  sind  beide 
als  Funktionen  einer  drit- 
ten Veränderlichen  t  dar- 
gestellt; deshsdb  wird  es 
zweckmäßig   sein,    f    als 

Integrations  -Veränderliche  einzuführen. 
Dies  gibt 

(37.)  dx=a{l  —  cos  t)dt, 

also,    wenn    der   Körper   durch  Eotation   der  Figur   OQP 

entstellt, 

(38.)  Y  =  Jtjfdx  =  d\/{l  —  cos/)^d/ 

=  d^jrjll  —  3cos/  +  3cos*^^  —  co8rH)dt, 

(» 

folglich  wird  nach  den  Formeln  Nr.  10,  13,  99  und  54  der 
Tabelle 

(39.)   V=  arjrit  —  '6m\t  +  is'mtcost  +  it  —  sint  +  Jsin^) 
=  dK-rl^t  -f  sin/(—  4  +  Jcosf  +  ^sin-^f)]. 
Für    /  =  ±T    erhält    man    das    Volumen    des    Körpers, 
welcher  durch   Rotation   der   ganzen  Zykloide  OAHP  ent- 
steht, nämlich 

(40.)  y=5a-V^. 

Aufgabe  11.  Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  be- 
rechnen, welcher  durch  Rotation  der  Ästroide  um  die 
X-Achse  entsteht  (Fig.  65). 
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AufMtoling.  Die  Gleichungen 
der  Astroide  sind 

(41.)  X  =  acos%     y  =  asin-^, 

folglieh  ist,  wenn  man  wieder 
i  zur  Integrations -Veränder- 
lichen macht  und  zunächst 
den  Körper  berechnet,  welcher 
durch  Rotation  der  Figur 
OQPB  entsteht, 

(42.)  dx^  —  3acos-/sinWf, 


(43.) 


T'  =  .-rjy-dx  =  —  *6w^jiJ^'mH  cos-/  sin  tdt 


(0 


=  *da^3tj{l  —  cos^O'^cos^^  •  rf(cosO.' 

(") 

Setzt  man  also 

cos/  =  z^ 

so  wird,  wenn  man  beachtet,  daß  cosf*^  j   gleich  0  ist, 

(44.)         V  =  3a^jTj(z^  _  3^4  _^  3^  _  ^s)^^. , 

.,  ..    /2r^       8^«   ,    'dz'       z\ 
=  ^3-5   +    7-9) 

=  ^^  (105  cos»/  —  189  cos^/  +  135  cos"/  —  35cos^/). 

Für  /  gleich  0  erhält  man  das  Volumen  des  Kör])ers 
welcher  bei  der  Rotation  von  dem  Quadranten  GAB  be- 
schrieben wii'd,  folglich  ist  das  Volumen  des  ganzen  Ro- 
tationskörpers 


*>  '■='■£<"* 


189  +  135  —  35)  = 


105 


Aufgabe  12.  Man  soll  das  Volumen  des  Köi-pers  be- 
rechnen, welcher  durch  Rotation  der  Zissoide  um  die  X- 
Achse  entsteht  (Fig.  66). 
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FiK.  06. 


Auflösung.     Die  Gleichimgen   der  Zis- 
soide  sind 

(46.)      x^2as\v?(f^    y=       — -i 

folglich  wird 

(47.)  dx  =  4a  sin  q>  cos  (pd^^ 


T     (48.)    V  = 


J  J      COS  9 

0  0 

Setzt  man  also 
(49.)       cosy  =  t,     siv?ff-  =  1  —  r^, 

BUiifdffi  =  —  df, 
SQ  wird 

f  =  1     für     ^  =  0 , 


und  man  erhält 
(50.)   V=  —  \ßd^^l 


(1  -  r-fdt 
t 


t 

r/1 


mcfijrK'  — 'dt  + 'St^  —  Adt 


=  -  lOßä. 


,  r,   .     3^2      3,4      ^«1 


=  ^'?  (—  121nf  +  18f-  -  9<*  +  2/«  —  11) 


Nun  ist 

. ,        ,..  .,  ^         •  .)         2a  —  x  ^        ^„        X 

(ol.)     /- =  cos-tf  =  1  —  sin-«/ ^      ,        >  1 — <- =r  - 

2n  2a 


folfjlich  wird 

(52.)    r  ^  ;^  r24a''ln(,.  '^^  ^~^'~  '^"^^  ~  ^'^'^H " 
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Aufgabe  13.  Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  be- 
rechnen, der  durch  Rotation  der  Zissoide  um  die  Asymptote 
mit  der  Gleichung  x  =  2a  entsteht  (Fig.  67). 

Auflösung.    Zunächst  möge  *'*»•  ^ 

das  Volumen  des  Körpers  be- 
rechnet werden,  welcher  bei  der 
Rotation  von  der  Figur  OASP 
beschrieben  wird.  Nach  Formel 
Nr.  138  der  Tabelle  findet  man 
in  diesem  Falle 

y 

(53.)      V  =  Jtjlx  —  2afdy . 
ü 

Dabei  folgt  aus  den  Glei- 
chungen (46.) 

X  —  2a  =  —  2acos^q>, 
2a 


(54.) 

also 
(55.) 


dy  =  ^^^  (3cos2<p  +  sin^q))sm^(fdq), 


V  =  Sa!^jtj8in^g)cos!^g>^3cos^q)  +  sm^q>)d(p 

=  Sa^JtJll  —  cos2^)cos29)(l  +  2cos^fp)d(p 
ü 

=  Sa^JtAcos^q)  +  cos^gp  —  2  QOS^(p)d(p. 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  101  der  Tabelle 

(56.)  /cos^g)dg)  =  ^cos^g)8in^  -f  ^  icos^drp, 

yl  3  /' 

(ios^(pd(p  =  j  cos^gpsing)  -f  j  jcos^^d^^ 

(58.)  Icos^^dq)  =  ^  cos ^ sin ^  +  o  ^• 

Multiplizieil  man  Gleichung  (56.)  mit  —  2 ,  Gleichung 

5  2  2    3 

(57.)  mit  — 2-7^  +  1  =  —  o'    Gleichung  (58.)  mit   —  7-,  •  t 

DO  o     4 

-f  1  =  ^  und  addiert  diese  drei  Gleichungen,  so  erhält  man 
unter  Hinzufügung  des  Faktors  8a}^ji 

Kiepert,  Int^gr^ - BeohnnTig.  11 
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/ 

(59.)     V  =  Sd^:it  j{cos^(p  +  cos-^y  —  2  cosV)rf^ 

L       o  i) 


-f  2^  cosysm 


m^  +  ^yj-   I 


JC 


Wenn   y    bis    -    wächst,    so    wird    y   unendlich   groß.   , 

Gleichzeitig  erstreckt  sich  auch  der  Rotationskörper  bis  ins    ■ 
Unendliche;    trotzdem    bleibt    aber   sein   Volumen   endlich, 
denn  man  erhält  i 

(60.)  Um7  =  a%2, 

Aufgabe  14.     Man   soll   das  Volumen    des  Körpers  be- 
rechnen, welcher  durch  Rotation  der  Ellipse 


Fig.  68. 


4 

f 

^ 

^ 

"-- 

^ 

^ 

! 

,  Ä 

l                                  0 

( 

1        ^ 

ri 

,     A 

beschrieben  wird.     Dabei  ist 


(61.)  y  =  c+'^yd'--  x^ 
a 

um  die  A'- Achse  entsteht 
(Fig.  68),  wenn  c  größer 
als  6  ist. 

Auflösung.  Man  kann 
das  gesuchte  Volumen  V 
als  die  Differenz  zweier 
Volumina  V  und  V**  be- 
trachten, von  denen  V* 
bei  der  Rotation  von  der 
Figur  (;>iQ2P2'Pi'  undV" 
von  der  Figur  QiQ2Py'Pi* 


(62.) 
also 
(63.) 


V'  =  JtJ'y'Hx,    F"  =  jrJy''Hx, 
T^  =-  T'''  —  V'  =  jtjly'^  —  y"'^)dx. 
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Bei  der  vorliegenden  Aufgabe  ist 

also 

tf  +  r  =  'ic,     y'  -  !/'^  =  ^  Yd'  -  .r2, 
folglich  wird 

(64.     {tr  +  //")  (y  -  y")  =  y"  -  ir'  =  ^  Va' — ^'^ 

(tö.)  V  =  ^^^ß^Va^-:^, 

Will  man  das  Volumen  des  Körpers  berechnen,  welcher 
durch  Rotation  der  ganzen  Ellipse  entstellt,  so  hat  man 

Xi  =  —  a,     X2=  -{-  a 
zu  setzen  und  erhält  nach  Formel  Nr.  123  der  Tabelle 

(66.)  \  =     ^     [2  ^^  ~  ^  +  2  '''*''''''  V/1 

— a 

= ^  arcsm(+  1)  —      arcsin( —  1) 

=  2abcjt^. 


IV» 


Vll.  Abschnitt. 


Rektifikation  der  ebenen  Kurven. 

§  26. 

Rektifikation  ebener  Kurven,  deren  Gleichung  auf  ein 
rechtwinkliges  Koordinaten -System  bezogen  ist 


(Vergl.  die  Formel  -  TabeUe  Nr.  139.) 


Ist 


(1.)  y  =  f{x) 

die   Gleichung   einer  Kurve  (Fig.  69),  so  wird   der   Bogen 
p.    ^y,  A  P  gleich  ,v  ebenfalls  eine  Funk- 

tion von  X.  Wächst  nämlich 
X  um  die  Größe  QQi  gleich  ^.r, 
so  wächst  auch  der  Bogen  .y 
um  die  Größe  PPi  gleich  Av. 
Betrachtet  man  zunächst  Js  als 
die  Sehne  PPi,  so  ist  is  die 
Hypotenuse  in  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  PiJPi,  so  daß 
man  erhält 

(2.)         7^,2  =  PK^  +  BP{' ,     oder     .  is^  =  Jx"  +  ^  /r\ 

(2a.)  fs=  y'jW+  ./y-. 

Tjäßt  man  die  beiden  Punkte  P  und  Pi  einander  unend- 
lich nahe  rücken,  so  gehen  ./x,  ./y,  yJs  bezw.  in  die  Diffe- 
rentiale dxj  dy^  äs  über,  und  der  unendlich  kleine  Bogen 
PP\  fällt  mit  der  unendlich  kleinen  Sehne  PPi  gleich  ds 
zusammen.  Deshalb  erhält  man  für  den  imendlich  kleinen 
Zuwachs  ds  des  Bogens  s  aus  Gleichung  (2  a.) 
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(a; 


ds  =  Vdo^  +  df  =  dxl/l  +  (^'• 
Daraus  folgt  durch  Integration  füi-  den  Bogen  AP  selbst 

a  a 

Man  wii'd  hierbei  die  Integrationsgrenzen  zweckmäßiger 
Weise  mit  Xi  xmd  x-2  bezeichnen,  um  anzudeuten,  daß  x  die 
Integrations  -Veränderliche  ist.  Dadurch  geht  Gleichung  (4.) 
über  in 

,4».,         '=fi4'+iS- 

Man  kann  nämlich  auch  y  zur  Integrations -Veränder- 
lichen machen,  denn  aus  Gleichung  (3.)  folgt 

,.v,  *=.!,yr+0, 

also 


=>=>y'+(D- 


yi 


I  Sind  X  und  y  als  Funktionen   einer  dritten  Veränder- 

lichen t  gegeben,  so  wird  man  in  den  meisten  Fällen  mit 
•  gutem  Erfolge  t  zur  Integrations -Veränderlichen  machen 
I  und  schreiben 


(S.)  s 

ix  h 

^  In   dieser  Formel  sind  die   Gleichungen  (4  a.)  und  (6.) 

ak  besondere  Fälle   enthalten,  welche  sich  ergeben,  wenn 

man 

t  =z  X    bezw.     t  =  y 
setzt. 

Auch  hier  kann  man   das  bestimmte  Integral  als  den 
Grenzwert  einer  Summe  von   unendlich  vielen,  unendlich 


FiR.  70. 
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kleinen  Größen  betrachten.     Zerlegt  man  nämlich  den  Ab- 
schnitt Q1Q2  auf  der  A^- Achse  (Fig.  70)   in  n  (gleiche  oder 

ungleiche)  Teile  und  legt  durdi 
die  Schnittpunkte  Parallele 
zur  F- Achse,  so  wird  auch  der 
Bogen  P1P2  gleich  .s-  in  n 
Teile  zerlegt. 

Indem  man  die  aufeinan- 
der folgenden  Schnittpunkte 
des  Bogens  durch  gerade 
Linien  miteinander  verbindet, 
erhält  man  zwischen  Pi  und 
Pz  ein  Polygon  von  n  Seiten.  Wird  mm  n  unendlich  groß, 
und  werden  die  einzelnen  Seiten  des  Polygons  unendlich 
klein,  so  fallen  sie  mit  den  Bogen,  deren  Sehnen  ds  sie 
sind,  zusammen. 

Der  ganze  Bogen  P1P2  oder  s  wird  daher  die  Summe 
von  diesen  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Sehnen  (fo, 
so  daß  man  wieder  erhält 

fa        . ^ 

*•  =  jds-  =  fVdj?  +  #2  =  l'dxVl  +  (^0- 


§  27. 

Übungs- Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  Länge  des  Bogens   OP  der 
Parabel  mit  der  Qleichung 

(1.)  //-•  =  2px 

berechnen  (Fig.  71). 

Auflösung.  Aus  Gleichung  (l.) 
folgt 


Vin.  71. 


=^ 


/ 


(*2.)     1/dy  =  pdx^   oder 


dx // 

d!/~  p' 
Man    wird    hier    nämlich    y 
zur    Integrations -Veränderlichen 

dx 


Jl^x    machen,    weil     sich    x    und 


dl/ 
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rational    durch  y  darstellen    lassen.     Dadurch   erhält   man 
l  Bach  T'onnel  Nr.  139  der  Tabelle 

r 

■  y  _      -  // 

(3.)  ^=fdy'^l  +(Xf-lfa^P'  +  y'^ 

und   dies  gibt  nach  Formel  Nr.  129  der  Tabelle 

=  .i;Vr-  +  y"  +  |i"e--t-»>"^+Ö 

=  |,>'f'  +  »'  +  i«'®i"Q- 

Aufgabe  2.     Man  soll   die  Länge  des  Bogens  P1P2  der 
JSllips'e  mit  der  Gleichimg 

(5.)  b'^x^  +  äY  =  «'-**^ 

berechnen  (Fig.  72). 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (5.)  folgt 


(0.)        y=yd^-x^, 
dy  —  hx 

"■>  0= ■  +©' 

a^  —  ^a? 


Fig.  73. 


wobei 


e^  =  d'  _  62 


ist.     Daraus  ergibt  sich 


(8.)     .•  = 


1   lyixVa*  —  e^ar*  _  1    /       (o^  —  ^x'^)rf,r 

rl  J-1 

Dieses  Integral,  das  ein  ,, elliptisch as  Integral  zweiter 
Gattung'^  genannt  wird,  kann  erst  an  einer  späteren  Stelle 
ermittelt    werden,    da    es    sich    weder    durch    algebraische 
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Fij?.  73. 

r 


Funktionen  noch  durch  die  bisher  bekannten  transzendenter 
Funktionen  ausdrücken  läßt.  Man  erkennt  daher  aus  diesem 
Aufgabe,  wie  die  Anwendungen  der  Integral -Rechnung  auJ 
neue  transzendente  Funktionen  führen. 

Aufgabe  3.  Man  sol  j 

die  Länge  des  Bogenü 
P1P2  der  Hyperbel  mit 
der  Gleichung 
(9.)  62^'  _  dY  =  a-h' 
i       \\x    berechnen  (Fig.  73). 

Auflösung.  Man  fin- 
det hier  in  ähnlicher 
Weise  wie  bei  der  vor- 
hergehenden Aufgabe 

_       1  r     {a^  —  e^x^)dx  \  t    {e^a^—a^)dx 

nur  ist  bei  der  Hyperbel  e^  gleich  a^  +  *"• 

Aufgabe  4.     Man  soll  die  Länge  des  Bogens  P1P2  der 
Kettenlinie  mit  der  Gleichung 


(11.) 

oder 


=  .^C«-_|_e   0  =  a6ofQ, 


(11  a.)  +  Yy''  —  a-"  =  \  C^  —  e    0  =  g  ©in  (^\ 


berechnen  (Fig.  7i). 


Auflösung.      Aus    den    Glei- 
chungen (11.)  imd  (IIa.)  folgt 

(12.)  tX  =  \  Q  -  0-0 
dx      2 

=  SinT  y 


^a     oder 


(13a.) 
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Für  Xi  gleich  0,  a>>  gleich  x  wii-d  der  Bogen 
(15.)  ÄP=y^^^d' 

und  kann  sehr  leicht  konstruiert  werden.  Beschreibt  man 
nämlich  um  A  (Fig.  75)  mit  dem  Halbmesser  y  einen  Kreis- 
jen, welcher  die  X-Achse 
im  Punkte  B  trifft,  und  ver- 
vollständigt das  Rechteck 
OBCA.  so  ist 

(16.)  AC=Vff  —  a'  =  ÄP. 

In  ähnlicher  Weise  könnte 
man  die  Bogen  APi  und  AP2 
als  gerade  Linien  ACi  und 
AC2  darstellen,  deren  Differenz 

(17.)  AC2  —ACi  =  C1C2  =  pT>2 
sein  würde. 

Aufgabe  5.     Man   soll   die  Länge  des   Bogens  OP  bei 
der  Zykloide  mit  den  Gleichungen 
(18.)  x  =  a{t  —  sinO,     y  =  ci{l  —  cos^) 

berechnen  (Fig.  76). 

Auflösung.     Aus  den  Gleichungen  (18.)  folgt 
(19.)  dx  ^=  a(l  —  co8t)dt,     dy  =  asinidtf 


Fig. 

\ 

\ 
\ 

\ 

~A 

a 

0 

75. 

/ 

/ 

_^     i 

i      7 

ir 
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(20.)     ds^  =  (hr^  +  dif  =  aM\  —  2cost  +  cos'^f  +  smH'df' 
=  2aHl  —  i'Ost)dt'^  =  -laHin^C^^dt^. 

(21.)      ds  =  2a  siu(^^yt  =  ^«-^»^(2)^(2") ' 

folglich  ist 

(0  / 

(22.)  s  =  •ia/8in(^)^(^)=  4a  [-  cosQ] 

=  4a[l.-..o.sQ]  =  8asm^Q. 

Wird  tler  Wälzungswinkel  t  gleich  2jr,  so  rollt  der  di 
Kurve  erzeugende  Kreis  einmal  ab.  Dadurch  erhält  ma 
für  den  Bogen  der  ganzen  Zykloide 

(23.)  .V  =  8a, 

ein    Resultat,    das   schon   bei   der  Krümmung  der  Kurvte 
(D.-R.,  Seite  4()4)  ermittelt  wurde. 


Fiir. 


Aufgabe  6.     Man   soll   d 
Länge   des  Bogens  BP  bei  d» 
Äsfroide  mit  den  Gleichungen 
(24.)    X  =  acos^f ,     y  =  (^  '"^in*^ 
berechnen  (Fig.  77). 

Auflösung.     Aus    den    Gle 
cliungen  (24.)  folgt 

{  dx  =  —  3acos-^  iiin  f dt . 


(•25.) 


\  dy  =■  -f-  3asin-Ycos/r//. 


(26.) 

also 

(27.) 


ds^  =  dl?  +  dif 

-=  9rt-sin2^cos-^^(cos-'f  +  sin-/)rff-' 
^.  9a:^sin^f('os-tdf^, 

d'S  =  +  3a  sin  ^  cos  ^<//. 


Hierbei  ist  das  untere  Zeichen   zu  nehmen,  weil  n  zi 
nimmt,  wenn  t  abnimmt.     Dies  gibt 


(Ä) 
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Sa  , 


=  -3._/ 


=  ?"<.. 


sintcostdt  = 


[sin-'^f], 


sin't) : 


3a 


cos-f. 


2  ^*       ™  ^'        2 

Für  t  gleich  0  wird  .s*  dem  Quadranten  BA  der  Astroide 
gleich,  nämlich 

(29.) 


3a 
2  ' 


Aufgabe  7.     Man   soll   die   Länge   des  Bogens  AP  der 
Kreisevolvente  mit  den  Gleichungen 

Fig.  78. 


(30.) 


X  =  a(cost  +  #sin^), 


y  =  a(sinf  —  /  cos  t) 
berechnen  (Fig.  78). 

Auflösung.     Aus  den  Glei- 
chungen (30.)  folgt 
I  dx  =  atcostdt. 
\  dy  =  atsmtdf, 

(32.)    ds"^  =  dx^  +  dy^  =  aH^cos^t  +  sm^t)dt'^  =  dHMt'^ , 
(33.)  ds  =  atdt^ 


<34.) 


* 
a  Itdt  = 


at^ 
2 


Aufgabe   8.     Man   soll    die   Länge   des  Bogens  AP  bei 
den  Epizykloiden  mit  den  Gleichungen 

(35.)      X  =  a[wco8^  —  cos(m^)],     y  =  a[rwsinf  —  sin(in^)J 

berechnen  (Fig.  79). 

Auflösung.     Aus  den  Gleichungen  (35.)  folgt 

(36.)  dx  =  ma[ —  sin^  +  sin{mt)]dt^  dy  =  ma\cost  —  cos(fnt)]dt : 

dies  gibt,  wenn  man  wieder  m  —  1  mit  n  bezeichnet, 


172     §  27.    Rektifikation  ebener  Kurven;  Übnnga  -  Aufgaben. 
(37.)    d.^  =  d3?  +  df  =  2mV|'l  —  cös(n<)]Ä2 

ds  =  2masm(^^dt  =  ^-  sm(^d(^, 


(38.) 
(39.) 


y> 


ima  f.   /nt\,/nt\ 

(0) 

4:ma  r  /nfW 


8ma 


n 


sin 


cos 


<T> 


(DI 


Vig.  79. 


Wird  der  Wälzungswinkel 
nt  des  rollenden  Elreises  gleich 
2jr,  so  erhält  man  für  den 
vollständigen    Bogen     ÄCB 

(Fig.  79) 

(40.).  =  ^""  =  ^^^+'>. 
n  n 

Ist  n  eine  ganze  Zahl, 
so  schließt  sich  die  Kurve; 
ihr  Umfang  U  best-eht  aus 
n  solchen  Bogen,  so  daß 
man  erhält 

(41.)      U  =  8{n  +  l)a.      , 
Auch  dieses  Resultat  ergab  sich  bereits  bei  der  Krüm- 
numg  der  Kurven  (D.-R.,  S.  467). 

Für   den  Fall  n  =  6 ,    welcher    durch  die  Figur  dar- 
gestellt ist,  erhält  man  also 
(42.)  U=b6a 

In  dem  Falle,  wo  n  =  1  ist,  wird  die  Kurve  eine  Kar- 
dioide,  deren  Umfang  also 
(43.)  U=l6a 

ist 

Aufgabe  9.     Man   soll   die  Länge  des  Bogens  AP  bei 
den  Hypozykloiden  mit  den  Gleichungen 
(44.)     X  =  a[m  cos  t  -\-  cos(?w/)],     y  =  a[m  sin  t  —  sin(t7i/)J 
berechnen  (Fig.  80). 
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Auflösung.     Ans  den  Gleichnngen  (44.)  folgt 

(46.)  dx  =  fna[ — sin^ — 8m(mt)]dt,  dy  =  ma[cost — co3{mt)]dt'^ 

dies  gibt,  wenn  man  (in  Über-  ^ig.  so. 

einstimmung  mit  der  früher 
gebrauchten  Bezeichnung) 
«  +  1  gleich  n  setzt, 

=  2mV[l-cos(w^)]df2 


=  4m^a^sin'(^\dP, 
(47,)  ds  =  2masmC^dt 


ima 


=         sml 


/.Q.  \ma  i  ,    /nt\,/ni\       imaT  /ntW 

m    s=    „->in(2)rf(2)  =  -^-[-cos(-2)J 

(o) 

Wird  der  Wälzungswinkel  nt  des  rollenden  Kjreises 
gleich  2jr,  so  erhält  man  für  den  vollständigen  Bogen  ÄDB 
(Fig.  80) 

/,rt\  8?wa       8(w  —  l)a 

(4y.)  s  = =  — ^^ —   • 

n  n 

Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so  schließt  sich  die  Kurve;  ihr 
Umfang  U  besteht  dann  aus  n  solchen  Bogen,  so  daß  man 
erhält 

(50,)  U  =  S{n  —  l)a, 

Für  den    in  Figur  80  gewählten  Fall,    in   welchem  n 
gleich  3  ist,  erhält  man  z.  B. 
(51.)  77=  16  a. 

Bei   der  Astroide  hat   man   n   gleich  4  zu   setzen  und 
erhält 
(52.)  r^  =  24a. 
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Aufgabe  10.     Man  soll  die  Bogenlänge  bei  der  Neils 
Parabd  berechnen  (Fig.  81). 

^^^""^  Auflösung.      Die    Evolute 

Parabel 

(58.)  if  =  2px 

ist  bekanntlich  (vergl.  I.).-R.,  l 
457) 
^     (54.)  F{x,y)  = 

27pf  —  ^x—pf: 
eine  Kurve,  welche  man  auch 
,.A^p/Zsche    Parabd''    nennt. 
Berechnung     der    Bogenlänge 
dieser  Kui-ve    bilde   man    zunä 

Fx  =  -  24(.T  -  j,f,     F,  =  :Apy, 


(55.) 
folglich  wird 

^^^•^  dx-     '  F,-'^-       9p!/      ' 

also  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (54.) 


Slp'Y 


\ip 


'6p 


(57  a.)     dsVp  +  ^^. 

dx  ]/B;, 

Setzt  man  daher 

(58.)        yp'+2x  =  t,     also    p-\-'lx=rt-,     dx  =  fdf, 

so  erhält  man 

f  '■•^■' 

(59.)     .V  =    }  .  IdxYp  +  2x  =r    }     jfidf  =  -   \-  [M'" 


V'6pJ 


V3pJ 


'äV'dp 


oder 
(60.) 


1 


sViip 


I  (2x  +  p)  y^2x  +  'p-  üp  ysp\. 
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>^p.  82. 


§  28. 

Rektifikation  ebener  Kurven,  deren  Gleicliung  auf 
Polarkoordinaten  bezogen  Ist 

(Vergl.  die  Foiinel  -  Tabelle  Nr.  140.) 

Bei  Anwendung  von  Polarkoordinaten  sei  die  Gleichung 
einer  Kurve  AP  (Fig.  82) 

(1.)  r  =  Fi<f), 

dann  ist  auch  die  Länge  s  des  Bogens  AP  eine  Funktion 
von  y,  denn  der  Bogen  wächst  gleichzeitig  mit  dem  Winkel 
f.  Nimmt  man  sogleich  an,  daß 
der  Zuwachs  POPi  von  <f  ver- 
sehwindend klein  wird,  und  be- 
zeichnet denselben  dem  ent- 
sprechend mit  dy,  so  wird  auch 
der  Zuwachs  PPi  oder  ds  des 
Bogens  verschwindend  klein.  Be- 
schreibt man  daher  um  0  mit 
dem  Halbmesser  OP  gleich  r 
einen  Kreisbogen  PQ,  so  kann 
man  das  rechtw^inklige  Dreieck 
PQPi  als  ein  geradlinige:^  Dreieck  betrachten  imd  findet 
nach  dem  Pythagoräischen  Lehrsatze,  wie  auch  schon  früher 
gezeigt  wurde, 

PP,'  =  QP,'  +  PQ\ 

oder  (vergl.  D.-R.,  Formel  Nr.  152  der  Tabelle) 

(2.)  d,v^  =  rfr2  +  /*^df/2. 

Dies  gibt 


(3.) 


d^  =  ydr^  +  't^dq^ 


''"^Ml 


+  '^, 


also,   wenn   man   die  Grenzen   sogleich   mit  rfi 
zeichnet. 


und 


be- 


(4.) 


-P^W 


+  r^. 


Vi 
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Man  kann  natürlich  statt  <p  auch  andere  Integrati 
Veränderliche  einführen.  Sind  z.  B.  r  und  (p  beide  Fi 
tionen  von  f,  so  folgt  aus  Gleichung  (3.) 

(5.)  d.  =  ydr^-Vr^dv!'  =  ^^^Ct^  +  '^ßlj' 

und  für  t  gleich  r 

,6,  .«  =  ,„.|/.  +  ^(5|: 

dies  gibt 


§  29. 

Übungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Man   soll   die  Länge  des   Bogens   bei 
Archimedischen  Spirale,  mit  der  Gleichung 

(1.)  r  =  ay 

berechnen  {Fig.  83). 

Auflösung.     Aus  (lleichung  (1.)  folgt 

*"'«•*»•  (2.)     dr:^ad<f, 

^''-^ fx  =  a-d  +  Vr)dr^ 

folglich  wird 

(3.)      rf.v  =  a#Vl  +  ^-, 


(4.)        Ä  =  a/df^l/l +  fp^. 

Vi 


Dies  gibt  nach  Foimel  Nr.  129  der  Tabelle 
(5.)     .V  =  ag  1/1  +  (^-^  +  J  ?tr @in(^] 

=  «p^yi  +  y''  +  "2  ln(9  -r  Vi  +  <f^)]  , 


oder 
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^2        Vyi  +  ]/o2_,_;.j2/ 


20 


Fig.«. 


Aufgabe  2.     Man    soll   die  Länge  des  Bogens  bei   der 
hyperMüfchen  Spirale  mit  der  Gleichung 
(6.)   rg)-=  a,     oder    r  =  cKp—^, 
berechnen  (Fig.  84). 

Auflösung.  Aus  Gleichung  (6.) 
folgt 

(7.)  dr  =  —  ag>—^dq), 

(a)  ds^  =  df^  +  r^d(p^ 

=  aH<p-*  +  <r^)d(p', 

(9.)    d8  =  ~yi  +  ^.dip, 


Vi  Vi  Ti 

Dies  gibt  nach  den  Formeln  Nr.  40  und  35  der  Tabelle 
111.)      ,  =  a[_  ffil??  +  l„(y  +  Vi -i:  ^)]  ' 


[_V.T+;.  +  „ta(i+i^.'f)] 


(12.)    s-  =  Ya^  +  ri'ä  —  y'a'  +  r-^  + 


alnC'"^!"- 
V2(a 


•n(a+  l/a-'  +  ra^; 


Aufgabe  3.     Man  soll   die  Länge 
des  Bogens    bei    der    logarithmischen 
Spirale  mit  der  Gleichung 
(13.)  r  =  e«v 

berechnen  (Fig.  85). 

Auflfeung.     Aus    Q-leichimg    (13.) 
folgt 

Kiepert,  Integral -Reohnnng. 


12 
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dr  =  ef^ .  ad^  =  ardtp^ 


d^  =  - 
ar 


(14.) 
oder 

(14  a.) 

(15.)  rf.92  =  rf;-'  +  rärfyS  =  dr^(l  +   ^^Y 

(16.)  ds  =  drl/l  +  -^,  =  ^^  ya^  1 ; 

dies  gibt 

(17.) 


=  y^-±  '  Idr  =  '-1:^  Vä^  +  1 . 
a      j  a 


Aufgabe  4.     Man   soll   die  Länge   des  Bogens  A 
der  Parahd  mit  der  Gleichung 


a    *cos 


(-0 


?    oder    r  =  - 


cos 


<i) 


berechnen  (Fig.  86). 

Auflösung.     Aus   Gleichung  (18.) 


(19.) 


dr 


osindy?) 

'■(I) 


COS"* 


(20.)     dfi^  =  rfr-^  +  r^dif^  = 


d^dffr 


COS' 


(21.) 


ds  = 


ad(f 


<D 


COS^I 


(I) 


also,  wenn  man  (p  =  2t  setzt  und  die  Formeln  Nr.  1( 
48  der  Tabelle  beachtet, 


(22.)      .V  =  2a| 


'cos' 
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oder 

,    123.) 


Fin;.  87. 


Aufgabe  5.     Man  soll  die  Länge   des  Bogens  AP  bei 
der  Kardioide  mit  der  Gleichung 

(24)      ,>=a^cos(|), 

oder 

r24a         r  =  acos2^|^ 

berechnen  (Fig.  87). 

Auflösung.  Aus  Gleichung 
(24a.)  folgt 

(25.)  dr=  —  acos^l^sind^dy, 

(26.)  d*2  =  rfr2  +  r^d^^ 

=  a=^cos^(|)[sin=»(|)  +  cos^Qjd?'^  =  ä^co^(^d^, 

(27)  rf«  =  acosßW  =  2o  cos(Dd(|Y 

CiR)  .v^2a/LQd(|)  =  2asin(|). 

Für  </  gleich  :t  erhält  man  die  Länge  des  Bogens  ÄPO, 
nämlich 

(29.)  6'  =  2a, 

(1.  h.  der  Bogen  APD  ut  deni  Durchmesser  des  in  Figur  (97 
dir  Kardioide  umschriebenen  Kreises  gleich. 

Aufgabe  6.     Man    soll   die  Länge   des  Bogens  OP  bei 
der  Zissoide  mit  der  Grleichung 

(60.)  r  = 

cosrp 

berechnen  (Fig.  88). 
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Auflösung.     Aus  Gleichung  (30.)  folgt 


(31.) 


dr  = 


2asm(f{l  '\-  Qo&^ff)d(p 


COS^tf) 


(32.)     ds^  =  dr'  +  rH(fß  = 

also 

Fig.  sa 


cos-V 
Setzt  man 

also 

— y 'd^\ii<f'd<p  =  dt. 
so  wird 


(36.)  .  =  -^,ay^lkV^' 

00 

(v)  (f) 

folglich  erhält  man  mit  Eücksicht  auf  die  Formeln  Nr 
und  35  der  Tabelle 


(B7 
oder 


L  -lo.) 

,  _  i>„rV'l  +  3cos-V/ 

COSffi 

">  -V'6   in^^^-^'"'^^  +  1/1+  3cosV\1 
■     V  2  +  1/^         '       /J 


(38.)  .y  =  2J 

L       cosy 


Fig.  8B. 


VIII.  Abschnitt. 
Komplanation  der  Rotationsflächen. 

§  30. 

Berechnung  des  Flächen -Elementes  bei  einer 
Rotationsfläche. 

(Verjfl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  141  und  142.) 
Rotiiert  eine  Kurve  mit  der  Gleichung 

(1.)  y  =  f{x) 

um  die   Z- Achse,   so   beschreibt  der  Bogen  AP  (Fig.  89) 

eine  Rotationsfläche,  deren  Oberfläche  0  eine  Funktion  von 

X  ist.     Wächst    nämlich   x 

um  die  Größe  QQ\   gleich 

Jx.   so    wächst    auch    die 

Oberfläche   um    denjenigen 

Teil  JO  der  Rotationsfläche, 

welcher    bei    der   Rotation 

von   dem    Bogen   PPi    be- 
schrieben wird. 

Zur  Berechnung  von 
/iO  betrachte  man  zunächst 
den  Mantel  des  Kegel - 
stumpfes,    welcher  bei  der 

Rotation   von    der  Sehne  PPi  gleich  ^6-  beschrieben  wird. 
Der  Mantel  dieses  Kegelstumpfes  ist  nach  bekannten  Sätzen 
aus  der  Stereometrie 
(2.)  M=Jc(QP+Q,Pi).PP, 
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Rückt  nun  der  Punkt  Pi  dem  Punkte  P  unendlich 
nahe,  so  fällt  der  Bogen  PPi  mit  der  Sehne  PPi  zusammen; 
dabei  geht  /»v  über  in  rf,v,  und  limyi  wird  gleich  y\  folg- 
lich findet  man  für  das  Oherfiächen  -  Element  dO  aus  Glei- 
chung (2.) 
(3.)  dO  =  2jtyds. 

Daraus  ergibt  sich  durch  Integration 

(4.)  0  =  2jrßds, 

wobei  die  Grenzen  mit  Xi  und  x-^  bezeichnet  sind,  weil  man 
X  als  die  Integrations -Veränderliche  betra<5htet. 

Auch  hier  kann  man  das  bestimmte  Integral  als  eine 
Summe  von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Größen  be- 
trachten, und  zwar  sind  die  einzelnen  Summanden  Mäntel 
von  Kegelstumpfen  mit  der  Seitenkante  d«,  begrenzt  von 
zwei  Kreisen  mit  den  Halbmessern  y  und  y  +  dy. 

Rotiert  die  Kui^c  um  die  l'- Achse,  so  erhält  man  in 
ähnlicher  Weise  für  den  Flächeninhalt  der  Rotationsober- 
fläche durch  Vertauschung  von  x  mit  y 

(5.)  0  =  2.T  /irf.v. 

//i 

Die  auf  diese  Weise  ausgeführte  Berechnung  der  Ober^ 
fläche  nennt  man:  ^^Kcnnplanation  det'  Botatwnsfl/irhen"^. 


§  ^31. 

Übungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Man  soll  den  Flächeninhalt  einer  Ku^^elzmie 
berechnen  (Fig.  90). 

Auflösung.     Rotiei-t  der  Bogen  P1P2  des  Kreises  mit  der 
Gleichung 

(1.)  x^  +  y^  =  d^,     oder     x  =  y¥—7/ 

um  die   1^-Achse,    so  beschreibt  er  eine  Kugelzone,    deinen 
Oberfläche  nach  Formel  Nr.  142  der  Tabelle 
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ft) 


¥i 


0  =  2ji:  fxds 


wird    Dabei  folgt  aus  Glei- 
chung (1.) 

(3.)  dx=-  /i., 

a^  —  y^ 


Fi«.  90. 


c?dy^ 


(5.) 


(7.) 


A8  = 


ady      ady 


y^2ll^         X 
xd8  =  ady, 

0  =  2aJtjdy  =  2aJt{y2  —  yi)  =  ^ajih , 


¥i 


wenn  man    die  Höhe  yg  —  yi  der  Kugelzone  wieder  mit  h 
bezeichnet. 

Setzt  man  yg  gleich  -f  a?  yi  gleich  — a,  also  h  gleich 
2fl,  80  erhält  man  für  die  Oberfläche  der  ganzen  Kngel 

(8.)  0  =  4a2.T. 

Aufgabe.  2.     Man    soll    die    Oberfläche    des    Botations- 
parahdoids  berechnen  (Fig.  91). 

Auflösung.    Die  Gleichung  der  ^«  ^^• 

Parabel  ist 
(9.)  y^  =  2px; 

daraus  folgt 

^y  =  1, 

dx       y 


(10.) 


ds       1 


f 


y' 


(11^)   ^^=2/*^^'+"^^"^' 


(12.) 


yds  =  rfx  Kp^  +  2px. 


184   §  31.    Komplanation  der  Hotationsfi&chen;  Übnngs-Au^lM 

Setzt  man 
( IB.)    yp^~+~2px  =  f,     also    p^  +  2px  =  f^  pdx  =  tdt . 
so  wird 
(14.)  yds  = 


tut 

p 


also  nach  Formel  Nr.  141  der  Tabelle 


(15.)       O  =  2xßd.  =  '^^-jm  =  1^  [iVj^  +  2pxyi  ■ 

Dies  gibt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (9.) 
(16.)  o  =  ~\ip^+  y^Vf  +  ^  -  /)»]. 

Aufgabe    3.     Man    soll    die    Oberfläche    des    Botati 
dlipsoids  berechnen  (Fig.  92). 

Auflösung.     Die  Gleichung  der  Ellipse  ist 

(17.)  b^aP  +  aY  —  a-h' = 

daraus  folgt 

dy b'^jr 

dx  d^y 

fdss^  _a^f-{-^x' 

b\d^  —  d^j^) 


Fig.  92. 


(18.) 


"»■'0'=°*^^ 


«v 


(20.) 


dx       a'y^"        ^^  ' 


(21.)      yds  =  *  •  ?  Vc^  --^  =  "  ■"^'^•'i  Va*  -  f-x-, 


i_*-.^J^^)v.4--:.2^. 


a- 


(22.) 


Dies  gibt  nach  Formel  Nr.  123  der  Tabelle,  wenn 
d^  mit  a^  und  x  mit  ex  vertauscht, 


(23 


arcsm 


{81.  Komplanation  der  Rotationsilächen ;  Übungs -Aufgaben.   18ö 
Für  X2  gleich  a  wird 


j 

m  deshalb  erhält  man,  indem  man  Gleichung  (23.)  mit  2  multi- 
I  pliziert  und  Xi  gleich  0  setzt,  für  die  ganze  Oberfläche  des 
Eotationsellipsoids 

0  =  "Y     a^be  -j-  a^arcsinf -\ 


(24.) 


=  2¥jt  -\ arcsm 

e 


C) 


Man  kann  sich  davon  überzeugen,  daß  der  gefundene 
Ausdruck  die  Oberfläche  der  Kugel  liefert,  wenn  die  rotie- 
rende Ellipse  in  einen  Kreis  übergeht,  wenn  man  also  a 
gleich  6  und  e  gleich  0  macht.  Allerdings  nimmt  dann 
das  zweite  Glied  die  Form  ^  an ;  setzt  man  aber 

e  =  az^ 
so  findet  man  nach  der  Regel,  welche  für  die  Berechnung 
von  solchen  unbestimmten  Ausdrücken  in  D.-R.,  Seite  337 
en  ist, 

_  1 


(25.) 

und 
(26.) 


lim   -  •  arcsinf  -  j  = 


arcsm^       ,. 

Imi =  lim 

^=0        2:  1 


1 


ümO  =  2a^jt  +  2d^jr  =  ia^jt. 


(27.) 


Aufgabe  4.     Man  soll  die  Oberfläche  des  Sphäroidö'  be- 
rechnen (Fig.  93). 

Auflösung.     Aus   der  Gleichung  (17.)   der  Ellipse  folgt 
dy  b^x 

~         6V 


I 
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(30.)  ,*=°^*'v»'+>?=''-**V6'  +  «'!c; 

(31.)  0  =  ^^^  fd{ey)V¥  +  (^f. 

Dies  gibt  nach  Formel  Nr.  129  der  Tabelle,  wenn  man 
ff>*  mit  h*  und  x  mit  f?y  vertauscht^ 

(B-20    0  =  -^J  [f  V»-  +  ^1^  +  ^  ln(th  V|  +  e^-^^ 

Für  ^2  gleich  ft  wird 

]/64  +  ^  =  6|/62  +  c^=  ab: 

deshalb  erhält  man,  indem  man  Q-leichung  (32.)  mit  2  multi- 
pliziert und  yi  gleich  0  setzt,  für  die  ganze  Oberfläche  des 
Sphäroids 

Nun  ist 

(a  +  ef  _{a  +  ef  _a+  e 
h"  d^  —  f^        a  —  e 

folglich  kann  man  den  Ausdruck  für  0  auch  auf  die  Form 
bringen 

(34.)  0  ^2a^.. +  "*'■'' InC^")- 

e        \a  —  0/ 

Auch  hier  kann  man  sicli  davon  überzeugen,  daß  der 
gefundone  Ausdruck  die  Obei'fläche  der  Kugel  liefei-t,  wenn 
die  rotierende  Ellipse  in  den  Kreis  übergeht,  wenn  man 
also  a  gleich  h  und  p  glei(;h  0  macht.  Allerdings  nimmt 
(las  zweite  Griied  wieder  die  unbestimmte  Form  g  an;  setzt 
man  aber 

e  =  az, 

so  findet  man  nach  der  ßegel,  welche  für  die  Bereclmung 
von  solchen  unbestimmten  Formen  in  1).-R.,  Seite  337  an- 
gegeben ist, 
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(3o.)liin-lnC""'"^=lim 
r^,  e     \a — e/      .,=„ 


Hl-^)     ,;_ln(l+2)-In(l-^) 


1 


—  =  lim 
1 


und 

(36.) 


=  11x0^+-^  ^-^  =  2 


limO  =  2a*^.T  +  ä^:x  .  2  =  ^H . 


Aufgabe  5.     Man  soll   die  Oberfläche  des  zweischaligen 
Mationshyperbolaids  berechnen  (Fig.  94). 


Yiif.  94. 

y 


Auflösung.     Die  Gleichung  der  Hyperbel  ist 

(37.) 

b^x'  —  aY  —  aW  =  0; 

daraus  folgt 

(3a) 

dy      ¥x 
dx~^' 

(39.) 

/dsy?     «V  +  b*3?      V^{^3?  —  a*) 
\dx)~        aY        ~      "  «V         ' 

(40.) 

dx       d?y 

(41.)      yd.  =  ^-^-pV^-^-a*  =  ^--'^^^y^:^-a*, 


M 


(42.) 


0  =  ^  jd(ejr)  Ve'ji^  —  a*. 
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Dies  gibt  nach  Formel  Nn  129  a  der  Tabelle,  wenn  maa 
a^  mit  af  und  x  mit  ex  vertauscht, 


Setzt  man  X\  gleich  a  und  X2  gleich  x,  so  wird 


Ve^; 


•a?!^ 


a*  =  aV^e^  —  d?  =  ab, 


und  man  erhält  für  die  von  dem  Bogen  AP  bei  der  Ro- 
tation beschriebene  Fläche 


(44. 


c?  e        \       a^e-yh)       f 

Aufgabe   6.     Man  soll   die  Oberfläche   des   einschaligm 

Botafionshyperboloids  berechnen  (Fig.  96). 

Auflösung.     Aus   der  Glei- 
chung (37.)  der  Hyperbel  folgt 

dx ah/ 

dy      h^x 


>Mic.  95. 


/ 


/    (45. 


a.  dy 


(48.)     xd.s  =  "  .|^  ]/6^"+  ^"  = 


62 


a  •  <^(gy) 
J2e 


|/6f+^, 


(49.) 


.^ 


0  =  ^^Jd{ey)V¥T^f. 


it/,) 


Dies  gibt  nach  Formel  Nr.  129  der  Tabelle,  wenn  man 
d^  mit  b*  imd  x  mit  ey  vertaiischt, 


(50.; 


0  o^if [fv*'-+-A/+;*i< 


*'  ,„/e^  +  V6*  +  eV 


62 
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Für  ffi  gleich  0,  ^2  gleich  y  erhält  man  daher 


ayj€. 


tt.)  o=^-^y6M^^+  ^ 


ab^J^./ey+VW+e'f 


H 


62 


) 


Aufgabe  7.  Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  be- 
Bchnen,  welcher  durch  Rotation  der  Kettenlinie  mit  der 
Heichnng 


der 


>2a.)      +  1/^  ^^  =  |G«  —  r  «)=  «©in(^) 

m  die  X-Achse  entsteht  (Fig.  96). 

Auflösung.     Aus    Gleichung 
Ä)  folgt 

4.)     0  =  IjTJyds 

-#• 

*?  2  •» 


+  e    "^Jdx 


2x^^ 


2    2^  2        J 

1er  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (52.)  und  (52  a.) 

5.)    o  =  :Tr|Ve"«  +  e~^>)-|v«  — e'"^>)+aa:l 
=  :Jt[yVf  —  a^  +  axf 


c 


=  ^[2/2!^^  —  «^  +  yiVyi^  —  a^  +  ^a>2  —  xi)]. 

Hierbei  gilt  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen,  je 
üchdem  X\  positiv  oder  negativ  ist. 
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Aufgabe  8.     Man  soll   die  Oberfläcke  des  Körpers  be- 
rechnen, welcher  durch  RotÄtion  der  Zykloide 


(56.) 


j  x  =  a{t  —  sin^), 


l  y  =  a{l  —  cwt) 
um  die  X-Achse  entsteht 
{Fig,  97). 

"^  Auflösung.    Aus  den 

Gleichungen  (5().)  folgt. 

(57.)   <fc  =  t>flrsin(|\tt, 

(68.)       y(h  -  2a-\l  —  cos/)sin(~)flff  =  Ad^  sirv" {~\dt. 
Dies  gibt 

(59.)  0  =  1  Qd^^jsm''Qy(!^'j 

0 

Fül'  t  gleich  2.T  erhält  man  die  Oberfläche,  welche  bei 
der  Rott'^tion  von  dem  ganzen  Zykloidenbogen  OHÄ  be- 
schrieben wird,  nämlich 


(60. 


0=^^^'"(2  +  B-l) 


64a*-jr 
3 


Aufgabe  9.     Man   soll   die  Oberfläche  des  Körpers  be- 
rechnen, welcher  durch  Rotation  der  Ästroide 

(61.)  X  =  acos'^,     y  =  asinH 

um  die  Z- Achse  entsteht  (Fig.  98). 
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AllflflSUng.     Aus  den  Gleichungen  (61.)  folgt 
L)  dfi  =  —  3a sin f  cos t dt, 

L)  yd^s  =  —  3a^sin*^  costdt. 


Dies     gibt     für    die     ganze 
verflache 

o 

L)  0=  —  Vla^jrßinHcostdf, 


Fig.  9a 


er 


>.)    0  =  +  12a'^jrysin*< .  d(s'int) 


=      .      [sin^    =      ,.      • 
o     •-        -'o  5 

Aufgabe  10.     Man  soll   die  Obei-fläche  des  Körpers  be- 
chnen,  welcher  durch  Rotation  der  Krei.sevolvente 
3.)         X  =  a(cosf  4-  ^sinf),     y  =  aisint  —  ^cosf) 
LI  die  X-Achse  entsteht. 

Auflösung.     Aus  den  Gleichungen  (66.)  folgt 
7.)  dtf  =  atdt, 

3.)  ydb-  =  (j?{t  sin  ^  —  f-  cos  t)dt , 

i^.)  0  =  'Wnj{t  sin  f  —  ^^  cos  t)dt . 

Setzt  man 
0.)  u  =  i^j     dv=costdt,     also     dii  =  2tdt,     t;  =  sinf 
die  Fonrnel  Nr.  98  der  Tabelle,  nämlich  in  die  Gleichung 

1.)  Judv  =  UV  — Jvdu 

ri,  so  erhält  man 

2.)  /tH'ostdt  =  f^sint  —  2jfsintdt. 

S(?tzt  man  dagegen 
3.)     uz=t,     dt^=^smtdt,     also     du^=dt,     ?;  =  —  cost 
die  Gleichung  (71.)  ein,  so  ergibt  sich 

4.)   Jismtdt  =  —  ^cos^  -{-jQOstdt  =  —  tcos>t  -{-  sint. 
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Indem  man  Gleiehnng  (72.)  Imit  —  1 ,  Gleidmng  (74.] 
mit  +  3  multipliziert  und  dann  beide  Gleichungen  addier^ 
findet  man 

(75.)  /tsintdt  —ß^costdi  =  —  t^sint  —  ?Ucost  +  3sinl. 

Deshalb  wird 

(76.)  0  =  2a^jf{3smt  —  3t  cos  t  —  f^sin  t). 

Aufgabe  11.  Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  be- 
rechnen, welcher  durch  die  Rotation  der  Kardiaide 

(77.)     x=a[2  cos  t  —  cos  (201  ^     y  =  a[2sint  —  8m  (2f)] 
um  die  X-Achse  entsteht. 

Auflösung.     Aus  den  Gleichungen  (77.)  folgt 

(78.)'  dx  =  2a[  —  sin/  +  sm{2t)]dt  =  4a sin (|) cos (^Ä, 

(79.)    dy  =  2a[cos/  —  cos{2t)]dt  =  4asin (|^)8ii^(?)*) 

also 

(80.)  ds''  =  16a^s[n^C^\dt%     d^  =  4asin(~yf , 

(81.)  yds  =  4:a^  [2  sin  /.  —  sin  (2/)]  sin  (^dt 

=  8a'smt{l  —  cos/)sinf  ^  jeß 

=  32a2sin4(0cos(^-)df  =  64a2sin*(|)d8in(|Y 

Dies  gibt 

(«) 

(82.)  0  =  12Sa^jt  An'(^)^sin(i) 


IX.  Abschnitt. 
Rektifikation  der  Raumkurren. 

§  32. 

Berechnung  des  Bogen- Elementes  einer  Raumkurve. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  143.) 

Der  Durchsclinitt  zweier  krummen   Flächen    mit    den 
Gleichungen 

(1.)  F{x,y,z)  =  0    und     O{x,y,z)  =  0 

ist  im  allgemeinen  eine  Raumkurve  (vergl.  §  143  der  D.-R). 
Indem  man  aus  den  beiden  Gleichungen  (1.)  die  Veränder- 
liche z  eliminiert,  erhält  man 
(2.)  H{x,y)  =  0,     oder    y  =  f{x). 

Dies    ist    die  Gleichung  eines  Zylinders,    welcher   die 
Schnittkurve    in   die  XF- Ebene   projiziert     Ebenso   findet 
man  durch  Elimination  der  Veränderlichen  y  aus  den  Glei- 
chungen (1.) 
(3.)  K{x^  2?)  =  0,     oder     z  =  g(x). 

Dies    ist  die  Gleichung   eines  Zylinders,    welcher    die 
Schnittkurve  in  die  XZ'- Ebene  projiziert. 

Setzt  man  noch  für  x  irgend  eine  Funktion  von  einer 
vierten  Veränderlichen  ^,  so  werden  mit  Rücksicht  auf  die 
öleichungen  (2.)  und  (3.)  auch  y  und  z  Funktionen  von  ^, 
80  daß  man  die  Raumkurve  auch  durch  die  drei  Gleichungen 
(4.)  x  =  Ut),    y  =  f2{t),    z  =  m 

darstellen  kann.     Umgekehrt  lassen   sich  drei  solche  Glei- 
3himgen  auch  immer  als  Raumkurve  geometrisch  deuten. 

Kiepert,  Integral,- Reohnnng.  13 


ViK.  W«. 
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Um  nun  die  Länge  s  des  Kurvenbogens  ÄP  zu  be- 
stimmen, nehme  man  auf  der  Kurve  zwei  benachbarte 
Punkte  P  und   Pi  an    und   lege    durch  dieselben  Ebenen, 

])arallel  zu  den  Koordinaten- 
Ebenen  (Fig.  99).  Dann  erhält 
man  ein  rechtwinkliges  ParaUel- 
opipodon  mit  den  Kanten 

'^i  —  x,     Vi  — Vi     z\  —  2 
und  mit  der  Diagonale 

(5.)  ppi=y(x^=^^::y7^i-?. 

Rücken   die  Punkte  P  und 
P\  einander  unendlich  nahe,  so 
fällt  der  Bogen  PPi  mit  der  Sehnt 
PPi  zusammen,  die  Größen 
PPi,    xi  —  jr,    yi  —  y,    zi  —  z 
gehen  bezw.  über  in 

ds,  dx^  dt/,  dz, 
und  aus  der  Gleichung  (5.j  ergibt  sich 
(6.)  ds^  =  dx^  +  di/  +  dz'. 

Daraus  folgt  für  die  Länge  des  Bogens  AP 

Für  X  iirleich  t  wird  z.  B. 


(8.) 


dzV 


-.H^<S<^ 


Übungs- Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Mun  soll  die  Bogenlänge  bei  der  zylindri- 
schen Schraiibnilinir  (vergl.  I).-K.,  Seite  646  und  646) 


(1-) 
berechnen. 


r-' +  ?/-'  =  «■-•,     ,/  =  xtgQ 


\ 
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Auflösung.     In  dem  vorliegenden  Falle  wird  es  zweck- 
mäßig sein,  X,  y  und  z  als  Funktionen  einer  einzigen  Ver- 
I  inderlichen  fp  auszudrücken,  indem  man 
I  (^)  x  =  acosff 

setzt,  dann  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.) 

(3.)  y  =  a8iny,     z  =  c<pj 

und  man  erhält 

(4.)       dx=  —  asintpdfp,     dy  =  acosfpdtp,     dz  =  cdtp, 

(5.)      ds^  =  dx^  +  dy^  +  dz^  =  {d^  +  c^)d(p^, 

(6.)       ds=dfpyW+(^, 

(!.}       s  =  Vc^~+7^/dip  =  (^2  —  yi)y^M^. 

Vi 

Dieses    Resultat    ergibt    sich    auch    daraus,     daß    die 
I    Schraubenlinie  entsteht,  indem  man  ein  rechtwinkliges  Drei- 
eck mit  den  Katheten  atp,  c^  und  der  Hypotenuse  y  Va^  -f-  ^ 
aiif  den  Kreiszylinder 

x^  +  y^  =  ö^^ 
so  aufwickelt,  daß  die  Kathete  ay  mit  der  Basiskurve  (d.  h. 
mit   dem   Kreise)    zusammenfällt.     Die    Hypotenuse    bildet 
dann  die  Schraubenlinie. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Bogenlänge  bei  der  konwehen 
Spirale 

(8.)  X  =  e^^co3fp,     y  =' e'^'p  sintp ,     z  =  ce"'i' 

berechnen, 

Auflösung.  Die  Projektion  der  Kurve  in  die  XF-Ebene 
ist  eine  Kurve,  bei  welcher  (p  der  Winkel  zwischen  der 
X-Achse  und  dem  Radius  vector  ist,  denn  aus  den  Glei- 
chungen (8.)  folgt 

(9.;  l=^SV" 

Die  Projektion  hat  daher  die  Gleichung 
(10.)  x^  +  f  =  r^  =  e2«v  ^     oder     r  =  e«v , 

d.  h.  die  konische  Spirale  liegt  auf  einem  Zylinder,  welcher 
auf  der  XF- Ebene    senkrecht   steht  und  die  logarithmische 

IS» 
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Spirale  zur  Basiskurve  hat.     Außerdem  folgt  aus  den  Glei- 
chungen (8.) 

(11.)  ;r2  +  y2-^'=0; 

die  konische  Spirale  liegt  also  auch  auf  einem  Kreiskegel, 
dessen  Spitze  in  dem  Anfangspunkt  der  Koordinaten  liegi^ 
und  dessen  Achse  mit  der  Z-Achse  zusammenfällt. 
Aus  den  Gleichungen  (8.)  findet  man 

Idx  =  e*v(acos9  —  siny)d^, 
dy  =  e«y(asiny  +  cosy)dy, 
d^  =  e«v.  acdff. 

Dies  gibt 

(13.)     ds^  =  dx^  +  df  4-  dz^  =  e^{a^  +1  +  a^<?)dq,^, 

(U.)      ds  =  ePV  .dfp  Vi  +  ~c^+Wc^, 

(15.)       s  =  y\+aH^^^ß^ '  äff  =  i>/l+e?+ä2c2(e«v«— ^vi), 

Vi  ^ 

oder 

(16.)  s  =  -i^--^  yi  -fT2  qr^v". 

ac 
Für  einen  ganzen  Umgang  wird 

( 1 7.)  <p2  =  ^i  +  2.7r ,     Z2  =  ce«(v+2a)  _,  2^1 .  e^" , 

also 

(18.)  .V  =  ^-  {e^^  —  l)|/rf^2'+-^\ 

ac 

Aufgabe  3.     Man  soll  die  Bogenlänge  einer  Raumkurve 
dritten  Grades  mit  den  Gleichungen 

(19.)  x  =  1dH,    y  =  3abr^,     2  =  3b^t^ 

berechnen,  wobei  a  imd  h  zwei  beliebige  konstante  Größen 
sind. 

Auflösung.     Aus  den  Gleichungen  (19.)  findet  man 

(20.)         dx  =  2am,     dy  =  6abtdt,     dz  =  U^tHt, 

folglich  wird 
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(21.)  ds^  =  da?^df  +  dz^  =  (4«*  +  36 «262^2  _|_  si¥t^)dt' 

also 

(22.)  ds  =  {2a?  +  9bH^)dt. 

Macht  man  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  durch 
den  die  Kurve  hindurchgeht,  auch  zum  Anfangspunkte  des 
Kur\'^enbogens ;  so  erhält  man 

(23.)  s  =J{2a^  +  962^2)^^  =  2aH  +  3ft2^  =  x  +  z. 


\ 


Zweiter  Teil. 


X.  Abschnitt. 

Integration  der  gebrochenen  rationalen 
Funktionen. 

§  34. 

Echt  gebrochene  und  unecht  gebrochene  rationale 
Funktionen. 

Wie  schon  in  der  Differential -Rechnung  (Seite  16)  ge- 
zeigt wurde,  läßt  sich  jede  gebrochene  rationale  Funktion 
als  Quotient  zweier  ganzen  rationalen  Funktionen  darstellen, 
d.  h.  sie  läßt  sich  auf  die  Form 

F(x)  ^  Aaf-  +  AvjC^-'  +  A^^af^-^  +  •  •  •  +  A^-j^  +  Ä,, 
'^      f{x)  ax""  +  aix~-^  +  a2a;«-2  +  . . .  _[-  an-\X  +  a^ 

bringen.  Hierbei  sind  die  Koeffizienten  J.,  A\^  A2^ . . .  a,  rti, 
rrj,...  beliebige  konstante  Zalilen,  und  die  Exponenten  m 
und  n  sind  beliebige  po,sitire  ganze  Zahlen.  Den  Koeffi- 
zienten a  der  höchsten  Potenz  von  x  im  Nenner  kann  man 
immer  gleich  1  machen,  weil  man,  wenn  a  von  1  verschie- 
den ist,  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  durch  a  dividieren 
kann.  Der  Nenner  f(x)  soll  daher  in  dem  folgenden  immer 
die  Form 

(2.)      f(x)  =  jr"  +  a^r"-!  +  a^x"-'^  -\ h  On-iX  +  a„ 

haben. 

Man  teilt  die  gebrochenen  rationalen  Funktionen  in 
echt  gebrochene  und  unecht  gebrochene  rationale  Funktionen 
ein,  und  zwar  heißt  eine  gebrochene  rationale  Funktion  ..echt 
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gebrochen'^  wenn  der  Orad  des  Ziüders   kleiner   Uf  als  der 
Grad   des  Nenners:   sie   heifit   dagegen   „unecht  gebrochen'% 
wenn    der  Q^rad  de^  Zählers  größer  oder,  mindestens  ebenso 
groß  ist  wie  der  Orad  des  Nenners. 

Hiernach  ist  die  durch  Gleichung  (1.)  erklärte  Funktion 

Fix) 

-     echt  gebrochen^   wenn  m<in^  und   sie   ist    unecht  ge- 
brochen, wenn  7h  ^  n  ist. 

Satz  1.  Jede  unecht  gebrochene  rationale  Funktion  läßt 
sich  als  die  Summe  einer  ganzen  und  einer  echt  gebrochenen 
raiionaJen  Funktion  darstellen.     Es  ist  also 

wo  y{x)  eine  ganze  rationale  Funktion  und  der  Grad  von 
q{x)  kleiner  ist  als  der  von  f{x). 

Der  Beweis  des  Satzes  ergibt  sich  einfach  durch  Divi- 
sion.    Ist  nämlich  bei  der  Division  von  F{x)  durch  f(x)  der 
Quotient  gleich  g{x)  und  der  Rest  gleich  q{x\  so  ist 
(4.)  F{x)  =  f{x)g{x)  +  g>{x), 

wobei  der  Grad  des  Restes  (p(x)  kleiner  gemacht  werden 
kann  als  der  Grad  des  Divisors  f{x).  Aus  Gleichung  (4.) 
ergibt  sich  sofort 

'''^  -nx)=^^^^+-f^x)' 

Am  besten  erkennt  man  das  Verfahren  aus  einem  Bei- 
spiele.    Es  sei 

F{x)  __  ^  +  9x-  +  I2x  —16 
f{x)  ~         a?  +  2x  —  3         ' 

dann  erhält  man  durch  Division 

ic^  +  9x^  +  12x  —  16  =  (^2  +  'Ix  —  3)  (^  +  7)  +  (x  +  5), 
x^  +  2x^  —^x_ 
+  12?+  ibx  —  16 
^lx^-\-\^x  —  21 

oder 
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In  ähnlicher  Weise  findet  man 

Sind   V^,  7  und   ^^,  -     zwei    echt    srebrochene  rationale 

Funktionen,  bei  denen  fi{x)  den  Grad  Ui  und  f^x)  den  Grad 
W2  haben  möge,  während  der  Grad  von  g*i{x)  höchstens 
fii  —  1  und  der  von  (p2{x)  höchstens  ?*2  —  1  sein  kann,  so  ist 

^   '^  fl{x)^'Mx)  "      fi{x).fo{X) 

wieder  eine  echt  gebrochene  ratioüale  Funktion,  denn  der 
Nenner  hat  den  Grad  ni-^-n-j^  während  g>i{x).f^x)  und 
^^x) .  fi{x)  liöchstens  den  Grad  ui  +  W2  —  1  haben.  Eine 
ähnliche  Betrachtung  giU  für  die  Differenz  zweier  echt  ge- 
brochenen rationalen  Funktionen.     Dies  gibt 

Satz  2.  Die  Summe  oder  Differenz  zweier  edit  ge- 
brochenen ratimialen  Funktionen  ist  wieder  eine  echt  ge- 
brochene rationale  Funktimi. 

Dieser  Satz  läßt  sich  unmittelbar  auf  die  Summe  von 
beliebig  vielen  echt  gebrochenen  rationalen  Funktionen 
übertragen. 

§  35. 

Zerlegung  der  echt  gebrochenen  rationalen  Funktionen 

in   PartlalbrUche,  wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung 

f\x)  =  fi  sämtlich  voneinander  verschieden  sind. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  144.) 

Nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesenen 
Satze  kommt  es  bei  der  Integration  der  gebrochenen  ratio- 
nalen Funktionen  nur  auf  die  Integration  der  echi  ge- 
brochenen rationalen  Funktionen  an;  denn,  wäre  die  vor- 
gelegte Funktion  unecht  gebrochen,  so  könnte  man  sie  in 
eine  ganze  und  in  eine  echt  gebrochene  rationale  Funktion 
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I  «erlegen.    Die  Integration  der  ganzen  rationalen  Funktionen 
I  k  aber  bereits  auf  Seite  18  in  §  4  erledigt.  • 

I  Die  Integi'ation  der  echt  gebrochenen  rationalen  Funk- 
I  tionen  kann  mau  durch  Zerlegung  in  Parfiaibrüche  aus- 
führen, wobei  der  Generalnenner  der  einzelnen  Partialbrüche 
((x)  sein  muß.  Deshalb  muß  man  hier  die  Zerlegung  der 
ganzen  rationalen  Funktion  f{x)  in  lineare  Faktoren  be- 
nutzen. In  §  111  der  Differential -Rechnung  (Seite  520) 
wai*  nämlich  der  Satz  bewiesen  worden:  Jede  ganze  ratio- 
nok  Funktion  n'^  Orade^s  laß  sich  in  n  lineare  Faktcnren 
Zf'rlegen.     Es  ist  also 

(1.)     fix)  =  j:«  +  aix'*-^  +  a-^x''--  H h  a„_ix  -f  a^ 

=  {X  —  Xx){x  —  X'i){x  —  X^).,.{X—  Xn), 

und  Ji,  X2,  Xa, . . .  Xn  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(2.)  f{x)  =  0. 

Für  das  Folgende  nmß  man  zwei  Fälle  unterscheiden, 
je  nachdem  diese  Wuraeln  xi,  oo^^  X'^,. .  .Xn  sämtlich  vonein- 
ander verschieden  sind  oder  nicht. 

Hier  möge  zunächst  der  erste  Fall  behandelt  werden, 
wo  die  Wurzeln  der  Gleichung  (2.)  sämtlich  voneinander 
verschieden  sind.  Um  die  vielen  Indizes  zu  vermeiden, 
mögen  dabei  diese  Wurzeln  mit  a,  h,  Cy.,.k,  l  bezeichnet 
werden,  so  daß  die  Gleichung  (1.)  übergeht  in 
(3.)  f{x)  =  {x  —  a){x  —  b){x  —  c).,,{x--k){x  —  l). 
E^    soll    dann    gezeigt  werden,    daß    die    echt    gebrochene 

o)(x^ 
rationale  Funktion  ^  ■    auf  die  Form 

fix)       x  —  a^  x  —  b^  x  —  c^       ^  x  —  k^  x  —  l 
gebracht  werden  kann,  wobei  die  Zähler  A,  £,  C, . . .  K,  L 
der  Partialbrüche  konstante  Größen  sind.*) 
Beweis.    Es  sei 

tö.)       fx(x)  =  -^^^^    ={x-h){x-r)...{x-k){x-  l), 
X  —  a 

♦)  Für  den  Fall  «  =  2  ist  die  Zerlegung  m  Partialbiüche  schon 
in  §  18  durchgeführt  worden. 
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(6.) 


(7.) 


A 


(p{x)  —  Äfi{x) 


dann   ist    fi{x)    nur    noch    eine    ganze   Funktion   (n  —  1)^^" 
Grades;  ferner  sei 

fi{a)' 

Nach    diesen    Festsetzungen    wird  die   ganze  rationale 
Funktion 

(r(x)fi(a)  —  <p{ä)fi{x) 

gleich  0  füi-  x=  a,  so  daß  nach  Satz  2  in  §  111  der  D.-R 
(Seite  519)  q){x)  —  Äfiix)  durch  x  —  a  teilbar  sein  muß. 
Man  erhält  also 

(8.)  (fix)  —  Af,{x)  =  {x-  a)(pi{x), 

oder 

(8a.)  q^ix)  =  Äfiix)  +  {x  —  a)(ri{x) , 

wo  (pi{x)    eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  ist,    deren 

Grad  höchstens  gleich  n  —  2  sein  kann.     Hieraus  folgt 


(9.) 


fp{x)       Afiix)  +  {x—  a)fpi{x) 


fix) 


(p\(x) 


(x  —  a)f,{x) 


Ä y^lix) 

x  —  a       fx{x) 


Dabei   ist   ^J]*^'    nach  den  Seemächten  Angaben  wieder  eine 

echt  gebrochene  rationale  Funktion,  welche  aber  einfacher 

ist  als     .       ?  denn  f\{x)  ist  nur  noch  vom  Grade  n  —  1,  und 

(p\{x)  ist  höchstens  vom  Grade  n  —  2. 

In  derselben  Weise  kann  man  jetzt  zeigen,  daß 


(10.) 


(fx[x)  _     B  (p2{x) 


fiix)       x  —  b^Ux) 
wo  f'2(x)  vom  Grade  //  —  2  und  qf2{x)  höchstens  vom  Grade 
n--8    ist.     So   kann   man  foiifahren    und   findet  die  Glei- 


chungen 


(11.) 


Vo(jf) 

Üx) 

(' 

X     -  c 

+  Ux)  ' 

<fn-->{x) 
f»-2{x) 

y«-i(a;) 
f»-i(x)  ~ 

K 

x-k 

L 
x  —  l 

q>„-i{x) 

"^    fn-xix)  ' 
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Addiert  man  die  Gleichungen  (9.),  (10.)  und  (11.)  und 
läßt  die  Glieder  fort,  welche  auf  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung stehen,  so  erhält  man 

^    ^^   f{x)       x—a^x  —  h^x  —  c'^  ^  jc  —  k'^  x  —  l 

Dieser  Beweis  liefert  sogleich  den  Wert  von  A\  es  ist 
nämlich 

(f.{a)  q){a) 


(13.)   ^  = 


fi{a)       (a—b){a  —  c).,,(a  —  k)  {a  —  l) 


ttixS 
la   derselben   Weise,   wie   A   aus   -xrs     berechnet    ist, 

fix) 

könnte  man  ietzt  B  ans  ^ W '  C  aus  ^/f-f  >  •  •  ■  berechnen . 

fi{.x)  Ux) 

Dazu  würde  aber  erstens  die  Bildunfc  von  \)  ^    -r,-\*"' 

f\{x)       f2{x) 

erforderlich  sein,  und  zweitens  könnte  man  leicht  glauben, 
daß  die  durch  Gleichung  (12.)  erfolgte  Zerlegung  in  Partial- 
bräche  verschiedene  Eesultate  liefere,  je  nachdem  man  zu- 
erst das  Glied oder  ein  anderes   absondert.     Dies  ist 

X — a 

aber  nicht  der  Fall,  es  gilt  vielmehr  der  Satz:  Die  Zer- 
legung in  Partialbrüche  ist  eindeutig ;  d.  h.  die  Werte  von 
i,  B ,  Cj...K,  L  sind  unabhängig  von  der  Reihenfolge, 
in  der  man  sie  herleitet.  Multipliziert  man  nämlich  Glei- 
chung (12.)  mit 

f(x)  =  {x  —  a){x--b){x  —  c),..{x  —  k)  {x  —  l), 
so  erhält  man 

(14.)  9>{x)  =  Ä{x  —  b)(x  —  c).,,{x  —  k)  {x  —  /) 
+  B(x  -~a)(x  —  r),..{x  —  k)  (x  —  /) 
+  Cix  —  a)(x—b)...{x  —  k)  {x  —  /) 

+ 

+  K{x  —  a)  (X  —  6) ...  (X  —  0  {X  —  I) 
+  L(x  —  a)(x  —  b),..{x—  })  {x  —  k). 
Setzt  man  in  dieser  Gleiclmng  der  Reihe  nach 
x  =  a,     x  =  6,     x=Cj.,,x^=k^     x  =  L 
80  wird 
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y(a)  ==  A(a  —  b){a  —  c) . . .  (o  —  k){a  —  l), 

g,{h)  =  B{b—  a){b  —  e)...{b  —  k)(b  —  l), 

(15-)         •   y(c)  =  C{c  —  a){c  —  b)...{c  —  k)  (c  —  /), 

tp{D  ^  Ul  -  a){l  —  b) . .  .{1  —  i)(J  —  k). 
Dies  gibt 

i  ^  _<f>{a) 

(a  —  b)  {a  —  r)  . . ."  {a  —  k)  (a  —  ij ' 

tpib) 


(16.) 


^        ^k_a)'{b-c) 


(h  —  k){b  —  I) 


C  = 


vip) 

{c  —  a)(c  —  6)  . . .  (c  —  A-)"(c  —  t) ' 


L  = 


q>{l) 


{l  —  a)  {l  —  b)  . .  .  (J  —  i)  {l  —  k) 

Man  erhält  also  für  die  Zähler  der  Partialbrüche  genau 
dieselben  Werte,  gleichviel  ob  Iman  mit  der  Absonderang 
des  betreffenden  Partialbruches  anfängt  oder  nicht. 

Die  Gleichungen  (16.)  lassen  sich  noch  etwas  einfacher 
schreiben.     Es  war  nämlich 


A  = 


fiia) 


wobei  nach  Gleichung  (5.) 


fi{x)  = j 

X  —  a 

oder,  da  f{a)  =  0  ist, 

(17.)  /-.(^j^/M-A?). 

X  —  a 

Hieraus   folgt   (vergl.  D.-R.,   Formel  Nr.  16   oder   124  der 

Tabelle) 

..  .       ,.      f{x)  —  f{a)       ,.      f\x)        ..  ^ 
fx{a)  =  hm  —     _''     =  hm  '  |    =  f\a), 


also 
(18.) 
imd  ebenso 


na) 
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Hätten  /"(x)  und  y(ic)  einen  gemeinsamen  Teiler,  z.  B. 
den  gemeinsamen  Teiler  x  —  a,  so  würde  der  erste  Partial- 

brach  -    —  wegfallen,  weil  y(a)  und   deshalb   auch  A   in 

X         Ol 

diesem  Falle  gleich  Null  wären. 

Für  die  Ausführung  der  numerischen  Berechnung  ist 
dasselbe  Verfahren  wie  bei  dem  oben  gegebenen  Beweise 
am  meisten  geeignet;  man  schaffe  also  in  GHeichung  (12.) 
durch  Multiplikation  mit 

f\^x)  =  {x  —  a)(x  —  b){x  —  c)...{x  —  k)  {x  —  l) 
die  Nenner  fort,  um   die  Gleichung  (14.)  zu  erhalten,   aus 
der  sich  dann  die  Werte  von  Ä^  B,  Cy .  .  .  K,  L  unmittel- 
bar ergeben,  indem  man  bezw. 

x=a,     x  =  h^    x=  c^ .  .  .  x  =  k,     x=l 
einsetzt. 

Man  kann  allerdings  zur  Berechnung  der  Größen  Ä, 
B,Cy..,K,L  auch  das  folgende  Verfahren  anwenden,  das 
später  in  dem  allgemeineren  Falle  noch  in  Betracht  kommen 
wird,  wo  die  Wurzeln  von  f(x)  nicht  alle  voneinander  ver- 
schieden sind. 

In  Gleichung  (14.)  ist  die  linke  Seite  höchstens  vom 
Grade  n  —  1 ;  ebenso  ist  die  rechte  Seite  eine  Funktion 
vom  Grade  n  —  1,  die  man  sich  nach  Potenzen  von  x  ge- 
ordnet denken  kann.  Da  die  Gleichung  für  alle  Werte 
von  x  gilt,  so  müssen  die  einzelnen  Koeffizienten  der  linken 
Seite  gleich  sein  den  gleichstelligen  Koeffizienten  auf  der 
rechten  Seite,  welche  lineare  Funktionen  (d.  h.  Funktionen 
ersten  Grades)  der  gesuchten  Größen  A,  B,  C,...K,  L 
sind.  Nun  hat  aber  eine  Funktion  (n  —  1)^^  Grades  im 
ganzen  n  Koeffizienten.  Man  erhält  also  n  lineare  Glei- 
chungen mit  n  Unbekannten,  welche  sich  in  diesem  Falle 
stet«  auflösen  lassen. 

Am  besten  wird  man  dieses  Verfahren  durch  die  Be- 
handlung einiger  Aufgaben  verstehen. 
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Aufgabe  1.     Man  soll  den  Bruch  ^_q^_^^^_^^2 

in  Partialbrüche  zerlegen. 

Auflösung.     Man  setzt  den  Nenner  gleich  Null  und  er- 
hält dadui*ch  die  Gleichung 
(19.)  Jf^  —  Gx2  —  13x  +  42  =  0 . 

Löst  mau  diese  Gleichung  auf,  so  ergeben  sich  folgende 
Wni'zeln 

(20.)  a  =  7,     6  =  —  3,     c  =  2, 

deshalb  wird 

(21 .)       ^3  —  0x2  —  rSx  +  4:2  =  {x  —  7){x  +  3)  {x  —  2). 
Hieraus  folgt 

15^2  —  70x  —  95  15^2  —  70x  —  95 


(22.) 


j.:r_  /6^> _  13^  ^42       (x  —  7){x  +  3)(jr  —  2) 


x  —  7   ^  x  +  3  '  x—2 

Um  die  Werte  von  Ä,  B  und  C  zu  ermitteln,  schaffe 
man  die  Nenner  fort,  indem  man  Gleichung  (22.)  mit 

ar*  —  6^2  —  13x  +  42  =  {x  —  7){x  +  3)  {x  —  2) 
multipliziert.     Dadurch  erhält  man 
(23.)       15^2   -70x  — 95  =  A(x  +  3)(x  — 2) 

+  B{x—7)  {x-2)  +  C{x  —  7)  {X  +  3). 

Da  diese  Gleichung  für  alle  Wei-te  von  x  gilt,  so  findet 
man  daraus  für  x  =  7 

150=^504,     oder     A  =  3, 
für  X  =  —  3 

250  =  ÖOB ,     oder    j5  =  5 , 
und  für  x  =  2 

—  175  =  — 25C,     oder     C=7, 
folglich  wird 

(24.)  -  '^^  -  ^^^  -  ^•^-  -  =  -^-  +  -A  -  +      ' 


x"^^  —  Gx2  —  13x  +  42       x  —  7   '   x  +  3   '   x  —  2 

Man   kann   auch   die  rechte   Seite  von  Gleichung  (23.) 
nach  fallenden  Potenzen  von  x  ordnen  und  erhält  dann 
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(25.)  lär^  _  70jj  _  95 

=  x\Ä  +  B+C)  +  x{Ä—9B—'iC)  +  (,—  GÄ  +  14:B  —  21C). 

Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Wert  von  x,  folglich 
müssen  die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  von  x  auf  bei- 
den Seiten  dieser  Gleichung  einander  gleich  sein,  d.  h.  es 
muß 

(26.)  Ä  +  B+C=lb, 

(27.)  A  —  dB  —  4:C=  —  70, 

(28.)  —6A  +  HB  —  21 C  =  —  95 

sein.    Löst  man   diese  Gleichungen  zwischen  Ä,  B  und  C 
auf,  80  ergibt  sich  wieder 
(29.)  Ä  =  3,     5  =  5,     C=7. 

Zu   demselben  Resultate   kommt   man  natürlich   auch 
durch  Anwendung  der  Gleichungen  (18.)  und  (18a.),  indem 


man 
(30.) 


^  =  ?(?1, 


B  = 


_fi*l 


C 


9{c) 
fXc) 


na)  ■      "       fib) 
setzt    In  dem  vorliegenden  Falle  ist 
(31.)  a  =  7,     6  =  — 3,    c  =  2 

and 

(32.)  f'{x)  =  3x2  —  i2x  —  13 ; 

dies  gibt 

y(7)      _  15  ■  49  —  70  .  7  —  95  _  150 

f(l)      ~    3.49  — 12.7  — 13 —  "50 

y(— 3)  _  15.    9  +  70.3  —  95  _  250 

-3)~    3.    9+12.3  —  13"    50 

175 


(33.) 


A  =  ' 


B  = 


C  = 


3, 
15. 


9  +  12  . 3 
4  —  70.2- 


A- 

5P(2) 

Aufgabe  2. 

bräche  zerlegen. 

Auflösung.     Hier  ist 
(34.)  f{x)  =  3^  —  a:  =  x{x 

also 


-13 
95 


3.    4  —  12.2  —  13       —    25 


=  3, 


=  7. 


a?  4-  \ 
Man  soll  die  Funktion  -5-      -   in   Partial- 


af 


l)(x+l). 
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^{x)      x^  +  l       ABC 


f{x)       j^  —  X       X       X — 1       a;  +  l 

Um  die  Größen  A,  By  C  zm  bestimmen,  multipli: 
man  beide  Seiten  der  Gleichung  (35.)  mit  ar^  —  x  und  er 

(36.)       ;r2  4-  1  =  A{x^  —  1)  +  B{pi?  +  x)  +  C{2?  —  x). 

Diese  Gleichung  gilt  für  aUe  Werte  von  x,  des] 
findet  man  für  x  =  0 

(37.)  1=    -.4,     oder     ^  =  —  1, 

für  x  =\ 

(38.)  2  =  25 ,     oder     B  =  +  1 

und  für  x=  —  1 

(39.)  2  =  2(7,    oder     (7=  +  l; 

folglich  wird 

Ordnet  man  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (36.)  i 
fallenden  Potenzen  von  x,  so  erhält  man 

(36a.)      x^'  +  1  =  ifi{A  -\-  B  +  C)  +  x{B  —  C)  —  Ä. 

Da  die  gleichstelligen  Koeffizienten  auf  beiden  Sc 
dieser  Gleichung  einander  gleich  sein  müssen,  so  zer 
die  Gleichung  (36  a.)  in  die  Gleichungen 

(41.)  I  Ä-C=0, 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  gibt  wieder 
(42.)  A  =  —  i,     B=l,     C=l. 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch,  indem  man 

^^■^       ^-m'   ^-f'W   ^-'m' 

(44.)  a=:0,     *  =  1,    c=  — 1, 

(45.)  f\x)  =  '63?  — \,    <p{x)  =  cc^  +  1 

setzt,  denn  es  wird 


(46.) 
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9K0)       _0+l__, 
f\0)      "O-l"       ^' 

gp(l)      _!  +  !_    I    , 
/•'(l)      ~  3  — !""*■' 

y(_l)_l   +   l_ 

A-i)~3  — l""^^* 
Aufgabe   3.      Man  soll  die   echt  gebrochene  rationale 

Funktion -— ^p- g-  in  Partialbrüche  zerlegen. 

(X 1)  (X Z)  \X  —  o) 

Auflösung.     Hier  ist 

4a:^-16x  +  19       _     Ä  B  C 

^    Ma:— l)(a:  — 2)(a;  — 3)       x— 1  "^  a;  — 2  "^  a:  — 3' 
oder,  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit 

{X  —  1)  (x  —  2)  {x  —  3) 
multipliziert, 

(4a)  ^  —  lbx  +  19=A{x  —  2){x  —  B)+B{x—V){x  —  'i) 

+  C(x— l)(x  — 2). 
Dies  gibt  für  x  =  1 

8  =  2^,     oder    ^  =  4, 
für  x=2 

b  =  —  B,    oder     5  =  —  6 
ond  für  x  =  3 

10  =  2C,      oder     (7=5, 
also 

.^g         4ar^  —  16a?  +  19 ^      4  5  5 

^    '^  (x  — l)(x  — 2)(a;  — 3)~"x— 1       x  — 2"^x  — 3* 

Aufgabe  4.     Man   soll    die    echt    gebrochene   rationale 

Funktion  :r— r- -^  in  Partialbrüche  zerlegen. 

X  "^  X X^ 

Auflösung.  Hier  muß  man  erst  Zähler  und  Nenner  des 
Bruches  mit  —  1  multiplizieren,  damit  der  Koeffizient  von 
a?  im  Nenner  gleich  +  1  wird.     Dadurch  erhält  man 

f{x)       ar  —  X  —  1 
Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
(51.)  f{x)  =  x?  —  x—l  =  Q 

sind 

Kiepert,  Inteipnd-Beehntmg.  \4 
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(52.)  a  =  i(l  +  /5),     b  =  \{l-y5). 

Deshalb  ist 

(53)     -  -'~-         =—     — "^ \ ^ 

x2-x  — 1       :x:  —  i{l  +  Vb)x  —  i{l  —  Vb)' 

oder 

—  1  2^  25 

(54.)     -ö— --v  =  ^     ---.-,.+ 


a:^  — iz^  — 1       2x  — 1— Vo       2jc  — 1  +  1/5 

Multijiliziert  man  diese  Gleichung  mit 

(2x  —  1  —  Vb)  (2x  —  1  +  y  5)  =  4(^2  —  X  —  1), 
so  erhält  man 

—  4  =  2i4(2a;  —  1  +  ]/ 6)  +  2J5(2ic  —  1  —  ^5;, 
oder 

(55.)  — 2  =  2a;(^+5)+^(— l  +  V5)  +  5(— 1  — ]/5) 
daraus  folgt 

I  Ä  +  B  =  0, 

(56.)  ^       ^   ' 

U(l-V5)  + 5(1  +  ^5)  =  2, 

oder 

(67.)  Ä  =  —    }.,     £=  +  4=- 

Kö  1/5 

Dies  gibt 

(58)    __    > =    2/1^ 1^ \ 

1  +  a:  — a:2       y5\2a:— l  +  y"5       2x—l  —  Vb/ 

Aufgabe  5.     Man  soD  die  gebrochene  rationale  Funki 

2 a    j^  7 ^^  Partialbruche  zerlegen. 

Auflösung.  Die  vorgelegte  Funktion  ist  eine  un 
gebrochene;  deshalb  muß  man  sie  zunächst  durch  Divij 
in  eine  ganze  und  eine  echt  gebrochene  rationale  Fimk' 
zerlegen.     Dadurch  erhält  man 

(59) -2TZ-«;:  T-7 =  2x  +  5  + 


x2  —  6x  +  7  "-^^-^^  x^  —  &x  +  l 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

fix)  =  a?  —  Qx  +  l  =  0 
sind 
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(60.)  a  =  3  +  ]/2,     6  =  3  —  1^, 

folglich  -nrird 

(61.)  fix)  =  (a;  -  3  -  y  2)  (x  -  3  +  K  2) , 

,„„,        lOx  — 27  A  ,  B 


i^  —  6x  +  7      x  —  3  —  y2      X  — 3  +  1/2 
(63.)      10x  —  27  =  Ä{x  —  B  +  y2)  +  B{x  —  'S  —  y2). 
Für  X  =  3  4-  V^  erhält  man  daher 

(W.)   3  +  10|/2  =  2^V^,     oder    ^  = -^  (3  +  10V2), 

ci  y  A 

und  für  x  ^  3  —  K2 

(65.)  3  — 10 V 2  =  —  2jB>/2,  oder  B  =  -^  (— 3  + 101/2), 

also 

^^'^  — .^-  6a:  +  7 = 

2^4-5   .       W3jM0|^2        -M:10y2Y 
2y2\a;  — 3— 1/ä       x  — 3  +  1/2/ 

Die  angegebene  Methode  für  die  Zerlegung  in  Partial- 
brüche bleibt  richtig,  gleichviel  ob  die  Wurzeln  der  Glei- 
chuDg  f{x)  =  0  reelle  oder  komplexe  Größen*)  sind. 

Im  letzteren  Falle  werden  aber  die  Partialbrüche  selbst 
eine  komplexe  Form  annehmen,  die  man  vermeiden  kann, 
wenn  die  Koeffizienten  von  ^{x)  und  f{x)  reell  sind. 

Wie  dies  geschieht,  möge  zunächst  die  folgende  Auf- 
gabe lehren. 

Aufgabe  6.     Man    soll    die    echt    gebrochene    rationale 

13^_6&;  +  95       .     Ti  ^-  lu  ..  u 
-bimktion     .^      iT^Uri'^  — 7^  ^^  Partialbi-uche  zerlegen. 

Auflösung.     Indem   man   den  Nenner  gleich  Null  setzt, 
erhält  man  die  Gleichung 
(67.)  ^  _  11^  4_  43a;  _  65  =  0 

mit  den  Wurzeln 

(6a)        a  =  b,     6  =  3  +  2y=ä,     c  =  3  — 2}/^I, 

oder,  wenn  man  V —  1  mit  i  bezeichnet, 

(68a.)  a  =  5,     h  =  3  +  2i,     c  =  3  —  2i. 


•)  VergL  D.-R,  §  102—110. 

14* 
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Demnach  ist  der  Nenner  der  gebrochenen  Funktion 
(69.)  a^—llx^  +  4tdx  —  6b=(x  —  b)(x—3  —  2i)(x  —  3  +  'ii 
Dies  gibt 

^'"^'^  a?— Iix2+4:3rr— 65       x—b  "^  x—3—2i  "^  x—3+2i 
und  wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  j^  —  Ur 
+  43a;  —  65  multipliziert, 
(71.)       13a:2  _  eg^  ^  q^  =  ^^^_'^_  2i)  {x  —  3  +  2i) 

+  J5(x  —  5)  (a:  —  3  +  2t) 
+  C(a;  — 5)(ar  — 3  — 2i). 
Dies  gibt  für  x  =  5 

(72.)       80  =  ^(2  —  2i)  (2  +  2t)  =  8^ ,     oder     ^  =  10 , 

für  a:  =  3  +  2t 

(73.)  _  44  4.  20t  =  (—  2  +  2?)4; .  J?,     oder     5  =  ^  ~  * 

und  für  x  =  3  —  2t 

(74.)  — 44  — 20t  =  — (— 2  — 2/)4t.C,     oder    6^  =  "^-+^* 

folglich  ist 

13^  — 68a: +^5   _J^  3  — 8i  3  +  8t 

V^ö-)  a:3_if^_j:43^_65— ^_5+2(a;_3— 2tV  2(a;— 3+2?V 

Da  die  beiden  letzten  Glieder  konjugiert  komplex 
Größen  sind,  so  muß  ihre  Summe  reell  sein*).  In  der  Tai 
es  ist 

3  — 8t '^+^ 3a; +  7 

2{x  —  3~—2i)  "^  2(x  —  3~+  2t)  ~a^  —  6x  +  13' 
also 
/7fi^      _l3^'i--^_+_^'l     _     10       .         3a: +  7 


a:3_lla:2^43^_65       ^_5   i   ar^  _  6a:  +  13 

Ganz  allgemein  gilt  nun  folgendes.  Sind  in  f{x)  di 
Koeffizienten  reell,  so  treten  die  kornj^lexen  Wurzeln  i 
f{x)  =  0  bekanntlich  ])aarweise  auf**).  Ist  z.B.  6  gleic 
g  +  Ät,  so  ist  eine  andere  Wurzel,  sie  heiße  c,  gleich  g  —  h 


*)  Vergl.  D.-R.,  Seite  491,  Satz  1. 
*♦)  Vergl.  D.-R.,  §  11:3. 


§  35.    Partäalbrucli- Zerlegung  (erster  Fall).  213 

(77.)  b=g  +  hi,     c  =  g  —  hi. 

Sind  nun  auch  in  (p{x)  die  Koeffizienten  reell,  so  wird 


(78.) 


_  v(fil  _  y(ff  +  '^_r  -L  u; 

Äc)~/"'(i^-Äi)~  ' 


folglich  erhält  man 

(79.)    ^4-    ^    =  —  ^' .  +  ^ ~~ ''.  =  '^?^-^)-^J^, 
x—h      X — c      X — g — hi      x — g-\-ht  {x — gT+h^ 

oder 

^   ^^  x  —  b'^x  —  c~  lx—gf  +  h'^ 

wo 

(81.)  P=2G,     Q  =  —  2Gg  —  2Hh 

reelle  Größen  sind. 

Durch  Anwendung  der  Gleichung  (80.)  kann  man  also 
bei  der  Partialbruch-Zerlegung  die  komplexen  Größen  ganz 
vermeiden. 

In  Aufgabe  6  hätte  man  z.  B.  setzen  können 

^^-J  «3  —  11ä^  +  43x  —  65      X  —  5  "^  x2  —  6a;  +  13  * 
Multipliziert  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit 
2?  —  nx^  +  43x  —  (>5  =  {x  —  b)(x^  —  6x+  13) , 
so  erhält  man 

(83.)  13^2  _  6&r+95  =  Ä{x^ — 6x+ 13)+I\x^  —  bx)+  Q{x—b) 
=  x\A+F)+x{—6Ä  —  bP+Q)+{lSA-bQ). 
Daraus  folgen  die  Gleichungen 

(  A  +  P=  +  13, 

(84.)  I  —  6^  — 5P+Q  =  — 68, 

l  13^  — 5Q  =  +  95. 

Durch  Aoflösung  dieser  Gleichungen  ergibt  sich 
(85.)  ^  =  10,    P=3,     Q  =  7, 

and  wenn  man  diese  Werte  in  Gleichung  (82.)  einsetzt, 
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Vdx^  —  6&r  4-  95      _     10  Sx  +  7 

3?  —  ilx^  +  43a;  —  65       x  —  5       x^  —  6x  +  1^ 
Dieses  Resultat  stinimt  natürlich  mit  dem  fiüliereii  überein. 
Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Rechnung  durch  die 
folgenden  Überlegungen.     Aus  Gleichung  (83.),  nämlich  axui 
der  Gleichung 

Vdx^  —  mx  +  95  -=  A{x^  —  &x  +  13)  +  P{x^  —  hx)  +  Q(.r -o) 
ergibt  sicli  für  x  =  5 

80  =  8^,     oder    .4  =  10, 
und  für 

(86.)  X'  —  i)X  +  V6  =  0,     oder     a^=&x—V6 

(87.)  lOx  —  74  =  {P  +  Q)x  —  13P—  5Q. 

Da  Gleichung  (86.)    für    zwei  Wei-te   von  x  befriedigt 
wird,  nämlich  für 

a:  =  3  +  2i  und  a:  =  3  —  2f , 
so  wird  auch  Gleichung  (87.)  für  diese  beiden  Werte  von 
X  befriedigt.  Nun  ist  aber  Gleichung  (87.)  nur  vom  prst<% 
Grade,  folglich  müssen  (nach  D.-R.,  §  111,  Satz  oa  auf 
Seite  521)  die  gleichstelligen  Koeffizienten  auf  beiden  Seiten 
der  Gleichung  einander  gleich  sein,  d.  h.  es  wird 
(88.)P+Q  =  10,     13P4-5Q  =  74,    also    P=3,    Q  =  1 . 

Wie  sich  dieses  Verfahren  allgemein  durchfühlten  läßt, 
mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  7.     Man    soll   die    echt    gebrochene    rationale 

Funktion   --, 7~rT  lib rc\   "^  Parti albrüche  zerlegen. 

Auflösung.     Indem  man  den  Nenner 
(89.)  or^  —  7^2  _^  32a;  _  60  =  0 

setzt,  erhält  man  für  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
(90.)  a  =  3,     6  =  2  +  4^,     c  =  2  — 4i. 

Deshalb  ist 
(91.)     j:^i  — 7r''^  +  32a:  — 60  =  (x  — 3)(a:— 2  — 4;)(a:— 2  +  4f) 

=  (x— 3)(x^— 4a:  +  20), 

rQ9^       «^"  --  ^^  +  89      _  A^   ,  __P^  +  Q 


3^  —  73^  +  32x  —  60       x—3  '   jf'  — 4ar  +  20 
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Multipliziert    man    beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit 
{x  —  3){a^  —  4ir  +  20) ,  so  ergibt  sich 

Daraus  folgt  für  x  =  '6 
(94.)  68=17.4,     oder     A^i, 

und  für 

(95.)        jf'  — 4a; +  20  =  0,     oder    a;2  =  4a;  — 20 
(96.)  —x  —  31  =  {P+Q)x  —  20P  —  SQ. 

Indem  man  die  gleichstelligeu  Koeffizienten  auf  beiden 
Seiten  dieser  Gleichung  einander  gleichsetzt,  findet  man 
(97.)  P+Q  =  — 1,    20P+3Q  =  31, 

(9a)  P=2,     Q  =  -3; 

vni  wenn  man  diese  Werte  in  Gleichung  (82.)  einsetzt, 
.gq        Qjfi  —  2bx  +  89       __4  2a;  — 3 

*   ''  x'  —  7x^~+  •S2x-  60  ~  ic  —  3  ■*■  a^  —  4x  +  20  ■ 

Aufgabe  8.     Man    soll    die    echt  gebrochene    rationale 
r    w  7x^  —  6x2  +  9a;  +  108        .     „  _,.  ,.    ..  , 

^''^^''^''ü;^Z^ii+räj(^-+2x-+ö)  ^"  Part^^lbruche  zer- 
legen. 

Auflösung.     Indem  man  den  Nenner 
(100.)     *>(»)  =  (^2  —  4x  +  13)  {x^  +  2x  +  b)  =  0 
setzt,  erhält  man  die  vier  komplexen  Wurzeln 
(101.)  a  =  2  +  3/,   6  =  2  — 3i,   ^  =  ~l+2i,   d  =  —l  —  2i, 
deshalb  wird  man  den  vorgelegten  Bruch  auf  die  Form 
^Q.^       7x^  —  6x2  + 9a: +  108    _     Px+Q  Bx  +  8 


(x^—4x+rd){x^+2x+b)       ar^— 4x+13  '  x^'+2x  +  b 
bringen.  Hieraus  erhält  man  durch  Fortschaffung  der  Nenner 
(103.)     7jc^  _  6ar^  +  9a;  +  108  =  {Px  +Q){x^  +  2x  +  5) 

+  {Bx+  8){x^  —  4x  +  13). 
Dies  gibt  für 

jc^  ^  4a:  +  13  =  0,     oder    a:-  =  4a:  —  13,    ar*  =  3a:  —  52 
(104.)         6a;  ~  178  =  P(16a:  —  78)  +  Q{6x  —  8) . 

Da  die  gleichstelligen  Koeffizienten  auf  beiden  Seiten 
dieser  Gleichung  einander  gleich  sein  müssen,  so  gelten  die 
Gleichungen 
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(105.)  8P-|-3Q  =  3,    39P +  4(^  =  89, 

folglich  wird 

(106.)  P=3,     Q  =  — 7. 

Setzt  man  in  Gleichung  (103.) 
x'  +  2x  +  ö  =  0,  oder  a^  =  —  2a;  —  5,  a-"*  =  —  j-  +  10, 
so  findet  man  in  ähnlicher  Weise  die  Gleichungen 
(107.)         lix  +  208  =  R{20x  +  30)  +  8{—  6a;  +  8) , 
(108.)  lOÄ  —  3S  =  7 ,     15i?  +  4Ä  =  104, 

(109.)  Ä  =  4,     S=ll, 

und  wenn  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (102.)  einsetzt, 

7a;3  — 6x^4- 9j;  + 108    _      3a;  — 7  4x  +  ll 

^       '  {x'—ix+lS){jfi+'2x'+bj  ~  arä"^^^+13  "*"  ar^+2i+ö ' 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 

Aufgabe  9. 

2x2  —  loo;  +  14__  _      3_  _     2       ,       i  _ 
(x  -~4)(x  —  3)(x  —  2)  ~  X  — 4      X  — 3  "^  .r  — 2' 

Aufgabe  10. 

-  22x  4-  12     _  1  /    12_  7 ^9   \ 

(x2"--  4)(x  — 4)"~3  Vx  — 2"'"x  +  2      x  —  i) 

Aufgabe  11. 

12x2  4- 36x  —  18  _  2  11  1 

ar''  —  9x  X       x  —  3      x  +  3 

Aufgabe  12. 

_^— 16x-f3      __&      ,      1    / 13 +  31/2       13— 3^2 
(a; _  l)(a-2_4x  +2)  ~  x-l  +  2}/2Vx-2 -K2      X-2+T/2 

^5  3x  +  7^ 

~x-l'^x2  -4x  +  2' 

Aufgabe  13. 

7x2  — lOx-f-37    ^^      3  2--;  2J-; 

(x  +  "l)(x2  — 4x -f  13)  ~  X  +  1  +  X  — 2  — 3i  "*■  x  — 2  +  3t 

3  4x  — 2 


.r  +  l    '  ^2      4.r-l-  13 
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Aufgabe  14. 

b:x^—12x^  —  9x  +  '60       _      3x  +  5  2x  — 7 


(r' -\-ix  +  5)  (x2  —  6ar  4- 13)       a;» _|_ 4^^5  ^  ar^  — 6x  +  13 

§  36. 

Zerlegung  der  echt  gebrochenen  rationalen  Funktionen 

in  PartialbrUche,  wenn  die  Gleichung  f{x)  =  o  auch 

gleiche  Wurzeln  besitzt 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  145.) 
Hat  die  GHeichung  f{x)  =  0  auch  gleiche  Wurzeln,   so 
kaan  man  diese  gleichen  Wurzeln  zusammenfassen  und  f{x) 
auf  die  Form 

(1.)    f{x)  =  (x  —  aY {x  —  Vf{x  —  cy..,{x  —  kY{x  —  ly 
bringen,  wobei  die  Größen  a,  6,  c, .  . .  k,  l  sämtlich  vonein- 
ander verschieden  sind,  und 

(2.)  a  +  ß  +  r  +  '-  +  ^+^^'  =  n 

ißt.  Auch  möge  vorausgesetzt  werden,  daß  (p{;x)  keinen 
Teiler  mit  f{x)  gemein  habe,  daß  also  (p{x)  für  x  gleich  a, 
h,c....k  oder  l  von  Null  verschieden  sei.  Man  erkennt 
sogleich,  daß  in  diesem  Falle  die  Gleichung 

f(x)       X — a       X  —  b       X  —  c  X  —  k       x  —  / 

nicht  mehr  bestehen  kann,  weil  der  Generalnenner  auf  der 
rechten  Seite  nicht  mehr  gleich  f{x)  ist. 
Hier  sei 

(3.)  ux)  =  (~z^-^y  =  (^  -  f>yi^  -  ^y . . .  (^  -  mx  - 1)" 

und 

dann  wird  die  ganze  rationale  Funktion 

(0.)  ^x)  —  Aifi{x}  = J-— 

gleich  0  für  x  =  a,    folglich    ist  sie  teilbar  durch  x  —  a 
Man  erhält  also 
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(6.)  (f{x)  —  Aifiix)  =  {x—  d)qi{x), 

oder 

(6a.)  (fix)  --=  Aifx{x)  +  {x  —  ä)q.i(x\. 

Da  die  ganze  rationale  Funktion  (f{x)  —  A\f\(x)  höch- 
stens vom  Grade  ;/  —  1  ist,  so  kann  (f\(:x)  höchstens  eine 
ganze  rationale  Funktion  vom  Grade  h  —  2  sein. 

Nach  diesen  Angaben  wird  also 
/-     <[{^)^^Aifx{x)+{x—_a)(fx{x)^      Ax  ^^_ 

^'•*    r.x)  ix—arf,(.v)  (.r  — ,/)""^(x— a.)«-Yi(^-r 

Man  hat  also  von  -^^  ,   ein  Glied  -    "  ^  -  -  abgesondert. 

f{x)  (x  —  af       ^ 

so  daß  nur  noch  eine  echt  gebrochene  Funktion ^T7~rrT~; 

übrig  bleibt,  bei  welcher  der  Grad  des  Nenners  nicht  mehr 
w,  sondern  nur  noch  n  —  1  ist. 

Ist  «  >  1,  so  kann  man  dieses  Verfahren  wiederholen 
und  erhält  ebenso 

.ov  9i(^)  ^        Ai  (f^x) 

^  '^        (x  —  ar-'fi(x)       (X  —  ar-^  ~^  {X  —  aT^Yii^) ' 

also 

^^         fix)     "te-a)«    ^"  {X     -a)"-'   '^  {x  —  a)''--fx{x)' 

wo   jetzt   in   der  echt  iijehrochenon  Funktion  "     o^-/  v 

""  {x  —  af-'fM 

der  Grad  des  Nenners  wieder  um  1  kleiner  ist. 

Wendet  man  dieses  Verfahren  «-mal  an,  so  ergibt  sich 

n 0  \  '^^^^  =     ^-^     4-       ^^^       -L.     -i-   ^«    4.  '^_«(-^) 

^     '^    fix)       ix  —  a)"  "^  ix  —  a)«-'  "^  ^  x  —  a'^  fi(x) 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  findet  schließ- 
lich die  Gleichung 

(11.)     r(^)^     ^  Äj  A, 

^      '       fix)       {x  —  a)"  ^  {X  —  a)«-'  ^       ^  x  —  a 

^  (x  —  hf^  {x  —  hf-^    '        ^  x  —  h 
+ 

^  {x  —  Tf^  {x  —  }f-^^       ^  x  —  l 
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Die  Zähler  J.i,  Ä2,  . . .  Äa,  Bi,  B2,  . . .  Bß^  . . .  i>i,  £2, 
...  Li  dieser  Partialbrüche  berechnet  man,  indem  man  beide 
Seiten  der  Gleichung  (11.)  mit  dem  Generalnenner 

f{x)  =  {x  —  a)«(x  —  by{x  —  cy.,,{x  —  kyix  —  If 
multipliziert,  nach  Potenzen  von  x  ordnet  und  die  gleich- 
stelligen Koeffizienten  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  ein- 
ander gleich  setzt.  Dies  gibt  dann,  wie  man  leicht 
bestätigen  kann,  n  lineare  Gleichungen  mit  den  n  Un- 
bekannten 

Ai^    Ä2j  .  .  .  Aa,    ^1,    -B21  •  •  •  Bß,    .  .  .  Li,    Z/2j  • .  •  Li,, 

und  zwar  sind  diese  Gleichungen  immer  lösbar. 

Aus  dem  Umstände,  daß  diese  n  linearen  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten  nur  eine  Lösung  besitzen,  kann  man 
wieder  schließen,  daß  auch  in  diesem  Falle  die  Pai-tialbruch- 
Zerlegung  nur  auf  eine  Weise  geschehen  kann,  d.  h.  daß 
man  dasselbe  Resultat  erhält,  gleichviel  ob  man  zuerst  die 
Partialbrüche 

Äi  Ä2  4--^**- 

(X  —  af  "^  '(x  —  a)^-^  "•  ^  x  —  a 

absondert,  oder  ob  man  mit  der  Absonderung  der  Partial- 
brüche in  einer  späteren  Zeile  von  Gleichung  (11.)  anfängt. 
Die  Rechnung  wird  ziemlich  umständlich,  wenn  n  eine 
große  Zahl  ist;  dann  kommt  man  schneller  zum  Ziele,  in- 
dem man,  der  Gleichung  (4.)  entsprechend,  zunächst 

berechnet  und  das  gleiche  Verfahren  auf  die  Ermittelung 
von  Bij  C\,...K\,  Li  anwendet.  Dies  geschieht  am  ein- 
fachsten, indem  man  in  Gleichung  (11.)  durch  Multiph- 
kation  mit 

f{x)  =  {x  —  aY{x  —  by{x  —  c)y.,.{x—  kY{x  —  ly 
die  Nenner  fortschafft  und  dann  der  Reihe  nach 

X    d  j  X    0  ,  X    C ,    m   •    m    X    rt  ,  X    C 

setzt.  Die  Berechnung  der  übrigen  Zähler  der  Partialbrüche 
geschieht  dann  nach  dem  zuerst  beschriebenen  Verfahren, 
ist  aber  viel  leichter  geworden,  weil  man  nur  noch  n  —  m 
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lineare  Gleichungen  mit  n  —  m  Unbekannten  hat,  wobei  m 
die  Anzahl  der  voneinander  verschiedenen  Wurzeln  a,  b, 
c.  .  ,  ,k,  l  der  Gleichung  f{x)  =  0  ist. 

Einige  Beispiele  mögen  zur  Erläuterung  dieser  Angaben 
dienen. 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  gebrochene  rationale  Funktion 

ix«  —  63rr2  +  33&i:  —  619  .     ^  ^.  „    ..  ,  , 

. -Lra        -  in  Partialbruche  zerlegen. 

(x  —  7)  (x  —  bf  ^ 


(12.) 


Auflösung.     In  diesem  Falle  muß  man 
isfi  —  63^  +  33&r  —  619 

Ör  — 7)(x  — 5)8 

~x'~  1  "^  Ix  —  bf  "^  {x  —  bf  '^  x  —  b 


setzen.    Dies  gibt,  wenn  man  beide  Seiten  der  Q-leichung 

mit  (x  —  7)  (a;  —  5)^  multipliziert, 

(13.)  -la;»  —  eSav!  +  338x  —  619 

=  A{x—hf+Bx{x—l)+  B2{x—7){x—b)+B-^{x—7){x—bf, 
oder 

(U.)  -ix'-  -  -  63a^*  +  33&c  —  619  =  j^{ä  +  Ba) 

+  x2(—  15  J  +  B2  —  1758)  +  x(75^  +  Bi  —  I2B2  +  dbBn) 
+  (—  1254  —  7Bi  +  35^2  —  17558). 
Daraus  folgen  die  Gleichungen 

4  +  ßs  =  4, 
—  IbÄ  +  B2—  17  Ba  =  —  63, 
754  +  Bi  —  12Ä2  +  95^3  =  338, 
-  1254  —  7ßi  +  'dbB'i  —  175^8  =  —  619. 
Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  ergibt  sich 
(16.)  4  =  4,     B^  =  '2,     Bi  =  —  'd,    ^3  =  0, 

so  daß  man  erhält 

^  ''^  {x  —  7){x  —  bf        —  x—7'^{x—bf      (x  —  bf 

Wendet  man  das  andere  Verfahren  an,  indem  man  in 
Gleichimg  (13.)  zuerst  x=7  setzt,  so  findet  man 


(15.) 
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(18.)  32  =  8^,     oder    ^  =  4; 

xmd  für  x=b  findet  man  aus  Gleichung  (13.) 
a9.)  —4  =  —  2^1,     oder    Bi  =  2. 

Zur  Ermittelung  von  B2  und  Bs  braucht  man  jetzt  nur 
noch  zwei  Gleichungen.  Deshalb  wählt  man  von  den  vier 
Gleichungen  (16.),  welche  zur  Verfügung  stehen,  diejenigen 
aus,  welche  sich  am  leichtesten  herleiten  lassen;  d.  h.  man 
braucht  jetzt  gamicht  mehr  die  Gleichung  (14.)  vollständig 
zu  bilden,  sondern  berechnet  von  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  nur  den  Koeffizienten  von  üfi  und  das  konstante 
Glied.  Daraus  ergeben  sich  in  Übereinstimmung  mit  den 
Gleichungen  (15.)  die  Gleichungen 
(20.)  ^  +  ^3  =  4, 

(21.)        —  126^  —  7Bi  +  3bB2  —  175Ä  =  —  619 , 
die  sich  aber  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (18.)  und  (19.)  auf 
(20a.)  Bii  =  0, 

(21a.)      35J52  —  175J53  =  -  105,     oder     JSg  =  —  3 
reduzieren.     Auf  diese  Weise  wird  man  wieder  zu  dem  in 
Gleichung  (17.)  angegebenen  Resultante  geführt. 

Aufgabe  2.     Man   soll   den   Bruch   j-^ r^g in 

Partialbrüche  zerlegen. 

Auflösung.     Hier  muß  man 

^     ^        {a^—lf  {x—iy'^x—l'^ix  +  lf'^x  +  l 

setzen  und  erhält  durch  Multiplikation  mit 
{aP  —  If  =  {X  —  lf{x  +  ly 
(23.)  3ar^  +  lOa?  —  x  =  Ai(x  +  If  +  Ä2{x  +  iy(x  —  1) 
+  B,{x  -~  1)2  +  B2{x  +  1)(^  -  1)2. 
Hieraus  ergibt  sich  für  x  =  1 
(24.)  12  =  41i,     oder    ^i  =  3, 

und  für  a:  =  —  1 

(25.)  8  =  4^1,     oder     5i  =  2. 

Zur  Ermittelung  von  Ao  und  B2  suche  man  auf  der 
rechten  Seite  von  Gleichung  (23.)  den  Koeffizienten  von  a^ 
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und  das  konstante  Glied  auf  und  setze  die  gefundenen 
Größen  den  gleichstelligen  Koeffizienten  auf  der  linien 
Seite  gleich.     Daduidi  erhält  man  die  beiden  G-leichungen 

(26.)  ^2  +  ^2  =  3, 

(27.)  Ä,  -A2  +  B,  +  B2  =  0, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (24.)  und  (25.) 

(27  a.)  —Ä2  +  B2  =  —  b, 

also 

(28.)  ^2  =  4,     J?2  =  -l, 

so  daß  Gleichung  (22.)  übergeht  in 

(29.) 


3ar*+10x2  — a;            3 

1       *       1        2 

1 

{x'  —  lf       ~{x—lf 

^X  — 1     '     (X  +  1)2 

"x  +  l 

In  ähnlicher  Weise  findet 

man 

Aufgabe  3. 

.r*  — x3  —  16x2  +  38x— 25 

{X-    lf{x  —  2f 

(X  — l)2^a;  — 1 

(X  — 2)-''  '  (X— 2)2 

1 

X— 2 

Dieses  Verfahren  gilt  auch  hier  noch,  wenn  die  Wurzeln 
a.  6,  c,,..ky  I  sämtlich  oder  teilweise  komplex  sind.  Man 
kann  aber,  wenn  in  f{x)  und  (p{x)  die  Koeffizienten  sämt- 
hch  reell  sind,  das  Resultat  gleichfalls  auf  eine  reelle  Form 
bringen.  Ist  z.  B.  b  gleich  g  +  hi,  so  wird  eine  andere 
Wurzel,  sie  heiße  c,  gleich  g  —  Äf,  und  es  wird  ß  gleich  / 
sein,  wie  in  der  Algebra  bewiesen  wird  (vergl.  D.-R.,  §  113). 
Nun  folgt  aber  aus  der  Bildung  der  Größen  Bi,  B2,  -  --Bß 
und  Ci,  C2, . . .  Cy,  daß  man  die  letzteren  durch  Vertauschung 
von  +  ^  init  —  i  aus  den  ersteren  erhält.     Ist  also 

(30.)  Bi  =  Gi  +  Hii,  B2=  O2  +  S2i, . . ,  Bß=  Gß  +  H(^, 

so  wird 

(31.)  C,=  Gi-Hii,  C2=G2-H2i,...Cy=Cß=Gß—HßU 
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Deshalb  werden  die  Summen 


2.) 


{x—bf     ^    {x—c)? 

x  —  b  X  — c 

sämtlich  reell. 

Man  kann  auch  hier  in  der  Zwischenrechnung  die  kom- 
plexen Größen  ganz  vermeiden.  Wenn  man  nämlich  die 
Ausdrücke  (32.)  auf  gleichen  Nenner  bringt   und   addiert, 

80  erhält  man  ,. vo  ■   7-^rni  ^   wo   der  Nenner  vom  Grade 

[{x—gf  +  h-y 

2ii.  der  Zähler  aber  höchstens  vom  Grade  2ß —  1  ist;  denn 

die  Summe  von    echt    gebrochenen  rationalen   Funktionen 

ist  stets  wieder  eine  echt  gebrochene  rationale  Funktion. 

(V'ergL  Satz  2   in  §  34.)     Jetzt  findet  man  durch  Division 

(33.)  F{x)  =  [{X  —  gf  +  h']  Fiix)  +  P,x  +  Q,, 

also 

(34)  F{x)         _      Pix  +  Q,       ,  F,{x) 


[{x-g?  +  h^f      [(x-gf  +  h^y  ^  [{x-gf+h^]i^^ 

Ebenso  findet  man  dmch  Division 

f35N  -?^i(^) P2X+Q2  __J^) 

'^  [{x—gy'+/i^y-'      [(x-gf+¥]i^''^  [(x-g)^+h^]fi-''^' 

In   derselben  Weise  kann  man   fortfahren   und  erhält 
scUießlich 

f36^      ^^     1      ^^     J I   ^/*  I     ^^     I ^ I L._^J_ 

^    '^  {a>-bf'^ {x-bf-^^     ~^x-b~^{x-^y^{x-c)i^''^     '^x-^c 

[kx-gf+K^Y  "^  [{x-gf+K^y-^  "^  *  * '  "^  {x-gf+h^ ' 

Die  Berechnung  der  Größen  Pi,  Qi,  P>j  Q27  •  •  •  P|i,  Q/j 

erfolgt  jetzt  wieder  wie  früher,  indem  man  den  Ausdruck, 

wix^ 
welcher  sich  für  ~-  durch  Partialbruch -Zerlegung  ergibt, 

vorläufig  aber  noch  die  unbestimmten  Größen  Pi,  Qi,  P2, 
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Qoj.-.P/j,  Qp  USW.,  enthält,  imtf{x)  multipliziert,  nach  Po- 
tenzen von  X  ordnet  und  die  einzelnen  Koeffizienten  den 
gleichstelligen  Koeffizienten  von  ^{x)  gleichsetzte  Dadurch 
erhält  man  n  lineare  Gleichungen  mit  n  unbekannten,  deren 
Auflösung  nach  diesen  Unbekannten  immer  möglich  ist. 

Man  kann  aber  auch  hier  die  Rechnung  wesentlich  ab- 
kürzen, indem  man 

(X  —  gf  4-  A2  =  0,     oder     ci?  =  2gx  —  ^  —  h^ 

setzt.  Dadurch  kann  man  die  eben  beschriebene  Gleichung 
auf  den  ersten  Grad  bringen  und  durch  Gleichsetzung  der 
gleichstelligen  Koeffizienten  die  beiden  darin  verbliebenen 
Unbekannten  Pi  und  Qi  berechnen. 

Am   besten  wird  dieses  Verfahren  durch  Beispiele  er- 
läutert. 

Aufgabe  4.     Man    soll    die  echt  gebrochene  rationale 
Funktion iT7>^  j_  i  \2   ^  Partialbrüche  zerlegen. 

{X         1)  (2r  -|-  1) 

Auflösung.     Nach  dem  Gesagten  muß  man  hier 

(H7  \  ^^  +  2  _  _^    ,   Pi^  +  Qi    .   P2X  +  Q2 

^      M^  — 1)(^+1)^       x  —  l'^{x^+lf'^    a^  +  1 

setzen.  Wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  {x  —  1) 
mal  (x^  -|-  ly^  multipliziert,  erhält  man 

(38.)  2a?+2  =^(^2+ lf+{PiX+  Qi)(x-l)+(P2a:+  QaX^lX^+D» 

oder,  wenn  man  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nach 
fallenden  Potenzen  von  x  ordnet, 

(39.)  2x+2  =  a^(^+P2)+arV-P2+Q2)+^(2^+Pi+P2-Q2) 

+  a:(— Pi  +  Qi  — P2  +  Q2)  +  (^-Qi-Q2). 

Durch  Gleiclisetzung  der  gleichstelligen  Koeffizienten 
ergibt  sich  hieraus 

-P2+Q2  =  0, 

(40.)  ,       2^  +  Pi  +  P2— Q2  =  0, 

-Pl  +  Ql-P2+Q2  =  2, 

^-Öi  — Q2  =  2. 
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Ijöst  man  diese  Gleichungen  auf,  so  findet  man 
141.)  ^=1,    Pi  =  -2,     (?i  =  0,     P2  =  -l,     Q2  =  -l, 
ako 

(42^     2x  +  2      _   __1      _       2x      __x+_l 

^   '^    (ir— l)(ar^  +  l)2       rr— 1       {a?+lf      x'  +  l 

Die  Rechnung  wird  wesentlich  abgekürzt,  wenn  man  in 
Gleichung  (38.)  zunächst  x^=l  setzt.  Dadurch  erhält  man 
(43.)  4  =  4^,    oder    ^  =  1. 

Für  a:^  =  —  1  geht  sodann  Gleichung  (38.)  über  in 
(44.)  2a:  +  2  =  {P,x+Q{){x—l)  =  (-P,  +  Q,)x—P,-  Q„ 
nnd  daraus  folgt 
f  (45.)  _p,  +  Q,  =  2,     _P,_Qi  =  2, 

(46.)  Pi  =  -2,  Qi  =  0. 

Um  noch  die  beiden  Größen  P2  und  Q2  zu  finden, 
braucht  man  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (38.)  nur 
diejenigen  beiden  Koeffizienten  zu  berechnen,  welche  sich 
am  leichtesten  ermitteln  lassen,  nämlich  die  Koeffizienten 
von  a^  und  aP,  Wenn  man  diese  Größen  den  gleichstelligen 
Koeffizienten  auf  der  linken  Seite  von  Gleichung  (38.)  gleich- 
setzt, erhält  man 

(47.)  A  +  Pa  =  0,     ^-Qi-Q2=2, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (43.)  und  (46.) 
(4a)  P2  =  — 1,     Q2  =  — 1. 

Daraus  ergibt  sich  wieder  Gleichung  (42.). 

Aufgabe  5.     Man    soll    die    echt    gebrochene    rationale 

Punktion    -—^^^^^^-— xn    Partial- 

bräche  zerlegen. 

Auflösung.     Hier  ist  zu  setzen 

(4Q^  ?<_^)_     i*'_a-    ^2     I      Pix  +  Qi  P,x  +  Q, 

'    '   f{x)~{x—'^f'^x—2^{a?  +  2x-\-2f'^  a?  +  2x-\-1 

folglich  wird 
i  (50.)  ifix)  =  3x^  +  2a:*  +  6a^  —  IIa?  —  12x  —  8 

^Äi.{3?  +  'ix-\-2f-\-  Mx —%{x^  +  2x-\-  2)2 

+  (Pia;+Qi)(a;-2f+(P2ir+Q2)(a:— 2)?(x24-2x+2). 

Kiepevi,  Iniegna-Beehaiui^.  15 
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Dies  gibt  für  x  =:  2 
(51.)  100  =  100^1,    oder    .4,  =  1 

und  für  .r^  +  2:r  +  2  =  0,     oder     x-  =  —  2x  —  2 
lO.r+30  =  {P^x-\-Q{i~  Hj+2)=  (14Pi— üQi)x+(12Pi+2Q,); 
also 

(52.)  7Pi-3Qi=5,     0A  +  gi  =  15, 

(o3.)  Pi  =  2,     Q,  =a. 

Setzt  man  jetzt  noch  die  Koeffizienten  von  o^,  x^  und 
x^^  auf  beiden  Seiten  von  Gleichung  (50.)  einander  gleich, 
SC)  erhält  man 

.4,  ^  P,  =  3.     Ai  +  2^2  -  2P2  +  Q2  =  2, 
4^1  —  SA>  +  \Qi  +  8Q2  =  —  8, 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (51.)  und  (53.) 
(54.)  A.  +  P>  =  3,     2.4,  —  2P,.  +  Q>  =  1,     A2    -  Q-,  =  3, 
also 
(55.)  ^.  =  2,     P2  =  l,     ^2  =  -!. 

Indem  man  diese  Wert«  in  die  Gleichung  (49.)  einsetzt^ 
erhält  man 

3x^  +  'Ix^  +  {yjd^   -  llx^  -:i}3^  —  8  _ 

^^  ^'^  {x  —  2f{x'  +  2x  +  2f 

1       ,     ^^      ,      ^^  +  3  xj::^! 

(x    -  2)-  "^  ;r  —  2  "^  (x2  +  2x  +  2)2  "^  ip2  +  2^-  +  2 
In  ähnlicher  Weise  findet  man 

Aufgabe  6. 

2x'''  —  'Sx^  +  mx'  —  5jc-  +  dx  +  11)  __ 

U^   -  3)-'  "^  ./•  —  3  "^  (x2  +  ^  +  1)2  +  0^  +  X  +  1 '     . 

Weitere  tlbungs- Aufgaben  kann  sich  der  Anfänger 
sehr  leicht  selbsl  stellen,  indem  er  beliebig  gewählte  Partial- 
brüche auf  den  gemeinsamen  Generalnenner  bringt  und  da- 

wix) 
diu'ch  die  Funktion     .--      bildet. 


I 
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X — a  (x  —  äy^ 

wix) 
Bei  der  Zerlegung  von   ^-—    in  Partialbrüche  ist  vor- 

/  W 
ausgesetzt,    daß   man   die  Wurzeln  der  GHeichung  f{x)  =  0 
ermittelt  hat. 

§  37. 

Ä  Ä 

Integration  der  Funktionen  ^z:«^^  und  (^- ^i)''^^' 

iVergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  27,  29,  29a,  87,  88,  90,  92  und  1^.) 

Dif»  Zerlegung  iu  Partialbrüche  macht  es  möglich,  jede 
gebrochene  rationale  Funktion  zu  integrieren,  denn  man 
kann  sie  nach  den  Ausführungen  der  vorhergehenden  Para- 
graphen stets  (nötigenfalls  nach  Absonderung  einer  ganzen 
rationalen  Funktion)  in  eine  Summe  verwandeln,  deren  ein- 

Ä  Ä 

zelne  Grlieder  entweder  die  Form    -—     oder     -  "-        haben. 

X — a  (x — a)" 

Diese  Ausdrücke  kann  man  aber  sehr  leicht  integrieren. 

Setzt  man  nämlich 
(1.)  X  -^  a  =  tj     also     dx  =  dt, 

so  wird  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 

Ä     ,        ,  rdt 


I    ^^     dx  =  Är!  =  Alnt, 
Jx-  a  J  t 


oder  in  Übereinstimmung  mit  Formel  Nr.  27  der  Tabelle 
Ä 


I  dx=  Ä\n.(x  —  a). 

fx  —  a 


Ferner  wird,  wenn  n  von  1  verschieden  ist,  nach  Formel 
Nr. !)  der  Tal)elle,  indem  man  m  =  —  n  setzt. 


/  dx=  AI    -  =  A It-'^dt  =  A —  r 

fix        (ff  '/"  J  —71  +  1 


oder 


'^  J{x    -  ar  {n  —  IXx  —  a)""-^ ' 

Für  n  =  2  ergibt   sich  hieraus  Formel  Nr.  90  der  Ta- 
belle, nämlich 


,.,  C         dx  C   dx      _  1 

J^  +  '2hx  +  hß  ~J{x  +  bf  ~  ~  j?  +  6 " 
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x—a  {x  —  ay* 

Wendet  man  dies  auf  die  in  §  35  und  36  behandelt 
Beispiele  an,  so  findet  man  ohne  weiteres  die  Lösung  c 
folgenden  Aufgaben. 

'^"'B^  ^-        >-6:r^-13a;  +  42^^  =  ' 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  1  in  §  35  ist 
löa^^Ox  —  95      _  _3  5  7 

i«  —  Qi?  —  i^x  +  42  ~  a;  —  7  "^  x  +  3  "^  jT—  2 ' 
folglich  wird 

/;?_-6^_13x  +  42 ''^=^37''^  +  te-3'^^+A--2'^^■ 
=  31n(a5— 7)+51n(x  +  3)+  71n(x 
=  In  [(x  —  7f{x  +  3)»  (x  —  2)']. 

Aufgabe  2.      f^^^^  =  ? 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  2  in  §  35  ist 

x^'  +  1  _       1  1       ,        1 

x"«  — X  x"^x— l"^x+l' 

folglich  wird 

yr-'-.^'  J  X  Jx— 1  Jx+1 

=  —  Inx  +  \n{x  —  1)  +  ln(x  +  1) 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  8  in  §  35  ist 

(X-   l)(x  — 2)(x  — 3)~x  — 1       x^^2"^x  — 3' 
folglich  wird 

/•   4x' -  -  15x_-f  19     a^_j'dx  fdx  fdx 

=  41n(x-     1)  — 51n(x    -2)  +  51n^x  — J 
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X  ~a  (x  —  a)n 

Aufgabe  4.     /;+f"_"^=? 

Aufiteling.    Nach  Aufgabe  4  in  §  35  ist 

1  _    1    /     1  2  \ 

folglich  wii'd 

}\^x.  —  x'~  y%  \j2x       1  4  1/5      Air  —  1       1/5/ 

=    j.  [ln(2a:  -  1  +  Vö)  —  ln(2a-  -  1  —  Vö)] 

y5 

1/5     V2ic  -  1  —  1^6/ 
Aufgabe  5.      J      ^_6^^7       rf:r=.^ 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  5  in  §  35  ist 
ix^-lr'-Gx  +  S^  J.    /3+101/2  »+10l/2\ 

jfi  _.6;r +"7  ^•^"^'•"^9|/2\a;-b- 1/2      X-  3  +  V^^ 

folglich  wild 

1     r  /*(3  +  101/2)«te       /'(--ä-f  10V2)rfa!l 
21/ -2  L'    a;  -  3  -  V'2      J     x  -  3  "+  V2     J 

=  y-'  4.  r«  +  2^2  ^^'^  +  101/2)ln(x  -  3  -1/2) 

+  (—  3  +  101/2)ln(x  -  3  +  1/2)]' 

=  .c2  +  5a;  +   -;=  [sin  P"^      ^.^  +  10l/21n(>'-(;x-+7)l 
2I/2L       Vc— 3  +  1/2/  J 

21/2     \x-3  +  vV 
Aufgabe  6.     j  [,_5)(.^--l£  + 13)^  • 
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x  —  a  (x—  a)" 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  6  in  §  Bö  ist 
13a^  — 68x4-95     _     10  3— 8i       ^        3-8/ 

(ic  -  -  5)(x2 — 6j-  + 1 3)  ""  X  —  5  "^  2(j- —3—2/)  '  2(x  —  3  +  2/) ' 
folglich  wird 

/•(13ar2  —  (58  +_95)rfa-    ^.r.C  dx         3-8/  /*       (Ix 
J{x—^)(x^  -  -  6ic  +  13)  ~     Jx  -  ö  +      2    Jx  —  3  -  2/ 

,  3-i-8i/*      dx 
"■      2     ./x   -3  +  2/ 

=  101n(x  —  5)  +  -  ^^  ^'  In  {X  --  3  -  -  2/) 

+  ^t-^'ln(.r-3  +  2/). 

Dieses  Resultat  befriedigt  deshalb  nicht,  weil  es  kom- 
plexe Größen  enthält,  obgleich  man  es,  wie  später  gezeigt 
werden  soll,  auf  eine  reelle  Form  bringen  kann. 

Aufgabe?.   /(,:_4)(._3)(.-:2J^^  =  ' 
Auflösung.     Nach  Aufgabe  9  in  §  3.5  ist 

2a;-' —  10a;  +  14       _      3      _      2 ^      1 

{X  -  •  4)(a;  —  3j(a:  -  ~  2)  ~  x  —  4       x  —  3  "^  x  —  ~2  ' 
folglich  wird 
/'(2x2  — 10x+14)dx        .„    ,         ,,       ^,    ,        ..,,,, 

.  *    u     «       /'  —  22x  +  12     ,        ., 
Aufgabe  8.    }^_^^^<l-  =  ^ 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  10  in  §  35  ist 
—  22X-I-12     _1/    12       ,        7      _     19    \ 

(x^'  -  '  4)(x  —  4)  ~  3  V  —  2  "^  X  +  2       x  -    \) ' 
folglich  wird 

y  ^(^'^^-l)T^-1l^  -2)  +  71n(r  +  2)-  -191n(.r.  -4)J. 

Aufgabe  9/         ;^.  __  9^ ^^  =  ' 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  11  in  §  35  ist 
12;r-'  4-  36ar  —  18  _  2    ,       11     _      1 
^^  — 9^-  —j-'^x       3       .r  +  3' 

folglich  wird 


§37.    Integration  der  Funktionen   ''*-'*    und     ^^     .      231 

X  —  a  {x  —  a)n 

f ^  _  9a;  =21nj'+ llln(a:  — 3)  — lnf2r  +  3). 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  12  in  §  35  ist 

_     5  1^  /ia  +  31/2        13  -  3V2\ 

~  x--l^  2y  2\r — 2— 1/2      x-^+Y^)' 


a(2--16jc-|-_3 
(i-l)(ic2  — 4äH-2) 
folglich  wird 


/■(8af^-  16x  +  3)dx 
j(/-l)(jri"^4x  +  2) 

=  üln(x-l)+^^[(13  +  3V2)ln(x-2---K2) 

—  (13 — 3}/2)  In  (x — 2  +  I/Sl)! 

=  51n(:r-l)+    ^'^Ini^^-^^-^+'h^J?      4.x  +  2). 
21/2     V-    2  +  1/2/      2  ^ 

.*..--      /•4x^  -63x2  +  33ar  — G19   ,        „ 

Aufgaben,  j-      ,^  _::  tmx  -  -  5)^     -'^^=-^ 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  1  in  §  30  ist 
ir' -  63a^ +  338a- —  619  ^      •*       i        2       _       3      ^ 

(x  —  l){x-':-)f  ~  X  -l'^  ix  —  hf    '  {x—bf 

folgüch  wird 
/*4r^  -  63avi  +  338x  —  C19  ,  ,  T  dx      ,    , /*    dx- 

i -  - ix--i)(x-or      ^^  =  \h-'  7  +  V(^-~5y' 

-3/--^^ 

7(x--5)2 

==41nrx_7)-^--l-,^  +  ^^5 

11/  ^,    ,   3a:  —  16 

=  41n(a:-0+(-^-^)r 

Aufgabe  12.    /      ^^._jjö^     ^^^^"^ 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  2  in  §  36  ist 
3j^^  +  IOj^  —  a:  _        3  ^       ,    _    ^        _      1 

(^2  --  1)2        ~  (X  —  ly^  '''  X  -  1  ■•"  (a;  -f  1)2      J^'+ 1 ' 
folglich  wird 
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f3r>+10a?-x  f    dx  f  dx  f    d^ 

=  :,7  "1  +41n(x— 1)—    -£     -    ln(x- 
X  — •  1  X  -\-  i 


=^<iVf)-''^^-l 


+ 

Aufgabe  13.  I        (i_i)2(,_.2f ^"=- 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  3  in  §  36  ist 
j-*  —  X*  —  16x^  +  3ar  —  25 

{x  —  lf^x-1       ix  —  2f^{x  —  2f       r- 
folglich  wii'd 

'{X*  —  X'  —  16x^  +  38x  -    25)rfx 


r 


:{ 


(x-l)2(x-2y 
^^  +  21n(x-l)  +  ^^^^-^l^-ln(x 


Die  einfachsten  Fälle  der  Partialbruch-Zerlegimg  s 
schon    im   ersten  Teile   (§  13)    berücksichtigt    worden, 
ergibt  sich  z.  B.  Formel  Nr.  29  a  der  Tabelle,  nämlich 

ohne  weiteres  durch  Partialbinich- Zerlegung. 

In  gleicher  Weise   ergab  sich  auch  Formel  Nr.  vS8 
TabelU».  nämlich 

r  \  f  ^^'  —       ^       ln/'*^~^'^ 

J{X  —■  Xi) [X X'>)  ~  Xi  —  Xy       \X  —  X-J 

durch  Partialbruch  -  Zerlegung. 

Daraus    findet    man    dann    auch    Formel    Nr.  87 
Tabelle,   denn  bezeichnet  man  die  Wurzeln  der  Grleichi 
(6.)  x^   \   'lhx~[  c  =  0 

mit  Xi  und  X'>^  so  wird 
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(8.)  (X  —  xi){x  —  X2)=x^+2bx  +  c, 

50  daß  Gleichung  (5.)  übergeht  in 

Jx'  +  'Zbx  +  c       2yb'^  —  c\x  +  b+yb^  —  c/ 
Ebenso   erhielt  man   auch   Formel  Nr.  92   der  Tabelle, 
nämlich 

(10.)  /*  <f'^  +  Q)d^  ^ 

J  {x  —  Xi){X  —  X2) 

~  ^  [(Pxi  +  Q)ln(x  —  xr)  -  {Px-,  +  Q)\n{x  -  x^)] 

xj         X2 

durch  Partialbi-ucli- Zerlegung. 

§  38. 

Integration  der  Funktionen 

dx  .  dx 

ix  —  gf  +  h^  [(^_^^)2  4-/?-7'' 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  89,  147  bis  150.) 
Xach  Formel  Nr.  28  der  Tabelle  war 

Auf  den  Zusammenhang  dieser  Formel  mit  Nr.  29  und 
29a  der  Tabelle,  nämlich  mit 

oder 

(2a.)         f/^  .,=  -   ^^^a(£t9n  =  ,Mn(-^-'^). 
Jx- — a-  a  \a/      2a     \x  +  a/ 

i^t  bereits  auf  Seite  G5  hingewiesen  worden. 

Aus    Formel  Nr.  28    der   Tabelle    ergibt    sich    Formel 
Nr.  89,  nämlich 

indem  man  das  Integral  auf  die  Form 
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f       d{x  +  b) 

J{x  +  6)2  4-  r  -  ¥ 

bringt  und  v  -    b-  gleich  a-  setzt.     Dieses  Integral  geht  in 

Über,  wenn  man 

(5.)  h=-g,     c  —  h'^  =  h' 

setzt.     Noch  unmittelbarer  erhält  man  dieses  Resultat  durch 

die  Substitution 

(6.)  x—g  =  ht,     dx  =  hdt, 

dann  wird  nämlich  in  Übereinstimmung  mit  Grleichung  (4^.) 

^^  J{x  -  gf+  h^  -JhKt'  +1)  ~  hj\  +  r'     h  ^'^'^^^^ 

/'        dx 

Dieselbe  Substitution  kann  man  anwenden,  um  /,,  .,  .  ,, 

J\(x-~gf'\-h^  '^ 

zu  berechnen  für  den  Fall,  wo  w>l  ist:  dann  erhält   in«n 
nämlich 

Nun  ist 

1      _i  +  r-'-.^'_        1  r^ 

^     '       (1  +  <2)"  (1  +  <■-')«  (1  +  /-')«-!  (1  +  /-)« 

folglich  wird 

(10)      r ^^    =/'   ^'    -U^.  . 

^  ^       7(1  +  t^r   7(1+  ^')r ^    yd  +  ^')" 

Setzt   man  jetzt  in  Formel   Xr.  D8   der  Tabelle,   näm- 
lich in 

Judv  =  UV  — Jvdu , 
f        ,  2tdf  d(l+f'^) 

"=2'      ^^  =  (l+f2).  =  (l+>2),,' 


also 

so  erhält  man 


rf„ -..,//,  '-=(„_  i;i^,.^.j„_.' 
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(x-g^+hi  [{x-gf+hi]n 

Ja'+t^"  2(,n — 1  )(1  +  /2)«-i  "^  2(w  — 1)7 (1 + f^-^ ' 

und   wenn  man  diese  Gleichung  von  Gleichung  (10.)   sub- 
trahiert, 

.'(1  +  <2)"  ~      C2w— 2)(1-|-  f-ä)"-'  "^  2n  —  ^Ja+P)"-^ ' 
Durch  diese  Foi-mel  ist   das  gesuchte  Integral  auf  ein 

einfacheres  zurückgeführt.     Durch  wiederholte  Anwendung 

der  Formel  kommt  man  schließlich  auf 

y---^-=arctgf. 

Beispiel  für  n  =  '6. 

f    dt_     _         t  3  /'    (U 

dt  t         ,   1       ,  , 


,  1 


ß 


also 


i  +  pf     -la  +  p)  '  2 


'(1  +  Pf       4(1  +  Pf  +  8(1  +  <^  "^  8  ^^^*^' 

=  8(f^  +  iy^  +  8'^^"*s'- 


Man    kann    das    gesuchte    Integral    auch    auf   Formel 
Nr.  102  der  Tabelle  zurückführen,  indem  man 

dt 
(13.)        t  =  tgz ,     also     z  =  arctg^,     dz  =  n-r-fo ' 

(14.)       l  +  P=l+i^z  =  J^,      i  +  ,.  =  cos^'^, 


1 


=  cos'-"— '•^a 


(1  +  ^2)«-l 

setzt,    dann   wird    mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  102  der 
Tabelle,  wenn  man  2n  mit  2n  —  2  vertauscht, 
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,  12«  — 3)(2n— 5)„.5^3^        1    (2tt— 3)(2w— 6)...5.3.1 

"^        ^(2«— 2)(2w— 4)...6.4.2  *^*^J"^(2n— 2)(2«— 4)...6.4.2^" 

Dabei  ist 
(Ib.)  C08z  =  -     -        )    synz  =    ,  >    sin2cos^=,     -,,• 

Yür  n  =  3  erhält  man  z.  B.  wieder 

/•     d/  .      /l       „     ,     3  \  .   3.1 

/(rf  /.).i  =  «inz(^jC08^.  +  4.2^^^V+  4.2^ 

=  1  +  ^2(4(1  +  ^    k|)+ 8  ^«tgf. 


§39. 

Integration  der  Funktionen 

{Px  +  Q)dx  {Px  +  Q)dx 

{X  - gf  +>2  una  ^(^  _ ^),  :p  ^-^j,  • 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  1.51  und  162.) 
Setzt  man  in  Formel  Nr.  91  der  Tabelle,  nämlich  in 

(1.)  f>  =  -g,   c-h^  =  h\ 

so  geht  sie  übtu-  in 

dies  gibt  nach  Formel  Nr.  147  der  Tabelle 

In  älinlicher  Weise  kann  man  />, Xi-^i..!     auf- 

finden,   wenn  7/  >  1   vorausgesetzt  wird.     Es   ist  nämlich 
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[(41   f  (-P^  +  Q)^    _  fPJx-g)  ^Pg  +  Q  , 

_Pf_^x-g)dx  Q)L..J^ 

2j[{x  -  gf  +  Ji^Y  +  ^^^  +  ^7[(x  -  gf  +  A^]« 
Setzt  man  jetzt 
(5.)  (x  —  gf'\-h'^=zy^     also     2(a: — g)dx  =  dy, 

und 

(6.)  X  —  g  ^  ht,     also     dx  =  Mf , 

so  geht  Gleichung  (4.)  über  in 

f  (Px  +  Q)dx  I  _prdy      Pg  +  Qf    dt 
Jli^  -  9?  +  1^'Y      V  V"  "^  Ä2-i  7(1  +  tY ' 

dies  gibt 

/7x      fLP''JL9)J^     =_ ^ 

''    Mx-gf  +  h^]"  (2n-2)[{x-gf  +  k^]'^~^ 

,  Pg  +  Qf    dt 


Ja 


\robei    das  Integral   auf   der   rechten  Seite    nach   Formel 
Nr.  149  oder  150  der  Tabelle  berechnet  werden  kann. 


Aufgabe  1.  ß 


§  40. 

Übungs -Aufgaben. 

X133?  —  68x  +  9b)dx 


=  9 


5)(a^  —  6x  +  13) 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  6  in  §  35  ist 

_  13x^  —  683;  +  95  10  3x  +  7 

^    '     (x  —  5) (x2  —  6a;  +  13)~x  —  6^x^  —  6x  +T3 * 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  27  der  TabeUe 
'*10dx 


(2.) 


yl^  =  101n(x-5) 


und  nach  Formel  Nr.  151  der  Tabelle 

/q X     /•(3x  +  7)dx    _  3  /•J2x-  6)^  r        dx 

^    '    Jx'  —  6x  + 13  ~  2y  x2  —  6x  + 13  ■*"      J  (x  —  3)2  -f  2=* 

=  I  ln(x2  _  6x  +  13)  4-  8arctg(?-:^^ , 
folglich  wird 
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J{x — o)(j-      w-\-\A}  1 

+  8arctg(?"J"^- 

Aufgabe  2./^^   -3)(a-'-4a;  +  20,  =  • 
Auflösung.     Nncli  Aufgabe  7  in  §  35  ist 

^^' '     (X       H)(.r-  —  -ix  +  20)  ~  .,•  —  H  "^  a^-'  -    4.r  -f  :>() ' 
Nun  ist  nach  Formel  Nr.  27  der  Tabello 

/  X  —  .5 
und  nacli  Formel  Nr.  151  der  Tabelle 

^^'^    Jx'  —  Ax  +  20~  1x^  —  ^  +  20   '7(,r  — 2)-*  +  4- 

=  ln(.r^'  -  4r  +  20)  ^  ^  arctg(-^  "^ 
folglicli  wird 
/Q\   A^^-    ^^-"^-^^  +  89)rfj:-  /*  M     .   1    /   •>       I      .   .^ 


/•     7x-'  —  10.r  -I-  87 


Auflösung.     Nach  Aufgabe  IH  in  §  35  ist 

7x^  —  10:r  +  37        _      3_    ^        4x  —  2 

^  '^     (x  4-  l)(.r-^  —  4.r  +  13)  ~  X  +  1    '   x-     -  4r  +  13 

.r  +  1    '    "  .r-  —  4.r  -}-  13  ^    (j:  -  -  2)-^ 


folglich  wird 

(7.A-'       \0x  -\-  H7)dj' 
(x  -\-  1){X'  —  ix-\-  13) 

3ln(.r  +  1 )  +  2ln(:r'-  -  -  4:^  +  13)  +  2arctg(''  . 


(10.) /^'•:\  7^ 

fix  4-  1  .(.r-  - 
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Aufgabe  4.  ^^^-^^^^  ^g^^^  ^  2^_^  5^rfx=  .^ 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  8  in  §  35  ist 

J^  —  6a~i  +  9x  +  108      _     3a;  —  7  4a-  +  11 

'   •'  (j^'_  4x  +  13)(a-2  ^_  2x  +  5)~cc2-4a;+13"^a?  +  2x-|-  5 

_3       2x  — 4     _  1 

~  2  ■  j^—^x-[-r6      (x— 2)-+32 


folglich  wild 


^    x^'+  2J-  +  5  ^  (X4-1F  +  2-' 


'    ■'  JG^  -  -  4j-  4-  13)  (x^  -r-  2x  +  5)  ~ 

•   2  Ini/ä  —  4xH-  13i  —  g  arctg^"*  ^  "^ 

+  21n(x^  +  2x  +  rv)  +  .^  aretg(-^  +  ^)- 

Aufgabe  5.  ^^^^  ^  _^^  _^  5)f..^---6x  +  13)  ''"^  =  " 
Auflösung.     Nach  Aufgabe  14  in  S  '^^^  ist 

5.r^— lar^  — 9a:  +  B0      _      3.r  +  5  2x  —  7 

''  [^  -f-  4:r  +  oXx'-'  ~  ()X  +  18)  ~"  7?  +  4jr  +  5  "^  x^  -  6x  + 1 8 
_3        2x  {-4  1 

-2V'  +  4.r+.-,       (x  +  2y-^'+l 

2.r       G        _  1 

"^  j--'  -  -  ()X  -t-  1 8        (X  —  \^  +  2- ' 
fol^^lich  wird 


^  '  ln(j^^  -f-  4^:  +  •>)    -  arctg(x  -j    2» 


/  (a^-'  +  4^  +  5)(j^'  -  -  (\x  +  13) 
=  'l  \n{j?  +  4^:  - 

+  ln(.r-'  —  6.r  +  13;       ^^  arc  tg^"^   ^/  ^ 

+  2)rfa- 
)  (x^  +  1)^ 


Aufgabe  6.  /^^_:^  "^ 
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Auflösung.     Nach  Aufgabe  4  in  §  36  ist 

2a:  +  2         _      1      _        2x  x+1 

^     '^  {x-~  l){x'  +  If      x  —  1       (x'  +  iy'     a^+l' 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  27  der  Tabelle 
(16.)  lJ^-^=]n{x-l), 

nach  Formel  Nr.  152  der  Tabelle  ist 
l'2xdx  1 

^      '  J{x^+l)''  x'  +  l 

und  nach  Ff)rmel  Nr.  151  der  Tabelle  ist 

(18.)      y'^y"+  r""  =  i'"(-^'  + 1)  +  a'-ctg^- 

Dieses  letzte  Resultat  hätte  man  auch  mit  Hilfe  der 
Formehl  Nr.  30  und  18  der-  Tabelle  finden  könnea.  Aus 
den  Gleichungen  (15.)  bis  (18.)  ergibt  sich  daher 

(^•^•)  fitriS^  =  '^^-'^+  x'+l  -  2  'n(-^+l)-arctgx 

1 ,  Ax  - 1)^  ,     1 

.  *    u     -.     l\3x' +  2x^  +  6x'       IIa;''  — 12a:  — 8)rf.r      ., 
Aufgabe  7.  J  ^^  _  ^^^^  ^^  ^-.^-^,-  -  >-    =  f 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  5  in  §  36  ist 

3x^  +  2jr*  +  Üjr^—  ll.r^  —  12.r  —  8  _       1  2 

^     '^  (,r  -  -  2)^(x^  +  2x  +  2)2  ~  (X— 2)2  +  x  -  2 

2:r  +  3  .r  —  1 

"^  (.T^  +'2a;  -r  2)2  "^  x-  -f  2j:"+ 2  ' 

Nun  ist  nach  den  Formeln  Nr.  146,  27,  151  und  152 
der  Tabelle 

(21-)      /(.i:2)^=-.-2'  /.-2  =  '^'°(^-2>' 


J(x-2)^ 

X 

2 

-  i  ln(2;«  +  2a-  +  2)  —  2arctg(x  +  1), 


f  (X  -    i)dx    ^  1  /*  (2x  +  2)rfa:   _    f_      dx 
^"  ■•'  Jx^  +  2a;  +  2       2j  .r"  +  2x  +  2       7(a;  +  1)«  +  1 
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^  f,y,.  f  ('2x +  3)dx    ^'r{2x  +  2)dx  I' 

'  ■'  f'x'-  +  2x  +  2)2      J{x'-  +  ^X  -f-  2)*    \/[(; 


d.c 

[{X  +  ir  + 1 1=* 
1       ,  /•  * 

.r''  +  2X  +  2  \/(l  +  ^*)'' ' 
ffubpi  /  +  1    gleich  /   gesotzt   ist.     Dies  gibt  nach  Formel 
Nr.  Ui)  der  Tabelle 

(24)  /*     '^L  _        '     -  +  W''^' 

J  1  -J-  <^)='      2(1  +  «'ä)  ^  2/1  +  !f2 

=  2(l+7^  +  2^'''^^'S< 


folglicli  wird 


x-\-  i  1 

0/  9  'r  li     ',  \^s  +  -I  aret£;(.r  +  1), 


f^)    r^  +  '^^  "^'  ^^'  —  ll:r^  —  12a:  —  8y/^ 


-      ^^^  +  21n(x-2)  +  ,^-^.^-l. 


x~'Z  '    ■   2(jf'  +  2a;  +  2) 

+  }ln(ar^  +  2a;  +  2)  -  |arctg(x  +  1). 

Auflösung.     Da  in  diesem  Falle 

(26.)  a?  +  x+l^{x  +  ^f  +  l 

ist.  SU  erhält  man  nach  Formel  Nr.  152  der  Tabelle,  indem 

man 

(27.)       P=l,    Q=-3,    g=-l.     /^  =  iV3,     n  =  2 

setzte 

/'(x  +  3)rfx      __  1  ,     '-^0    /•    r/^ 

•'' y  ix'  +  X  +  1)2  2(a-  +  .T  +  1)  "^  3l/:U(i  +  '-)- ' 

wobei 

(29.)  2a-  +  1  =  <y  3 

gesetzt  ist.     Dies  gibt  nach  Formel  Nr.  149  der  Tabelle 

^^•\la  tpf  =  2(r+  ^-^  +  2  '^^"'«^ 

(2:r  +  l)V3     ,    1         ^    /2.r  +  K 
8(x2  +  x+l)      2         ^\    }/h    / 


also 

Ki«pert,  Integral  -  RechnonK- 


1^ 
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1 

,...,   I'ix  +  '6)dx  bx+1  10         ^    /2x+l\       ■ 


Aufgabe  9.  / 


2?/'  -  -  Hx*  -f-  16ar'  -  üj?-'  +  9x  +  19 


dx=^? 


Auflösung.     Nach  Aufgabe  (>  in  i^  B6  ist 
r-{'2     2.T»— _3x^  +_16£'  -j  ö.r-'  +  9j^+  19 

~  (j;  —'3)2  +  .r  — .3  '^   (af'  +  x  +  1  /-    '    x^  -\- j- ^  l 

_        4  ,        1  2x  +  1  2 

"  {X  -  3)--'  '''  x—H'^  (j--'  +  .r  +  1  )•-'  "^  I (J-  -j-  i )•-•  +  JJ* 

Setzt  man  wieder 

so  wird 

(33.;  3(1  4- /-',  =  4t.r-' +  .r -f-  h, 

/■(•2r4  Drfr         /*<'/_  _    1       _  • 

und  ähiilicli  wie  die  (ileichung  (30.) 
.,-  ,    /•       2dx  t'iQV-d.dt         y    /     '  .    A 

'"''•^  h  \  iy'+  JT-'  ^  j  !Ki + f-r  -  31/3(1  +r^-'-  ""^^7 

4.C  -i  2  8  ,    /2./-  -r- 1\ 

=^H(r-'-|..ra,)-^aV;5"»'^^^«(,    y.5    j' 

...     /*(2x-T   l)dx       .    ^  .,  . 

_f  .r-  -r  j-  +  1 

'\/'.'- +  !)•-' -i-  2-/c2x  +  l)-4-3 

•2V3  /'   r/<  2  rix      \\ 

=   3  ./i+^' =  |/a  "'•"'«(    3    )• 

Deshalb  wird 
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^)|  (3a)/ 


''(2ofi—3x*  +  16ar'»  —  5.r^  -\-9x  +J9)dx 

{x'—3)^{3^'+X+  1)2       " 

^     4x  +  2       ,      8        „_/2a;  +  l\  ,   1 
3(^2- 

3 

T_  arc  .=, . . 

V3  ^V    VS 


/2x  +  l\ 
V    1/3    / 


(39.1 


A  Px  +  Q 

x+1  "t"ar2  — a-+  l' 


^_      i       ,        4x-l  1 

x-3+3(a;^^-fx+l[)       3V^3^'''''^V   }/3 

--  ln(r—  3)  -i-     ln(x-  +  j-  4- 1). 

.  *    u     .«  /*(5jf' —  8.r  —  4)rf.r       .^ 
Aufgabe  10./^        ^-,   ^  =v 

Auflösung.    Hier  ist 
ba^  —  Sx  —  4 

oder,  wenn  man  beide  Seiten  der  GHeichung  mit 

(X  ^-  i){x'  -x+i) 

multipliziert, 

bx-  -    Üx  —  4  =  A{jr  -  -  x  -f-  1)  -f  (Px  +  Q,(x   ]    1  . 

Dies  gibt  für  x  =  —  1 

9  =  3  J ,     oder    Ä  =  3 

und  für  x^   -  x  +  1  =  0,  oder  x-  =  x  —  1 , 

—  3x  —  9  =  (2P  -1-  Q)x  +  (—  P  f  Q), 
al.so 

(40.)  2P  4-  C^  =  -  3,     -  P  4-  0  =  -  t). 

(41.) 


2P+g  =  -3,     -P+Q-= 

P=2,    g  =  -7, 


4t^a.'     Kjju -r  ö  LX 

^^  X»  +  1  ^'  +  1  ^  X--'    -    .T  +  1 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  27  der  Tabelle 

(43.)  3/     f  ,  =  31n(x  +  l) 

/x  +  1 

und  nach  Formel  Nr.  151  der  Tabelle 


1\S* 
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jT^  —  x+l     Jx-'  —  x+l        Ji^-lY—l 

-=  ]n(x^  —  X  -f  1)       4  VHarctgr"*^  7 

folglich  findet  man 
nrs    f{^^'-Sx  —  4:)dx 
^     -^  J  x'+l 

=  31n<.r  +  1 )  +  ln(^-^  _  j-  +  i)  _  4  Vliarcigf^' 

Dem  Anfänger  wird  die  Piüfung  der  vorstehenden 
lösungen  durch  Differentiation  empfohlen. 

In  manchen  FäUen,  wo  die  Integration  durch  Pf 
bruch  -  Zerlegung  sehr  umständlich  oder  infolge  von 
braischen  Schwierigkeiten  garnicht  durchfühi'bar  sein  \\ 
gelingt  die  Integration  durch  zweckmäßige  Umformv 
und  Substitutionen,  wie  diu'ch  einige  Beispiele  zur  Er 
rung  gezeigt  werden  möge. 

Aufgaben.    /^^j^  =  V 

Auflösung.     Setzt  man  in  diesem  Falle 

1         ,  ,  dt 

(4b.)  x^     1     also     ax  =:  —      ? 

so  wird 

»"   .y+i)=-./''"'-f'i=-J '■■'''+'>• 

oder 

Man    kann    dieses   Resultat    auch    in   folgender   ^ 
finden.     Es  ist 

l_       _(^*'+ 1)  — .r'_l  _      j(? 
x{j6^  +1)  ~~       Xiß"  '■'  1)      ~  x~  x"^  -[-l' 
also 
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/*    (Ix        rdx       rx'dj' 

Jx{x'+  h~J  X      Jx  -\-l 

Aufgabe  12.  /^J"_^^^  =  y 

Auflösung.     Setzt  man  in  diesem  Falle  wieder 

(49.1  j-  =  ^     also     (Ix  =  —      7 

80  wird 

oder 

=  l'"Cr.$i)='"(^J+,)- 

Auch  hier  findet  man  dasselbe  Resultat   aus  der  Cllei- 

chung 

1         _(a'^  +l)  —  x^  _1  _      X' 
jf<ar*  4-  ij  ~~      x{x^  +1)      ~x~  x*~+  1 ' 
aus  der  dann  unmittelbar  folgt 
/'   dx  fdx       fx^dx       ,  ,^      A     ,        1   /      -^      \ 


Bezeichnet   man   (in   Übereinstimmung   mit  §  118   der 
Differential  -  Rechnung)    den    größten    gemeinsamen    Teiler 
von  fix)  und  f'{x)  mit  0-(x),  setzt  man  also 
(52.)     ß-ix)  =  {x  —  af-^ix  —  hy-^{x  —  c)y-^  ...ix  —  If-^ 
und 
(53.)      o(.r)  =  - --^,  =  (.r  —  «X./*  —  b) [x  —  c) , ,  .  {x  -    /i, 

so  kann  man  die  Partialbruch -Zerlegung  auch  in  folgender 
Weise  ausführen*). 

*)  Der  Anfanger  darf  diese  Auseinandersetzung  übergehen. 


240  §  40.     Partialbni<-.h-2:erlegiing. 

Es  sei  n  wieder  der  Grad  von  f(x)^  und  m  sei  der  Grad 
von  q(x)^  also  die  Anzahl  der  voneinander  verschiedenen 
Wurzeln    a,  6,  r,  .../    der  Gleichung    f[x)=0.     Die   echt 

gebrochene  rationale  Funktion  ^;  ,   konnte  dann  nach  Glei- 

chung  (11.)  in  §  36  auf  die  Form 

^     ^^  fix)  ~"  ..r  —  ar  '^  i.r  —  af-'  "^  * "   ^  j:  —  a 


+       ^'       +        ^'        +--4-    ^^ 

+ 

4-       ^'       4-         ^-         -1-...-4-     ^"i 

gebracht  werden.  Bei  der  Integration  liefern  nur  die 
Partialbrüche 

x—a^x~h   '     '"^x  —  l 
die  logarithmischen  Glieder 

Äa\n{x       a)  +  Bß\n{x  —  h)  -\ [-  Li]n(x  —  /): 

die  übrigen  Partialbrürhe  ergeben  bei  der  Integration  echt 
gebrochene  rationale  Funktionen,  deren  Summe  wieder 
eine  echt  gebrochene  rationale  Funktion  mit  dem  General- 
nenner ^x)  ist.     Man  findet  daher 

•^>->-)  f'^f'i^i'' = t5x) + ^^-  '"<^-  ''■' + ^/''"(=^-*) + •  •  • 

+  Lilnix  —  f), 
wobei  der  Grad  von  IHj-)  gleich  ii  —  /«,  und  der  von 
(5(),)  tp(x)  -  r,x«-"'-'  +  ex'-»-'  -}-•••  +  r„_„_,jc  +  <•„_,„ 
höchstens  ii       in —  1   ist.     Auch  die  Summe 

ist  eine  echt  gebrochene  rationale  Funktion,  bei  welcher 
der  Grad  von  q{x)  gleich  w,  und  der  Grad  von 

(58.)         oix)  =  kix^-^  +  kox'''--  -\ f  k,n^ix  +  k„, 

höchstens  m    -  1  ist.     Jetzt  erhält  man  aus  Gleichung  ^55.) 
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^  '  f(x)~  fHxf"         "      '^  Q{xy 

wobei  man    noch    auf   der   rechten   Seite   dieser  Gleichung 

Zähler  und  Nenner   des   ersten  Gliedes  durch  den  größten 

gemeinsamen  Teiler  t(x)  von  i9-(.r)  und  f^*(x)  dividieren  kann. 

Setzt  man  dabei 

(60.)  fH^x)  =  T{x) .  />,(x),     f^'(x)  =  r(.r) .  ^%Ax), 

80  geht  Gleichung  (59.)  über  in 

''   '^  fix)  """      m,fJ^^i^)  "(Ko:)' 

wobei  i^iix)  ein  Teiler  von  q{x)  und  deshalb  f^{x) .  ß-iix)  ein 
Teiler  von  f{x)  ist.  Schafft  man  noch  in  Gleichung  (59  a.) 
die  Nenner  fort,  indem  man  beide  Seiten  der  Gleichung 
mit  f{x)  =  dix) .  q(x)  multipliziert,  so  müssen  die  gleichstel- 
ligen Koeffizienten  auf  beiden  Seiten  der  neuen  Gleichung 
einander  gleich  sein.  Dadurch  erhält  man  n  lineare  Glei- 
chungen mit  den  n  Unbekannten 

Ci ,    Co,  .  .  .  Cn-m  \      ^1  ?    h  ,  .  .  •  /f  ,„  , 

die  sich  immer  auflösen  lassen. 

Man  kann  also  die  Gleichung  (59a.)  und  deshalb  auch 

vollständig  bilden,  und  zwar  ist  dieses  Verfahren  auch  dann 
noch  düichführbar,  wenn  man  die  Wurzeln  der  Gleichung 
f(x)  =  0  nicht   kennt.     Dagegen    ist   zur   Berechnung   von 

I    -  -dx  in  endlicher  geschlossener  Foiin  die  Kenntnis  der 

Wurzeln  a,  h /  erforderlich. 


XL  Abschnitt. 
Integration  der  irrationalen  Funktionen. 

§41. 

Allgemeine  Bemerkungen. 

Im  ersten  Teile  der  Integral  -  Rechnung  sind  bereits 
irrationale  Differential -Funktionen  in  größerer  Anzahl  inte- 
griert und  in  die  Formel  -  Tabelle  aufgenommen  worden. 
(Man  vergleiche  Nr.  17,  23,  24,  31  bis  42,  84  bis  86  a,  119 
bis  131a  der  Formel -Tabelle.) 

Dabei  wurden  in  den  Formeln  Nr.  84  bis  86a  die 
Irrationalitäten 

bezw.  mit.  Hilfe  der  Substitutionen 

X  =  as'inf,     oder     x  =  aH^f , 
X  -=  ^/tg^         „        X  ^  a®in/, 

cos  i 
W(}ggeseliafft.     Dadurch   erhielt   man   unter   dem    Integral- 
zeichen  rationale  Funktionen   der  trigonometrischen  Funk- 
tionen 

sinf,     cos/,     tg/,     ctg#, 

bezw.  der  hyperbolischen  Funktionen 

Sin/,     C£o)7,     2fl/,    CStg/. 
Setzt  man  dann  noch 

SO    erhält    man    unter    dem    Integralzeichen    eine  rationale 
Funktion  von  c. 


\ 
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In  Betreff  der  übrigen  irrationalen  Differential -Funk- 
tionen ist  zu  bemerken,  daß  es  verhältnismäßig  nur  wenige 
Fälle  gibt,  bei  denen  sich  die  Integration  durch  Anwen- 
dung algebraischer  Funktionen  oder  der  bisher  bekannten 
transzendenten  Funktionen  ausfühi*en  läßt.  In  den  meisten 
Fällen  werden  durch  die  Integrale  algebraischer  Diffe- 
rential-Funktionen neue  (d.  h.  bisher  noch  unbekannte) 
transzendente  Funktionen  erklärt. 

Hier  mögen  zunächst  solche  irrafionale  Differential- 
Fmiktionen  in  Betracht  gezogen  werden,  welche  sich  durch 
eine  Substitution  auf  Funktionen  zurückfülu^en  lassen,  deren 
Integral  bereits  bekannt  ist,  oder  in  rafionaJe  Differential- 
Funktionen  umgewandelt  werden  können,  und  zwar  sollen 
nur  die  einfacheren  Fälle  berücksichtigt  werden. 


§  42. 

Integration  rationaler  Funictionen  der  Argumente 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Xr.  l'vj  und  154.) 
Kommen   in   der  Funktion   unter   dem  Integralzeichen 
keine  anderen  Irrationalitäten  vor  als  Wurzeln  aus  ./•  selbst, 
so    läßt   sich   die,  Differential -Funktion   durch    die   Substi- 
tution 
(1.)  X  =  i* 

selir  leicht  ratiana]  machen,  w^enn  man  den  Expont^nten  x 
so  wählt  daß  x  durch  alle  auftretenden  Wurzel -Ex])onenten 
teilbar  ist. 

AVie  dies  gemeint  ist,  möge  zunächst  ein  Beispiel  zeigen. 


xi-y^x  —  ^/x) 

Auflösung.  Das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der 
Wui-zel- Exponenten  2,  3,  4  und  6  ist  12,  folglich  muß  man 
(2.)  x  =  t^-,     oder     y^x  =  t 

setzen  und  erhält 
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(3.)      |/r'  =  /^     y'j^  =  r',     Vx  =  f\     y^x  =  f\     yx  =  f'- 
Dies  gibt 

~     7  f2_l 

Nun  ist 
(5.)  f'  —  7f+  \2f*  --^(f^—l){t*—7f*  -I  <•-•  --•  5/  +  1 )  -L-  öt  +  1, 
also 

(6.)  ^,     "j  =  /4  —  7«^  +  '■  --  i)'  +  1  +  ,2  _  1 

folglich  ist 

i   Hin'/     ■  l)4-21n(/  +  1)1» 
wobei  nach  (fieichung  (2.) 

ist. 

üaraus  erkennt  man  schon,  daß  die  oben  angegeben»^ 
Kegel  ganz  allgemein  anwendbar  ist:  denn  bezeichnet  man 
mit  X  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Zahlen  /*, 
7, . . . ,  die  in  den  Kx|)onenten  von  r  als  Nenner  auftreten, 
und  setzt   man  in  t*b(»reinstimmung  mit  (lleichung  (1.) 

( 1  a . )  ./•  =  f^,     a  1  so     /  =  y^x .     d.r  =  xt^'-UH , 

so  (mIiüH   man 


/t  Y.tM  ttp 


woi)ei  die   Kxi)oncnten     '     ?      /^ , . . .  sämtlich    o:anze  Zahlen 

^  n         q  "^ 

wt'i'den. 

Auf  diesen  Fall  kann  man  den  allgemeineren  zurück- 
führen, wo  untiT  dem  Integralzcnchen  (Mne  i-ationale  Funk- 
tion dei-  Argumente 


J  43.    Int^^tion  irrationaler  Funktionen;  Übun^Lcs -Aufgaben.  251 


X, 


c 


fax  +  ß\^      /ax  +  /^Y 
\7x  +  6/ 
fiteht    Setzt  man  nämlich 


x  +  öj  '    \yx  + 

(iX+ß 


YX+  6 


=  y, 


[so  wird 

|(10j  x  = 

so  daß  man  erhält 


ry  —  a  (yy  —  af 


'"■•/[- CIO"  C"+D'-]"= 


/(- 


6y  —  ß 

yy-a      ^    '    >f'-y    (yy-af 


'  y 


m  p 

n 


(ß<J  —  ^)dy 


'  ^  '•■TTrt/-«)^ 


Ist  jetzt  X  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der 
Wurzelexponenten  n,  ^, ...,  so  wird  die  Differential -Funk- 
tion rational  durch  die  Substitution 


(12.) 


y  =  i*' 


§  43. 

Übungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.    /-/r-  ^  ,  =  ? 

yyx  — 1 

Aufiteung.     Setzt  man  hier 
,1.)  yx  =  t,     also     x  =  t\     dx  =  2tdf, 

so  wird 

=  K2a:  Vz  +  3j;  +  6  T/x  +  61n(  Vir  —  1)1  ■ 
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Aufgabe  2.  lJ_^dx  =  ? 

Auflösung.     Durch    dieselbe    Sul^stitution    wie    bei  d 
vorhergehenden  Aufgabe  findet  man 

also  mit  Rücksielit  auf  Formel  Nr.  29  a  der  Tabelle 

(4,  e,  ..=./(,-,'>=. ,+,„(;;-;) 


\Vjc+  1/ 
Aufgabe  3.    J_2  ^  ^-^  =  *' 


Auflösung.     In  diesem  Falle  muß  man 

(5.)  >^•'•  =  ^     J'  =  f,     dx  =  ^i'dt 

setzen  und  erhält 

Um  3/-.J  zu    ermitteln,    wende   man  J^ii-tialbii 

Zei'legung  an  und  setze 
,7.)  '^      =     ^      ,_    ^'  +  ^    . 

dies  fjil)t  durch  Fortscliiiffung  der  Nenner 

(8.)  •6  =  A{r-^t  + 1)  4-  (/><  +  Q) (<  -  1), 

also  für  /  ^  1 

(9.)  3=34,     oder     .4  =  1 

und  für  i-  f  /  -j-  l  =  0 

(10.)  3  =  (-  2P  +  q)t  M(-P-Q), 

also 

(11.)  —2P+Q  =  0,  P  +  Q=    -3,  oder   P=  —  l,  Q  =  - 
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Dadurch  erhält  man  nach  Formel  Nr.  27  und  IBl  der 
TabeUe 

/•  dt  r  dt  nt  +  2) dt 


''^•)   '^jt^  _  1  -Jt  _  1  - /T2  +  t  +  i 

=  ]n{t  -  1)  -  |ln«2  +  ^  +  1)  -ySmctg(^^^^^  ^), 


f2t  -r  1> 
üso 


13.)  /^^dx:-3-;yr  +  ln(-;!/a:— l)--iln(;^:^^ 

]/3 


-.rB„„,..f^;;^). 


Aufgabe  4.  JxdxVa  -|-  x  =  ? 

Auflösung.     Hier  ist  zu  setzen 
1.)   V^fl  +  jr^/,    also    a  +  x  =  t\  x=^f'^  —  a,   (Lc=2tdf, 
nn  wird 

>. )  J'xdxVa  +  ^  =y 2  (7-  —  a)^'-^rff 

=  2/rdf  —  2ajt^dt  =  -^    -  -    o    ' 
er 
;.)  /xdxVa  +  x  =  ^\  fX3t^  —  oa)  =  i\ (fl+x)]/a  4-  j-(3x     2a). 

Man    hätte    auch    die   Integration    in   folgender  Weise 
^führen  können.     Man  setze 

^)  xYa  -j-  X  =  {a'{-  X  —  a)ya  -\-  x  =^  {a  -\-  x)i  -   a{a  -|-  .r)'^", 
o  nach  Formel  Nr.  9  der  TabeUe 

<.)  J'xdxVa  +  x  =J[a  +  x^ d{a  +  x)  —  af{a  +  x)^d{a  +  x) 

=  i(«  +  ^)^  _|a(a^   X)* 
=  A(ö  +  x)y(i  +  x(3j:^  --  2a), 
dx 


Aufgabe  5.  /     .^  "^       =-  ? 

y^ryx  +  a 


Auflösung.     Dui*ch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vor- 
rgehenden  Aufgabe  findet  man 
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Jx-Yx  +  a     J{t^      a)<         Jt^  —  a 
Dies  ftibt  nach  Formel  Nr.  29  a  der  Tabelle 

(20.)  /•  f  = ;  in('  ^;)=  ]  ^n(y-^±-^■^:] 

JxVx  +  a       Va      V  +  ]/a/       Va      \yx-\-a  +  Va> 
Va     \  -r  ) 

Va     \  X        '  ) 


\  ja  +  X 


Aufgabe  6.  il 
Auflösung.    Es  sei 


(ix  =  ? 


21.)  \  ^t.     also        ^     =^',    .f  =  fl,.,    ,    , 

■iafdt 

C22.)  ^--  =  (^2  +  1).' 

dann  wird 

dt  /•    rf< 


=  '4y/+r^  +  i)-'] 


Nun  ist  nach  Formel  Nr.  18  und   149  der  Tabelle 
(24.)  ^^^*^._,  =  arft.g^ 

^-''■'  y,  1  ^  r--,-^  -  2(1  +  ^')  "T  2./i  +  r-' "~  2(1  +  f-'  "^' ' *" 

folglich  wirf! 

oder,  da 

a  +  .r  2a  f  Va^  —  j^ 


^  a  —  x       a       X      l+r-^  2a 


ist. 
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l]/"  ^  ^rfx  =  2«arctg  l/"  +  •'■  -  Va^  -  a^. 
f  Jl  a  -    X  fax 


&., 


Einfacher  kann   man    in   diesem  Falle   die  Integration 
ausführen,  indem  man 


f  a  —  x      f  (a 


(a  -p  x)-  a  -{-  X 

—  x){a  -i^  x)~  Ya^—x- 


setzt;  dadurch  erhält   man  nach  Formel  Nr.  34  und  31  der 
Tal>elle 

(29.)  /  I  (Ir  =  a  I  -  -  /   / 

=  aarcsinf     )       Yd^  —  x- . 

Die.'^es  Resultat  weicht  allerdings  in  der  Form  von  dem 
in  Gleichung  (27.)  enthaltenen  ab ;  setzt  man  aber 

(30.;  arctgl/||;^^  =  ^,     oder     tg^=y^  +  ^^, 

.««•  ist 

a  -\  X  tg^z  —  1 


oder 


ts^2  =  j     also     X  =  a  ^, 

*=*  a  —  x  tg^z  -]-  1 


0,,  siu-^  —  CUS--&  .,  .    ^ 

■  (Ol.)  x=  a  .  .,     .        o    =  —  aicos-z      sm-e)  =  -    rtcos(2-e; 
sin-z  +  cos^^ 

=  flsin(24  —  ^^y 
Deshalb  wird 

(32.)     arcsin^^  =  2.'  -  ^  =  ^arctg  l/'^  +  ^  -  ^ , 
\a/  2  ^  f  a  —  X       2 

si»  daß  die  beiden  in  den  (Gleichungen  (27.)  und  (29.)  an- 
gegebenen Resultate  sich  nur  durch  eine  Integrations- 
Konstante  voneinander  unterscheiden. 


2r)<)  5*41.    Einführunjsr  der  Irrationalitäten  Vy^—a^y  VoHyS    >V— y2.   1 

§  44. 

ZurUckführung  der  DifTerential- Funktionen  von  der 
Form  F(x,  Ya^  'r2Bx  +  cyix  auf  DifTerential -Funk- 
tionen von  der  Form  f(y,  Vf-^a?)d\j,  fiy,  Va^'+jfyfv- 

f{y.  Vd'  —  fyly, 
(Vei>rl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  155  und  156.) 

Ks  sei  Fij ,  yÄx'-r2Bx+C)  eine  rationale  Funktion 
von  X  und  Y  Ax-  -^  "IBx -\-  C,  dann  mögen  zwei  Fälle  unter- 
schieden werden. 

I.  Fall.    A  >  0. 

Setzt  man 

( 1 . ,        ;y  =  ^^^  +  V^  ,     also     y'  =  Ax'  +  2Bx  +  ~ . 

SO  wird 

»2  __ .  A  n 

(2.)  Ax'  -{-  2Bx  -f-  C  =  ?/  —     -  ,-       . 

A 

Hierbei  wird  positiv  oder   negativ,  je  nach- 

dem die  ,, Di  skr  i  min  ante''  i^'  —  AC  positiv  oder  negativ  ist. 
Um  diese  beiden  Fälle  zusammenzufassen,  setze  man 

o,  B'  —  AC        ,     ., 

(3.)  -.--    =  +  «"': 

A  ~ 

dann  wird 

(4.)  Ax'  +  2Bx  +  C  =  f-J^a?^ 

also  YÄX'  -\-1Bx  +  O  =  Vy^^  ~dK 

Aus  Gleichung  (1.)  findet  man  noch 

(5.)  ./:  =  •^-       -         y  dx=    ,_  j 

folglich  wird 

(6.)  JF{x,  yAx^+2Bx-\-C)dx  =|>(^"'^^~^,  V^'^^y^  ^ 

II.  Fall.    A  <  0. 

Setzt  man 

Ax  A-  B  B^ 

(^•^        ^^    1/7'     ^^'^^^     --/  =  ^x^'  +  25x  +  ^-» 

so  wird 
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(8.)  A3?  +  'iBx-\-C  =  -    -^-  —  yK 

Hierbei  wird  -^ ;  positiv  oder  negativ,  je  nacli- 

dem  die  „Diskriminante"  W  —  AC  positiv  oder  negativ  ist. 
um  diese  beiden  Fälle  -zasammenznfassen,  setze  man 

dann  wird 

(10.)  At?  +  IBx  -VC=±a^  —  y^, 

alfio 

Yäx'  +  2Bx+~C  =  V+W^^. 

Aus  Gleichung  (7.)  findet  man  noch 

/.^x                    yV—Ä—B        ,  dy 

(11.)  x  =  ^ -. 7     dx  = -^._  • 

folglich  wird 

(12.)  fF{x,  VAx^  +  2Bx  +  C)dx  = 

Gilt  in  Gleichung  (12.)  das  untere  Zeichen,  so  wird 
(13.)  yÄaP  +  2Bx  +  C  =  V—a'  —  f  =  iV^  +  y^ 
für  alle  Werte  von  x  imaginär^  so  daß  in  diesem  Falle 
-P(x,  yAo?  +  2-Bx  +  C)  eine  komplexe  Größe  ist.  Deshalb 
lassen  sich  auch  bei  Ermittelung  des  gesuchten  Integrals 
komplexe  Größen  nicht  vermeiden.  Man  kann  in  diesem 
Falle  auch 

(14.)        yAx^  +  '2Bx  +  C  =  iV^^^^JÄö^  +  2Bx  +~C) 
setzen  und   erhält  dadurch  eine  Wurzelgröße,  auf  welche 
die  im  Falle  I  gemachten  Voraussetzungen  zutreffen. 

§  46. 

Obungs-Aufgaben. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  157  und  158.) 

Aufgabe  1.   /- 


-frc- 


=  ? 


Kiepert,  Integral -Reohnung.  •  17 
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Auflösung.     Im  Falle  I  erhält  man  nach  den  Fonneln  I  - 
Nr.  155,  35  und  36  der  Tabelle 

jyÄx-+-lBx+C    JVAYf^a^      VA     \        «       /    1. 


VI 


[\n(y  +  Yf^a^)-]na], 
Ina 


oder,  wenn  man  die  Int egi*ations -Konstante y     fortläßt, 


(la.) 


JyAx'  +  2Bx  +  C      VA      ^^^''^^     > 


VA     \     VA 


yAa?-lr2Bx  +  C\ 


Ueinpiel  1.    ^  =  4,  5  =  2,  C  =  —  3,  5-'  —  ^C  =  16  - 

(2.)     (        J^..^    =  =  iln(2x+H-V4ar'  +  4x-3). 

Beispiel  2.     4  =  1,  B  =  ).,  C=l,  B^—AC  =  -\- 


J  V  Xr  +  0?  +  1  \        ^  / 

Im    Falle   II    erhält    man    nach    Formel    Nr.  156    der 
Tabelle 

<4.)         l-^_-J^__ =  _/\__^y._         . 

J  VAx'  +  2JS:r  +  C  J  V—ÄV+ä^-i/ 

Beschränkt  man  die  Lösung  auf  den  Fall,  wo  das  obere 
Vorzeichen  gilt,  so  erhält  man 

(4a.)    /*,-.-.-£^-.-=  =-  V— /'t^ 
JyA.i-'-^iBx+C  V—AJYc^y^ 

=  —    ,=  — arcsin(--) 

1             .    /  Ax-\-B  \          1             .   /     Ax+B    \ 
= ,^-=arcsin(— r  — —  --l^    ,: arcsinl -Izr^r^^J- 

V—A  \VB''—ACy     V—A         V    Vb^-ac/ 

Beispiel  3.    A  = —  1,  B  =  a,  C  =  0,  B'~AC  =  a^. 


(5.) 


Jv-Ä 


dx 


V'lax  -  -  x2 


=  arcsm 


{~y 
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(Jilt  das  untere  Vorzeichen,   so  wird  die  Aufgabe  auf 
M  I  zurückgeführt,  indem  man 

dx 


6.)  /: ^^       =1/:— 


Ol?  +  2if  la;  +  Cy 


etzt    Dabei  ist 

l)  Äi  =  —  A,    Bi  =  —  B,     Ci  =  -C. 

Aufgabe  2.  yrfa;|/3x2  +  2Bx  +  C  =  ? 

Auflösung.     Im  Falle  I,  nämlich  in  dem  Falle,  wo  ^  >  0 
st,  erhält  man  nach  der  Formel  Nr.  155  der  Tabelle 

&)        ldxVJ^^T2Bi'-rC  =  yMyyf~^  a2, 

ilso  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  129  und  129  a  der 

TabeUe 

9.)    /da;ViiE2  +  2jBx+^= 

I       21 

Iso,  wenn  man  die  Integrations-Konstante  ^^-—-     fortläßt, 
)a.)  IdxyÄx^  +T5a; +  C=  ^^ [^fT""^ VAW+^Bx  +  C 

Beispiel  1.    Ä  =  4:,  B  =  2,  C= —  3,  B^ —AC=16. 
.0.)  fdxV'^  +  ^x  —  d  =  \\ßx  -f  1)V4^T4^-^ 

—  41n(2x  4-  1  +}/4a;2  +  4a;  — 3j]. 
Beispiel  2.    ^  =  1,  5  =  |,  C=l,  £2_^(7^_  j 

1.)  ^dxV^T^Ti  =  \ [--.j^ y^MiT+i 
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Im  Falle  11,  nämlich  in  dem  Falle,  wo  Ä<0  ist^  wird 
nach  Formel  Nr.  166  der  Tabelle 

(12.)  jdxV^+2Bx+C=  —  -L=jdyy±a^  —  7^. 

Beschränkt  man  die  Lösung  auf  den  FaU,  wo  das  obere 
Vorzeichen  gilt,  so  findet  man  nach  Formel  Nr.  123  der 
TabeUe 

{13.)jdxyTa^2B^+C  =  _^y|>/^2ll^  +  l'arc  sin(^] 

2>cr^L     Y-Ä 

B^  —  AC        .    /        Äx  +  B  W 

-\ -. —  arcsmi ,  — )  • 

^      —Ä  \     YB^  —  ACf\ 

Beispiel  3.    ^  =  —  1,  B  =  a,  C=0,  B^  —  AC^df. 

IdxYlax  —  a;-  =  J  (x  —  ä) y2ax  —  x^ _j_  ^^arcsinf j\- 

Diese  Beispiele  mögen  zeigen,  wie  Integrale  von  der 
FoTm/F{x,  y Ax^ -\- 2Bx  ^C)dx  durch  das  in  §  44  ange- 
gebene Verfahren  mitunter  auf  bereits  bekannte  Integrale 
zurückgeführt  werden  können. 

§  46. 

Integration  der  DifPerential  -  Funktion 

F{x,  yAx^  +  2Bx+~C)dx,  wenn  A  positiv  ist 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  169  und  160.) 

Aufgabe  1.  /f{y,  Vf+~c)dy  =  ? 
Dabei  darf  c  eine  positive  oder  negative  Größe  sein. 
Auflösung.     Wenn   d^   gesuchte  Integral   mit  keinem 
bisher  entwickelten  übereinstimmt,  so  setze  man 

(1.)  yf~+c  =  t  —  y,     oder     t  =  y  +  yy^c, 

also 

(2.)  f.  +  c  =  t^-2ty  +  y^,    oder     ^/  =  ^^ 
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2f2 
folglich  wird 


.  Wenn  /*(y,  V'^  +  c)  eine  rationale  Funktion  von  y  und 

\J  ;  y^+^  ist,  so  hat  man  es  durch  die  angegebene  Sub- 
stitution erreicht,  daß  die  Funktion  unter  dem  Integral- 
zeichen auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (5.)  eine 
rationale  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  t  geworden 
ist  Diese  Substitution  wurde  bereits  zur  Herleitung  der 
Formeln  Nr.  36  und  36  der  Tabelle  benutzt. 
Nach  Q-leichung  (5.)  wird  nämlich 

Aufgabe  2.  /F(x,  VAa?  +  2Bx+  C)dx  =  ? 

Auflösung.  In  §  44  wurde  gezeigt,  wie  man  das  ge- 
suchte Integral  in  dem  Falle,  wo  J.  >  0  ist,  auf  ein  Integral 
von  der  Form J^fiy,  yy^-\-c)dy  zurückführen  kann,  wobei 
c  =  4-  a2  ig^  (vgl.  Formel  Nr.  155  der  Tabelle).  Ist  diese 
Umformung  erfolgt,  so  gelangt  man  durch  die  in  Aufgabe  1 
angegebene  Substitution  zum  Ziele.  Man  kann  aber  auch 
die  Umwandlung  der  vorgelegten  irrationalen  Differential- 
Funktion  in  eine  rationale  unmittelbar  ausführen,  indem  man 


; 


(6.)  yix^  +  -2Bx  +  C  =  t  —  x  VA 

setzt  Dadxirch  erhält  man 
(7.)  Ax^  +  2Bx  +  C  =  <2  —  2txVA  +  Ax^, 

oder  '2x{t  VÄ -]- B)  =  t'^  —  C, 

(a)  .  =  -Ifi^ ,  äx  =  ('!VÄ±|^H:^V^ , 

%tVA-\-B)  %{tyA-\-Bf 

ifi—OyÄ     f-VÄ+2Bt-\-CVA 


(9.)    yA3?-{-2Bx-\-C=t—y—^4^ 

2{tyA-\-B)  lit^A  +  B) 
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•    Dies  gibt 
(10.)  /F{x,  y7ic^2Bx+C)dx  = 

r  /   J2_c       ('y'A-\-2Bt+CyA\  {t^yA+2Bt+CyA)it^ 
J    \2{tyÄ+B)''      2{tyÄ  +  B)"     )  2{tYÄ+Bf 

wobei  nach  Gleichung  (6.) 
(11.)  t  =  jy'Ä  +  yAx^  +  2Bx  +  C 

ist.  Wenn  F{x,  y Ax?  +  2Bx  +  C)  eine  rationale  Funktion 
von  X  und  y Aoi?  -j-  2Bx  -\-  C  ist,  so  steht  unter  dem  Inte- 
gralzeichen auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (10.)  jetzt 
nur  noch  eine  rationale  Funktion  von  t,  welche  nach  den 
Eegeln  des  vorhergehenden  Abschnittes  integriert  werden 
kann. 

Man  erkennt,  daß  die  Aufgabe  1  nur  ein  besonderer 
Fall  der  Aufgabe  2  ist,  welchen  man  erhält,  indem  man 
die  Integi-ations -Veränderliche  mit  y  bezeichnet  und 

A=l,     B  =  0,     C=  +  c 
setzt. 

Übungs  -  Beispiele. 

Aufgabe  3.  ßyyf  +  'c  =  ? 

Auflösung.     Nach  Gleichung  (5.)  erhält  man 

<...>l^+c=/.'i+«t^'.'-'ti 


Dabei  ist 


2t         '"    '  2t 

also 

(13.)  yy^2^rc  =  *l^, 

folglich  erhält  man  bis  auf  eine  Integrations -Konstante  in 
Übereinstimmung  mit  den  Formeln  Nr.  129  und  129a  der 
Tabelle 
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(U.)jdyVf  +  'c  =  I  V^+c  +  I  ]n(t/  +  Vy^'c). 

Aufgabe  4.  (-_^^^_-^  =  ? 

Auflösung.     In  diesem  Falle  ist 

^=1,    yÄ  =  l,     5  =  1,     C=2, 


•    (15.) 


jf'  +  2t  +  2)dt        -^-— __--       <2  +  2<  +  2 
xda;  /•(<2_2X<2+2<+2)</<      1  /'(<-— 2)d< 


(161  /        ^«^         _  / (<-— 2X<''+2<+2)<f<  _  1  /(<-— 2)d< 
^   •7V^+2^+2~y2(i  +  lF«2+2^  +  2)~2/  (i  +  lf 

Nun  ist,  wie  man  durch  Division  findet, 
<2_  2  =  (f  +  1)(< -1) -!=(<  + 1)2- 2(<  +  l)-l, 
also 

„  ^2  —  2  ^ 1___J 

*  ''^  (<  +  1)2  ^  +  1       (<  +  1)2  ' 

folglich  wird 


(18.) 


il^^-M'--<'  +  "+r^T] 


=  -2(f+l) ^"^'  +  ^) 

<2  +  2<  +  2       1       ,,,,,, 
=     2«  +  l)     -ä-l-^^^  +  D- 

Dies  gibt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (15.) 
(19.)  l[--^.==^=Yx^'+2^^ 

Bedeutend  leichter  findet  man  dieses  Resultat  durch 
Anwendung  von  Formel  Nr.  156  der  Tabelle,  indem  man 

i  x=^y  —  1 ,     also     v  =  ^  +  1 »  dx=  dy, 

(20.)  ^        J _.  '—         ^' 

I  y7?  +  2x  +  2  =  V^+  1 

setzt;  dann  wird 


'^  Jyx^  +  2x+2     J  Vy^  +  i      JVy^  +  1     JV7+  1 
also  nach  den  Formeln  Nr.  32  und  35  der  Tabelle 
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(22.,  y; 


xdx 


V?+S+2-''^+^-''*  +  '^" 


=  Vx^  +  2x  +  2  —  ]n{x  +  1+  yofi  +  2x-\-ii. 
Dieses  Resultat  unterscheidet  sich  von  dem  vorher  ge- 
fundenen nur  durch  eine  Integrations- Konstante. 

3?dx 


Aufgabe  5.  /- 


=  9 


'Jy,xP  +  2x  +  2 

Auflösung.     In    ähnlicher  Weise   wie   bei    der  vorher- 
gehenden Aufgabe  findet  man  hier 

^     'JV^'+2x+2      ^J    (t  +  lf 

=  1 1  -  3^  +  21n(^  +  1)  -  4  j  -  2(4  y 


8(<  +  1)2  '  2 

—  18f^  -  28fj-  16      7 


4<.s  _  i8f2  _  28f  -  16  ^  7  ^  1  ,    ..  ,   ,^ 


Nun  ist 
<4  _  4/:i  _  18^2  _  28/  —  16  =  (<-'  +  2/  +  2)(/2  —  6/  —  8) 

=  (/2  +  2<  +  2)[/2-2-6(/  +  l.)], 
folglich  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (15.) 

/•      afVte        _  1  tl  +  2t  +  2/^-2  _  \ 
^     -'Jy^-+2x+l     2    2(/  +  l)    V2(/  +  l)     V 

=  ?-.3|/^>q;-2^-^2  +  ^  +  |ln(x+  1  +  yi^-i-2x  +  2). 

Auch  hier  ergibt  sich  das  Resultat  leichter  durch  An- 
wendung der  in  den  Gleichungen  (20.)  angegebenen  Sub- 
stitution; dann  wird 
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!5)  f      ^'^^         =  nf-2y  +  V)dy 

VV^+2^+2    y      Vj^TT^ 

JviF+i    Jy^+i  Jy 


^y^Ti    Jy?+i  JVy'+i 

Dies  gibt  nach  Formel  Nr.  127,  32-  und  35  der  Tabelle 


+  ^\n(y  +  yy^  +  l) 


x  —  S 


Dieses  Resultat  unterscheidet  sich  von  dem  vorher  ge- 
andenen  nur  durch  eine  Integrations- Konstante. 
In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Aufgaben 

te'-f2x  +  2'  ""  Jv^T^x  +  2  ~~ '  "  'JyW+W+2 "~  ' 

ehandeln. 

dx 


*""*•  '/^ 


—  V 


VaP  +  2z  +  2 
Auflösung.     Ans  den  Gleichungen  (15.)  ergibt  sich  hier 
/•         dx       _    _^f  dt 

''''  JxyW+^+2        >-2' 

so  nach  Formel  Nr.  29  a  der  Tabelle 
dx  1  ,    /t  —  Y2^ 


&) 


/• dx J_     /t  —  V2\ 

JxVö^2x+2  ~  1/2  °  V  +  1/2/ 


Aufgabe  7.  /- 

J(a 


1_^   /a;-T/2  +|/^"+;2:M-j\ 
1/2     Vx  +  }/2  +  }/x2  +  2a;  +  2/ 


Auflösung.     Aus  GMeichimg  (5.)  findet  man 

■'       ./{x  -  *)  y^+  c     jt^-m-c 
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Dies  gibt  nach  Formel  Nr.  87  der  Tabelle,  indem  ma:i 
b  mit  —  k    und    c  mit  —  c 
vertauscht, 

(30.)  /' -^V-  =  ^^^In^-^-^'^Y 

J{x  —  k)Va^  +  ^      y^  +  c      \t  —  k+yW+c/ 

Ist  k^  +  c  negativ,  so   erhält  der  gefundene  Ausdruck 

imaginäre  Form;   dann  findet  man  jedoch   aus   Gleichung 

(29.),  indem  man 

a  =  y —  c,     also     c  =  —  a? 

setzt,  nach  Formel  Nr.  89  der  Tabelle 

(31.)  /: — %___. 

J{x  —  k)]/!^  —  a2 

-o/l       ^*  -        ^  +  /    t  —  li  \ 

Zum  Schhiß  muß  man  noch 

t  =  x-\-Vx^-{-c 
einsetzen. 

Aufgabe  8.  /- ^ 

"  ^(1  —  x^)V  1  +  a? 

Nach  Gleichung  (5.)  ist  in  diesem  Falle 

also 

wenn    man   t^   mit   u   bezeichnet.     Nun    ist   nach   Fonnel 
Nr.  88  der  Tabelle 

J^   — DM  +  l        J{u—UiXu  —  ll2)         Ui — ti2       \W  —  Mo/ 

wobei 

ui  =  3  +  2^2,     U2  =  3  —  2}/2,    mi  —  mo  =  4^2 
ist.     Dies  gibt 


.^  =  ? 
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(34.)      /: ^^-=.  =  _  4.  in^^li-- 2JJ) 

J{1  -  a?)K  1  +  x2  21/2      \u  —  3  +  2y2/ 

=  -1-    lnf-i^A±.2m 
2|/2     V-3  — 2^^2/ 

Um   das  Endresultat  als  Funktion  von  x  darzustellen, 
beachte  man,  daß 

f^  -2+2^2        -1  +  1/2 

a   -^'         2f         -a;+Vl+x2~^     l+K2)(Kl+x^     :r), 

also 

(35.)  ?^^^-^>^  =  (2  _  l/2>r  +  (- 1  +  V2)Vi  +^ 

=  (l/2-l)(J/r+^  +  a;V2) 
ist    Ebenso  findet  man 

(36.)     ?!zZ^l21^  _  (-y2  -  l)(J/r+'^  -  xy2), 

folglich  wird 

(37)   /•  'fa'  _  =     ^„.Ipf  (V2-l)(Vlfg+^K2)  -1 

'  J{l  —  x^Yi+^       2|/2     U-V2— l)(Kl+a:2_a;>/2)J 

_     1    ,nV2-lf(Vl+x^+xV2r\ 
~2K2     L  X2-1  J 

Schneller  kommt  man    zum  Ziele  durch   Anwendung 
von  Formel  Nr.  86  der  Tabelle,  indem  man 

(3a)       x  =  tgt,    also     dx=   -^[y,i  Yr+^  =  —^ 
^  ^  '  cos^^     ^      '  cosf 

setzt.     Dadurch  erhält  man 

'^  Ja  -x^yi+lfi  "JcosH-smH  ^Jr-M^t' 
oder,  wenn  man 

V28in^  =  z,     also    y2  costdt  =  dz 
setzt  und  Formel  Nr.  29a  der  Tabelle  beachtet, 
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dabei  ist 

,/^  .    .  xV2 

z  =  Kzsmr  =  — ==> 
Vi  +  X« 
folglich  wird 

(41.)         L  -  -%_^.  =  -i^ln("^!+  ^lE) 
J(l-a:2)|/i^a;2       2^2      \a;K2  —  Vi  +  ic«/ 

'y2  V    Vx^—i     / 

Dieses  Resultat  stimmt,  abgesehen  von  der  Integrations- 
Konstanten,  mit  dem  früher  gefundenen  überein. 


§  47. 

Integration  der  Differential -Funktion 

Fi?:,  YAof-\^'-iBx^"C)ix,  Wenn  c  positiv  ist 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  161  und  162.) 

Aufgabe  1.  ff(y,  V¥±Y)dy  =  ? 

Auflösung.     Wenn    das  gesuchte  Integral  mit  keinem 
bisher  entwickelten  übereinstimmt,  so  setze  man 

(1.)  V¥±y'==ty-a,     oder    ^^«  +  >^«'  +  ?, 

also 

(2.)  ö2  +  ys==<y_2a#y  +  a2,     oder    y  =  ^^' 

.u^  1/-.-J.-2        2erfä  a(<2  +  l) 

(3.)  Va«  +  t/^  =  ^2--r  T  —  «  = 


dy  = 
folglich  wird 


...  ,  2a(t^  +  l)dt 

(4-)  "^^=^""(7^^)«    ' 


-2o(<2-f-l)df 


(5.)  ffy,  V^SVv  =_/fO'Ti  •  ?Ti)  ■  -li^f 

Wenn  f{y^  Yä^  +  y^)   eine    rationale   Funktion    von    y 
und  ]/a*-  +  y^    ist,    so    hat  man    es    durch   die  angegebene 
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Sabstitation  erreicht,  daß  die  Funktion  unter  dem  Integral- 
seichen auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (5.)  eine  raiuh 
nale  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  t  geworden  ist. 
Hiemach  wird  z.  B. 


(6.) 


/l^=  =  -V^^  =  -ih..  =  -W--+^--^--\ 
JxVa^—x^  ay  ^  a  a     \  x  / 

ein  Resultat,  welches  mit  Formel  Nr.  37  der  Tabelle  über- 
einstimmt. 

Aufgabe  2.  /F{x,  Yäx^  +  2Bx  +  C)dx  =  ? 

Auflösung.  In  §  44  wurde  bereits  gezeigt,  wie  man 
das  gesuchte  Integral  auf  ein  Integral  von  der  Form 
Jfiy^,  Va^  +  y^dy  zurückführen  kann  (vergl.  Formel  Nr.  156 
und  156  der  Tabelle).  Ist  diese  Umformung  erfolgt,  so 
gelangt  man  durch  die  in  Aufgabe  1  angegebene  Substi- 
tution zum  Ziele.  Man  kann  aber  auch  die  Umwandlung 
der  vorgelegten  irrationalen  Differential -Funktion  in  eine 
rationale  unmittelbar  ausführen,  indem  man 

(7.)  yAx^  +  2Bx+C==tx  —  yC 

setzt.  Dadurch  erhält  man 

Ax^  -\-2Bx  +  C  =  t^x^  —  2txyc  +  C, 
oder 

(8.)  Äx  +  2B  =  t^x  —  2t  YC, 
also 

^^  2(tVC+B)     ,            2{t^YC+2Bt  +  ÄVC)dt 

'^•^  ^ = -'i^-^^jr '  ^^  == {t^~^Äf ' 

t^yc  +  2Bt  +  Äyc 


(10.)        Väx^  +  2Bx  +C=  t^  —  A 

Dies  gibt 
(11.)  /F{x,  yix^  +  2Bx  +  C)dx  = 

f  myC+B)  t^yC+2Bt+AyC\   —2{t^YC-^2Bt-vAYC)df 
r\   t^—A    '  t^  —  A  )  {t^-AY 

wobei 

(12.)  t  =  -  {VC  +  VAx^  +  2Bx  +  C) 
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ist.    Wenn  F{x,  YAo?  +  ^Bx  +  C)  eine  rationale  Funktion 
von  X  und  YAx^  +  2ßx  +  O  ist,  so  steht  unter  dem  Inte- 
gralzeichen auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (11.)  jetet 
nur  noch  eine  rationale  Funktion  von  f,  welche  nach  den  1 
Regeln  des   vorhergehenden  Abschnittes  integriert  werden  1 
kann.  | 

Man  erkennt,  daß  auch  hier  die  Aufgabe  1  nur  ein  be- 
sonderer Fall  der  Aufgabe  2  ist,  den  man  erhält,  indem 
man   die   Integrations -Veränderliche  mit  y  bezeichnet  und 

^  =  +  1,     5  =  0,     C=  +  fl2 
setzt. 


Übungs  -  Beispiele. 

Aufgabe  3.  /  ,-—  i=  =  ? 

«  JyAx^  +  2Bx+C 

Auflösung.     Nach  Gleichung  (11.)  erhält  man 

^^^^        JyÄx'^+  Ibx^+^c  ^  ~  ft'  -^ ' 

Ist  .4  positiv,  so  folgt  hieraus  nach  Formel  Nr.  29a 
der  Tabelle 

JVAx^  +  2Bx  +  C  VA     V  +  Yä/ 

~  Vä  "v]/(7  +  y'Äx-  +  'i^x  +"ö  —  xVä^ 

Dieses  Resultat  stiiunit,  abgesehen  von  einei*  Inte- 
grations-Konstanten,  mit  dem  in  §  45,  Gleichung  (1.)  ge- 
gebenen (vergl.  Formel  Nr.  157  der  Tabelle)  überein,  denn 

es  ist 

( yC+VÄx^^2Bx+C—xyÄ){Ax+B+ yAVAx^-f2Bx+  C} 


=  (B  +  VAC){yC  +  y'Ax^-  +  2Bx  +C  +  xYA), 
folglich  wird 

(15)  Y9+J^^^Ä+^ + ""^A 
yc+y'Äx^-+YBx  +  b—xyA 

_Ax  +  B+  yAYAx^  +  2Bx  +  C 
also  B  +  yjC 
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Ist  A  negativ^  so  erhält  man  aus  Gleichung  (18.)  nach 
^  Formel  Nr.  28  der  Tabelle 

(17.)  l\ ^  =  ^  =  — ,i= arctg(    L) 

= arctgi- •— ^ — ^ — )• 

Auch  in  diesem  Falle  kann  man  die  Übereinstimmung 
mit  dem  in  §  45  Gleichung  (4.)  gefundenen  Resultate  (vergl. 
Formel  Nr.  157  der  Tabelle)  nachweisen.    Setzt  man  nämlich 

(18.)      y  =  2arctg(^),    also    tg(|)  =  p;^, 

SO  wird 

1  +  ^0    '-^ 

i-O      ,  +  Ä 

Ist  der  Bogen  ß  erklärt  durch  die  Gleichungen 

,,,,               .                   Ji                                V—ÄC 
(iL)  sin«  =^  — --^■- )  cos«  = ) 

VJ^  —  äC  YB'  —  AC 

so  erhält  man 

(22.)  sin(«  —  gj)  =  sinacos?)  —  cosasin^) 

_       —B{t^+A)  V—'AC.2tV^Ä 


{f^  —  Ä)VB^  —  AC      [f- —  A)yB' -  AC 
—  2MtyC  +Jt) B^ 

{t^  —  A)yB^'—Ac    yw^^A'c 

Ax  +  B 

ym—Ac' 
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Fügt   man    also   in    Gleichung  (17.)    die   Integratioix 
Konstante  -  -  —  hinzu,  so  erhalt  man  in  Übereinstimmnnj 

mit  Formel  Nr.  1B7  der  Tabelle 

dx  a  —  q)  _^     1      ^^:^/        Äx+B\ 


(23.)/  , =   ,        ==   , arcsmt-       , , 

JVÄa^+2Bx+C      V^^     V—Ä  V     YB^^ACl 

Aufgabe  4.  y^--^=^ 


xdx  p 


Auflösung.    Hier  ist 
(24.)  ^  =  1,    5  =  i,     (7=1, 

also 


(25.) 


^"~f2—  l'       "'^~  («2-1)2  ' 


Dies    gibt ,     wenn    man    die    Integrations  -  Konstante 
1  —  ^In  3  hinzufügt, 

■  =.UÄ-.vi+^+'"CT;-)--] 

r^  +  t  +  l      1,    /3<2  +  6<  +  3\ 

=  -,^.-1  -2H~<^-i~>) 


Aufgabe  5.  /  .  /""--       =? 


=  yi+x+xi^  —  i\n{2x+l+2yi+x+',i^). 

xdx 

-\-  X  —  xr 

Auflösung.    Hier  ist 
(27.)  ^=--1,     B  =  i,     C=l, 

also 
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(SR) 


.^2<  +  l       ._.'    2(f^  +  t-l)dt 

<2  _j_  1  '         *  {t'+lf 


,^^+n+^^,  yr+i;^='i+i=i, 


05 


•  Jyi  +  x  —  a?  J 


\2t  +  l)dt 
{<a  +  If 


__2 2/1 


d« 


Nun  wird  nach  Formel  Nr.  149  der  Tabelle 


(30.) 


/    dt 

7(1  + 


_        <         .  1       .    , 

<2^  -  2(1  4-  <2)  +  2  '^'^^^' 


folg^ch  ist,  wenn  man  die  Integrations-Konstante  gleich 
,   —  1  setzt, 


yi+x  —  a? 


f  2  4.  1       <2  +  1 
«2  4-  <  —  1 


«2+1 


—  arctg< 


^-yi+^=^-^otg(^n±^ 


Bedeutend  leichter  wird  die  Lösung  durch  Anwendung 
der  Eormel  Nr.  156  der  Tabelle,  indem  man 

12«^  —  2«  4-1,     also     dx  =  —  dy, 
(32.)  '  *^    '  ^' 


l  yi  +  x  —  a?  =  ya^  —  i/^,    2a  =  yö 

setzt;    dann  erhält   man  nach  Formel  Nr.  31   und  34  der 
Tabelle 


(33, 


r       xdx         ^  r(2y  - 


-l)dy 


f 


=  —  Ya^  —  y2  —  ^  aresin 


=  —  yi  +  X  —  a?  +  ^  arcsin  (  - 


^)- 


V    ^5 

Um   die  Übereinstimmung  dieses  Resultates   mit  dem 
früheren  nachzuweisen,  setze  man 

Saep«Bt,  Inteigral'Beabnang.  ^g 
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(34.)  ,,  =  2arctg(l-±J'L±^^, 

also  /g,\       1  -(-  Vr+  x  —  3^ 

*%;= — X — ' 

dann  wird 

2tg^^j    _2(2x—  1  +  Vi  +  X  —  x2) 

"~  *^\27      2x  —  1  —  4  l/r+a;  — x2 


(35.)    sin  91 


(36.)    cos9)  = 

Erklärt    man    sodann    den   Bogen   a   durch   die   Glei- 
chungen 

1  2 

(37.)  sin «  =   --  ?     cos «  = 1 

so  wird 

2x  —  1 
(38.)     sin  («  —  9^)  =  sin  a  cos  9)  —  cos  asimp  =  — y—    - 

yb 

Fügt    man    also    in    Gleichimg  (31.)    die    Integrations- 
Konstante  ^^  hinzu,  so  erhält  man 

jyi  +  X  —  X-  ^ 

=  —  Vi  A-  X  —  ^^2  -f  -  aresin (-         -Y 
2  \    1/5    / 


K5 
Aufgabe  6.  / 


dx  _,^ 


Auflösung.  Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der 
vorhergehenden  Aufgabe,  also  dui-ch  die  Gleichungen  (28.), 
erhält  man 


=  _  In  f^^  -^-±^  Vl  +  x-x\ 
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dx 


Aufgabe  7.  /- 

J(x 


Auflösung.    Hier  ist 
(41.)  a  =  l,    ^  =  —  1,    ^  =  0,     C=l, 

folglich   erhält    man    nach   Formel    Nr.  161   oder  162    der 
Tabelle 


(42.)    x  =  ^ 


2f 


t^- 


2{t^  —  l)dt 


<2+l'>^l-^-e2+i'    '^''-^IW+lf 


dx 


{x-k)yi 


-  =4-- 


dl  _ 
1t +  k 


1 


oder,  wenn  man  k  mit      bezeichnet  und  die  Formeln  Nf.87 
r 

und  88  der  Tabelle  berücksichtigt, 


(44)  A- 
J(x  — 


j{x—k)vr—x^ 


2rt  +  l 
r       ,   /<  — r— Vr2~— 1' 


1      V  — r  +  Vr2— 1/ 


|/r2— 1      V  — r  +  Vr 
wenn  r^  >  1  ist ;  und  nach  Formel  Nr.  89  der  Tabelle 


(45.) 


f  dx  _      2r  /   t  —r    \ 


wenn  r^  <  1  ist     Zum  Schluß  muß  man  noch 
(46.) 


1  + VI -0,2  1 

r  = und     r  =  ~ 

X  k 


einsetzen. 


Aufgabe  8.  l~ 


dx 


=  9 


^(1  +7?)Vl—a? 

Auflösung.  Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der 
vorhergehenden  Aufgabe,  also  durch  die  Gleichungen  (42.), 
erhält  man 


(47 


h 


dx 


:=—  2, 


(<2  -f-    \)dt 


Da  die  quadratische  Gleichung 
(4&)  <4  +  6<2  _|_  1  ^  0 

die  beiden  Wurzeln 


18* 


/ 
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(49.)  I  <i2  =  -3  +  2V2  =  -(K2-l)S 

l  <22  =  — 3  — 2V2  =  — (K2  +  l)2 
hat,  so  findet  man  durch  Partialbmch- Zerlegung 

^     '  t*  +  6t^  +  1  ~  y2\t^  +  o2        *2  +  62  /' 

wobei 

(51.)  a  =  V2  — 1,     6  =  1/2  +  1 

gesetzt  ist.    Dies  gibt  nach  Formel  Nr.  28  der  Tabell 

Setzt  man  noch 

(B3.)  ^^^^(ä)  ^  ^'     ^^^^(ft) ""  '^' 

so  wird 

(54.)  tggj  =  -  =  —!= j    tgtp  =  x  =  -T= ^ 

also 

folglich  wird 

da;  _        1  ^^  ,  ^^^_   1 ^_/   xy2 

■X 


(66.)  /^ ^^=3=_-4=(9^+^)=JLarctgC-^ 


Einfacher  findet  man  dieses  Resultat  durch  Einfü] 
trigonometrischer  Funktionen,  also  durch  die  Substii 


(57.)  X  =  sinf,    Y\  —a?  =  cost. 

Vergl.  §  12,  Gleichung  (7.). 
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§  48. 

Integration  der  DifTerential  -  Funktion 

F{x,  Vl^+2Bx+C)dx,  wenn  w—äc  positiv  ist 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  163.) 
Die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
(1.)  Ax^-\-1Bx-\-C  =  ^ 

sind  bekanntlich 

(2.)     Xi  =  j ,     X2  = j 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  B^  —  ÄC>0  ist,  werden 
beide  Wurzeln  Xi  und  X2  reell.     Setzt  man  in  diesem  Falle 

(3.)  Xi  = 1X2  = j     wobei     ay  =  A 

a  Y 

sein  möge,  so  wird 

(4.)    Ax^  +  2Bx  +  C=A{x  —  Xi)(x  —  X2) 

=  C7(x  +  ^)(x  +  ^^=(ax  +  ß){rx  +  6), 

Jetzt  möge  die  neue  Integrations -Veränderliche  t  durch 
die  Gleichung 

(5.)  yAa?  +  2Bx  +  C  =  t(ax  +  ß) 

eingeführt  werden.     Dadurch  erhält  man 

^1x2  +  2Bx  +  C  =  iax  +  ß)(yx  +d)  =  f{ax  +  ßf, 
oder 

(6.)  rx+ö  =  fi{ax  +  ß), 

Dies  gibt 

(9.)  /F(x,  yAx'  +  2Bx  +  C)dx  = 

aöjtdt 

2\2 


fp/ßt'-<f     {ßr-a(})t\   2{ßr-aö)i 
J'\y  —  aP       y  —  ctf^    )       Ir  —  af'-f 
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wobei 

(10.)     /=l/^''-+^    VAx'^+2Bx+C=Vrc^-fß)l^x  +  ^^^^ 
f  (iX  +  [i 

Übungs  -  Beispiele. 

Aufgabe  1.    /  ,  -^—     ^  ^  ^-  s=r  =? 

JV{(tx  +  ß){rx  +  ö) 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (9.)  folgt 
(11)  f  ''-^  ^_:^=2/-  -      . 

Jy{ca^'+ß}{rx  +  d)      Jr-^^ 

Setzt   man   hierbei  -  =  +  /c',  je   nachdem         jwsitiv 

oder  negativ  ist,   so  erhält  man  für  das  obere  Vorzeichen 
nach  Formel  Nr.  29  a  der  Tabelle 

/*  dx __2 /l  <^'___  1  ijj/t^^N 

•*  V'oy     Vya(7a;+<))  —  yj^nar+.iV 

Für  das  untere  Vorzeichen  wird  nach  Formel  Nr.  28 
der  Tabelle 

/' dx  _      'i  f  dt      _       2  /^\ 

=:--=-2=arctglEi!^£"^. 
Aufgabe  2.  f-.-^^.  =  ? 

J  yrx J^ 

Auflösung.     In  diesem  Falle  kann  man  setzen 
(14.)  (xa:  +  /^=^j     yx  -\-  ö=^r  —  x, 

also 
(15.)     «=1,     /^  =  0,     7  =  — 1,     d  =  r,     /5/7-^ad  =  — r, 


(16.) 


,  ^Irtdt         ^       -tir  —  X 
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folglich  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  149  der 

TabeUe 

=  —  K  ^^  —  i^  —  r  arcte  1/ 

/*  x^dx       C  x^dx 
In  ähnlicher  Weise  kann  man  /         —  »  1  ?  •  - 

Jyrx — ic^  Jyrx — ic^ 
berechnen. 


Aufgabe  3.  /- 


dx         ^p 


Auflösung.  Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der 
vorhergehenden  Aufgabe,  also  durch  die  Gleichungen  (16.), 
erhält  man  hier 

(la)        f-J^=  =  -^-lät=.-^-i 

Jxyrx  —  a?  rj  r 

2Vrx^^^ 


Aufgabe  4.  / 

J(x 


__      2-t/r  —  x_ 

rfx  rx 

dx 


=  ? 


\x  +  l)Kl— a^ 
Hier  ist 
(19.)         ac  +  j3  =  1  +  X,     also     yx  -\-  6  =  \  —  x , 
(20.)    a  =  l,    i9=l,    7  =  -l,     <J  =  1,     ^-«d  =  -2, 


f2  _|_  1  '     '  -         -  <2  _|_  1  '       "■-  (<2  +  1)2  ' 

Dies  gibt 

(23.)  /: — ^^-^.=^idt=-t=-i)^. 

J{x  +  l)y\  —  3?        J  ri+a; 

Aufgabe  5.  yJ--^^^^  =  ? 

In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe findet  man 
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(24.)  f- — %=  =  -^/^. 

J(x-l)yi  —  a^  fl— X 

Aufgabe  6.  f- ^==  =  ? 

Auflösung.    Hier  sei 

ax  +  ß:=x  +  1 ,    also    yx  +  ö  =  x  —  1 , 
a  =  l,     i9=l,     y  =  l,     rf  =  -l,     ßr-aö  =  2, 

(26)     x-^^'  +  ^  V^—J-      ^     >    dx-     ^*^ 


(26.)  '=/!^.     -  +  '  =  X^- 

Dies  gibt 

(27.)  /- -,=  =  fdt  =  t  =  l/^ . 


Aufgabe  7.  / 


dx 


\x—i)yo(?—i 

Auflösung.     In   ähnlicher   Weise   wie   bei   der  vorhe 
gehenden  Aufgabe  findet  man 

(28.)  f- %^=  =  -]/~^. 

j{x--i)yx^  —  i       rx— 1 


Aufgabe  8.  / 

JlCL 


dx  ^p 


^{x  —  k)yrx — a^ 

Auflösung.  Auch  hier  findet  die  durch  die  GU 
chungen  (16.)  angegebene  Substitution  Anwendung,  ui 
zwar  erhält  man,  wenn  man 

(29.)  r  =  kg 

setzt, 

^^■^  y(^3^)7^-:-:^^~7i^^^^(^H=i)  ^~?/¥^"Ä(<q^ 

_2  /•      dt 
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Dies  gibt  für  g>l  nach  Formel  Nr.  29a  der  Tabelle 


Dieses  Resultat  kann  man  noch  auf  die  Form 

(32.)  /: '^, =,    '        .y^)-yw^). 

J{x—k)yrx  —  x'      yk{r  —  k)     \yk{r—x)  +yx{r—ky 

bringen.    Ist  ^  <  1,  so  findet  man  nach  Formel  Nr.  28  der 
Tabelle 

(33.)       f ^^  =  ^-=arctg(^=l_Y 

J{x-k)yrx—x^      kyT-g       ^\yi—g/ 

also 

J{x  —  k)yrx—x^      yk(k  —  r)       ^\yx(k  —  r)f 
Aufgabe  9.  / ^.f -:  =  ? 

Auflösung.     Hier  sei 
(35.)  aa;  +  i9=l  —  a;,    yx  -\-  6=^\  ■\-  x, 

also 
(86.)    a  =  — 1,     /?=1,    r  =  l,     rf  =  l,     /9)'-«c)  =  2, 

'  (3a)         Vi --^  =  4-1-.  1  +  a.  =  f  >-i^ • 

Daraus  folgt 

Die  Wurzeln  der  Q-leichung 
(40.)  ^  +  1  =  (f2  _  i){f  +  i)  =  0, 

nämlich 

1-4-i  1  —  i  14-i  1  —  i 

^  V2  V2  1/2  V2 

sind   sämtlich   komplex.     Indem    man   je   zwei   konjugiert 
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komplexe    Faktoren   von    ^*  +  1    miteinander    multipliziert^ 
erhält  man  die  reellen  Produkte 

(42.)  {t  —  h){t  —  t2)  =  e--ty2  +  l, 

(43.)  {t  -ts){t-h)  =  t^  +  tV2  +  l 

und  die  Partialbruch -Zerlegung 

(44)       <'_±i=    P*  +  9-^+    ?i±s^ 

Deshalb  findet  man  nach  Formel  Nr.  89  der  Tabelle 

y"  dr  1  — 

Dieser    Ausdruck    läßt    sich    noch    wesentlich    verein- 
fachen.    Setzt  man  nämlich 

(46.)         arctg(<V2  —  1)  =  ^',     arctg(<V^  +  1)  =  ,y, 

so  wird 

(47.)  tg§  =  fy2-l,     tg;?  =  «1/2  +  1, 

m )         t^(£  +  n)  -  *«^'  +  tg«?  _  2<^'2  _        ty2 
(48.)  tg(i:  +  //)  _  YZZt^f^-  -  2_ 2r2  --fi^l 

Nun  ist  nach  den  Gleichungen  (37.)  und  (38.) 


''-',Vl-^  =  JL^,    also    ^'-^  2« 


folglich  wird 

(49.)   tg(§  +  //)  =  -^^-;=;/^',    |  +  ^  =  _arctg(?^;=^, 

(50.)  /: ^^        -_  =.^^  +  ^/  =  — 1  arctg(?^-^^. 

In  §  47,  Aufgabe  8  hatte  sich  ergeben 

...  .           f           dx  1  /  xl/2    \ 

(51.)  / ;iir=^-^^  -     arctgf    ,^  —,^^)• 

Die  Übereinstimmung    dieser    beiden   Resultate   findet 
man  leicht,  indem  man 
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setet;  dann  wird 

Fügt  man  also  in  Gleichung  (50.)  die  Integrations- 
Konstante  — —  hinzu,   so  erhält  man  in  Übereinstimmung 

mit  Gleichung  (51.) 

m  f "^    -  -^    =  -j-  ß  -  arctg(Kl£^l 

Al4-x2)Vl  — x2      f2L2  ^\    xV2    /J 

Es  war  schon  damals  hervorgehoben  worden,  daß  eine 
einfachere  Lösung  dieser  Aufgabe  durch  die  in  §  12  an- 
gegebene Methode,  nämlich  durch  Einführung  trigono- 
metrischer Funktionen,  gefunden  wii'd. 


§  49. 

Integration  der  DifPerential- Funktion 

F{x,  yj^^2Bx+C)dx,  wenn  die  drei  Größen  ä,  c 
und  ^— ^c  negativ  sind. 

Es  sei  jetzt 

(1.)  B^—ÄC<0,    also    ÄC>B^>0; 

die  beiden   Größen   Ä   und  C  haben   daher  dasselbe  Vor- 
zeichen, so  daß  die  Voraussetzung 

(2.)  Ä<0 

die  andere 

(3.)  C  <  0 

notwendigerweise  herbeiführt     Nun  wird 
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(4.)     Äa^  +  2Bx  +  C  =  j[Ä^x'  +  2ABx  +  B'  +  ÄC—B^ 

=  j[{Äx  +  B^  +  {ÄC-B>)]; 

folglich  ist  in  diesem  Falle  der  Ausdruck  in  der  eckigen 
Klammer  beständig  positiv,  was  auch  x  sein  mag,  also 
Aa?-\'2Bx-\-C  beständig  negativ,  denn  A  ist  negativ.  Des- 
halb wird  die  Funktion  F{x,  Yä3^+2Bx+C)  selbst  eine 
komplexe  Größe,  wenn  die  Ungleichungen  (1.),  (2.)  und  (3.) 
gelten,  weil  yÄx^+2Bx-\- C  stets  imaginär  sein  muß.  Es 
ist  daher  nicht  möglich,  JF{x,  yAa^-\'2Bx+C)dx  in  reeller 
Form  darzustellen.  Unter  diesen  Umständen  wird  man, 
wie  schon  in  §  44  hervorgehoben  wurde,  am  besten 

(5.)  /Fix,  yAx^+2Bx+  C)dx  =/F(x,  iyAiX^+2BiX+C\)dx 

setzen,  wobei 

(6.)  Ai  =  —  A,     Bi  =  —  B,     Ci  =  —  C 

ist.  Man  kann  dann  das  in  §  46  und  §  47  angegebene 
Verfahren  benutzen. 


§  50. 

Normalintegrale  von  der  Form/F{x,  yAa?+2Bx+C)dx*). 

Ist  F{x,  yx)  eine  (ganze  oder  gebrochene)  rationale 
Funktion  von  x  und  yX,  wobei  man  der  Kürze  wegen 
Ax'^  +  25x  +  C  mit  X  bezeichnet  hat,  so  kann  man 
F{x^  yX)  immer  auf  die  Form 

(1.)  Fix,yx)=?^\±^^^^ 

(Pix)  +  tp{x).yx 

bringen,  so  daß  gix),  Ä(a:),  g>ix),  i/^x)  ganze  rationale  Funk- 
tionen von  X  sind.     Daraus  folgt 

*)  Der  Auf  äuger  darf  die  Ausführungen  dieses  Paragraphen  über- 
gehen. 
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(%]   Fix  YX)  =  ^^""^  +  ^^^^  •  ^  J  •  ^^^^^  ~  "^""^  •  ^^ 
[9<x)  +  vKx) .  rX] .  Mar)  -  V'(x) .  VX] 

0{,x)  +  H{x).yx 


g>{xf  —  f{xf.X 
wenn  man 

j  ff(x)<Pix)  -  HxMx) .  Z=  0(x), 

^  -^  \  h{x)(p{x)  -  g[x) tp{x)  =  H{x) 

•etzt    Bezeichnet  man  noch  den  Nenner  <f>{xf  —  \p{xf .  X 

mit  N{x),  so  ergibt  sich 

(4.)     F{x,  YX)  -  ^^^^  +  ^^^^   VX-  ^^^^  +  ^^^,    ^ 

G(x) 
Die  gebrochene  rationale  Funktion  ^^  ^  kann  man  nach 

den  Angaben  des  vorhergehenden  Abschnittes  durch  Partial- 

bruch- Zerlegung  integrieren.     Ebenso  kann  man    -  ^  ' 

(nötigenfalls    nach    Absonderung    einer    ganzen    rationalen 
Punktion)  in  Partialbrüche  von  der  Form 

^  und  ^^+« 


(x  —  k)"  [{x  —  gf  +  K^Y 

zerlegen.     Deshalb   kommt  es  im  wesentlichen  nur  auf  die 
Berechnung  der  folgenden  vier  Normalintegrale  an: 


(5.) 


^        fdx        ^        fx'^dx       ^       f       dx 

Jvx       J  vx        J{x-krvx 


Diese  Betrachtung  bleibt  auch  noch  richtig,  wenn  X 
eine  ganze  rationale  Funktion  beliebig  hohen  Grades  ist. 
Bezeichnet  man  mit  X  eine  ganze  rationale  Funktion  zweiten 
Grades,  so  wird  es  im  allgemeinen  zweckmäßig  sein,  die  in 
§  44  angegebene  Umformung  vorzunehmen,  so  daß  es  bei 
dem  Normalintegral  Ji  nur  auf  die  in  den  Formeln  Nr.  34, 
36  und  36  der  Tabelle  berechneten  Integrale 

(6.)   /:^^=  =  arcsinp)und/:-,i=  =  Inf-+^^±^') 
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ankommt.  In  gleicher  Weise  geben  nach  dieser  Umfoa 
mung  die  Formeln  Nr.  31,  32,  33,  119,  126  und  126a  de 
Tabelle  an,  wie  das  Normalintegral  J2,  nämlich 


berechnet  wird.  Auch  J3  kann  man  in  dem  Falle,  wo 
Ä*  =  0  ist,  mit  Anwendung  der  Formeln  Nr.  37  bis  42,  125, 
131   und   131a  der  Tabelle  berechnen.     Ist  aber  /r!^0,  so 

setze  man  zur  Berechnuns:  von  / ; — 

](z  +  a^  fc2   I    ^2 

(7.)  x= ,    ?     also     X  —  ft  =  — —-i-  j 

z  —  k  z  —  k 


(9.)        z  =  *-+-f ,  v^aT^^  =  lEE^^)f±^. 

X         n  X  —  tC 

Dies  gibt 

(10.)/'    -^"  --= L_.  _ /-(--iiri^^ 

Das  Normalintegral  J3  ist  also  auf  die  Normalintegral 
J\  und  J2  zurückgeführt. 

In   ähnlicher   Weise   setze    man    zur   Berechnung   vo 
/'  dx 

J[x  —  kYYx"  —  d^ 

]^2 (J?  Jc^ «2 

(11.)  X  =^  -  -     ,    ?     also     X  —  k  = ^r-' 

z  —  k  z  —  k 


(12.)   rfx  =  -(^;T^«^f ,  y:^^=^^-f}^^-, 

(13.)       ^  =  ^-f.  y^^-:^=mE^^L:£^. 

X  —  k  X  —  Ä: 

Ist  k'^  >  ar^  so  wird  daher 

•  Jix-krVj^-^d'  {W—dY-^yW^aV     V>  — a2 

und  für  A-2  <  a-  wird 
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Die  in  den  Q-leichungen  (11.),  (12.)  und  (13.)  angegebene 

/'         dx 

Substitution  führt  auch  zur  Umformung  von  /  ;r^  -  - ; 

^        J[x—'krya^-x^ 

es  wird  nämlich 


(16.) 


z  —  Ä: 


]Aa2-,2  =  V{ft^ -«')(«■' -^) 


■  ? 


also  für  A2  ^  ^2 

dx  1  i\z—kY-Hz 


j.     /• dx  ^ 1  />-^ 


-^- 


ond  für  A^  <  ^2 


ky^-^dz 


I 


(Ig.  /l _^^^_^= L.      _^i\z-ky^ü 

J(x  -krV^^  —  x^  {k^-^a^-'Va^  —  kV     Vz'-d' 

Das  Normalintegral  J4  kann  bei  Anwendung  komplexer 
Größen  durch  Integrale  von  der  Form  J3  dargestellt  wer- 
den. Will  man  aber  komplexe  Größen  ganz  vermeiden,  so 
wird  man  entweder  die  in  §  46,  47  und  48  angegebenen 
Methoden  anwenden,  oder  man  wird  im  allgemeinen  noch 
zweckmäßiger  nach  den  Angaben  in  §  12  (vergl.  Formel 
Nr.  84,  85  und  86  der  Tabelle)  trigonometrische  Funktionen 
einführen,  nachdem  man  durch  die  lineare  Substitution 

und  durch  passende  Bestimmung  der  Größen  a  und  ß  das 
Integral  auf  Integrale  von  der  Form 

f{Pz  +  Q)dz 


i 


{z2+p2)nyZ 


zurückgeführt  hat,  wobei  Z  einen  der  drei  Werte  ar  +  2'^, 
z^  —  c?  oder  c?  —  ^  haben  soll.     Durch  die  Substiluliow 
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adt 

erhält  man  dann 


(20.)         ^  =  aigt,    d.  =  ^,  V^T^  =  ^-, 


{Paamt  +  Qcost)<iOB>'-^ .  dt 


_    /*        cos*"— 2^rf(cO80 


+  e 


/l§ 


[024-  (J>2—  02)C082#]'' 

—  Bmn)'—^d{Bmt) 


Durch  die  Substitution 
(22.)  ^  =  -^,    dz  =  ^^,  V^^^^  =  atgt 

GOBt  COS**  ^ 

erhält  man 

,03  X  f     (-P^  +  Q)dz       ^  /•(Pa  +  QcosOco8»"--»< .  dt 

^    ''  Jiz^+p^rV^'-J^     J  {a^+p^coBH)" 

^  VW +!>')- P^'sin^]* 
Durch  die  Substitution 


(1  —  sin2<)«-i .  «i(sinO 


(24.)       2  ^  asin< ,     d«  =  acostdt,     Ya^  —  z^  =  acoat 

findet  man 

f05^   /•     {P^  +  Q)dz        ^  ßPaBint  +  Q)d< 

^-    -^  7(^2  +  p2)»  ya2-_l-^2       J    (o2sin2<  +  ;,2)« 

Außerdem  kann  man  auch  Rekursionsformeln  herleiten 
von  der  Form 

•{Pz  +  Q)dz 

{z^'+'p^V^ 

{Rz  +  S)VZ  ,    r{Ptz+Qi)dz    ,   f{P2Z  +  Qa)dz 


,.,yM 


-^y^  ,  f{Piz±Qi)dz^  ,  A 

.^2)n-l    '^Jtz2Lp2)n-iyz'^J(z 


wobei  man  die  imbestimmten  Koeffizienten  Ji,  8,  P\,  Q\, 

P2,  Q2  durch  Differentiation  von  ^-5— ; — ,,_  .    findet. 

(«2  +  p2)"— ' 


XII.  Abschnitt. 
Theorie  der  bestimmten  Integrale. 

§  51. 

Integrale  zwischen  unendlichen  Grenzen. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  164  tmd  165.) 

Bei   der   Erklärung   des   bestimmten   Integrals    durch 
Formel  Nr.  4  der  Tabelle,  nämlich  durch  die  Gleichung 

b 

(1-)  JF'  {x)dx  =  F{b)  —  F{a) , 

a 

war  bisher  vorausgesetzt  worden,  daß  die  Grenzen  a  und 
4  endliche,  konstante  Größen  seien.  Jetzt  kann  man  sich 
aber  vorstellen,  daß  die  obere  Grenze  b  nicht  mehr  eine 
konstante,  sondern  eine  veränderliche  Größe  sei,  welche 
schließlich  bis  ins  Unbegrenzte  wächst.     Demgemäß  würde 

00 

jF*{x)dx  durch  die  Gleichung 

c 

oo  b 

(2.)         /F'(x)dx  =  lim  /F'{x)dx  =  lim  F{b)  —  F{a) 

a  d=oo  a  *=oo 

erklärt  werden.    - 

Auch  die  geometrische  Deutung  des  bestimmten  Inte- 
grals als  Flächeninhalt  einer  ebenen  Figur  bleibt  in  diesem 
Orenzfalle  noch  bestehen,  die  ebene  Figur  aber,  deren 
Flächeninhalt  durch  das  Integral  ausgedrückt  wird,  er- 
streckt sich  längs  der  X-Achse  bis  ins  Unendliche.  Es  war 
schon  früher  (§  19,  Aufgabe  8)  gezeigt  worden,  daß  der 
Flächeninhalt  der  Figur  trotzdem  einen  endlichen  Wert 
haben  kann. 

Kiepert,  Intogral-Beehnxing.  \^ 
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In    gleicher  Weise    kann    auch    die    untere  Grenze   a 

sich    ändern   und   bis    ins   Unbegrenzte    abnehmen.      Dann 

ö 
möge J F*{x)dx  durch  die  Gleichung 

— oo 

ö  b 

(3.)         fF\x)dx=  lim  /F*{x)dx  =  F(b)  —  lim  F{a) 

erklärt  werden. 

Aus  den  folgenden  Beispielen  kann  man  ersehen,  daB 
hierbei  drei  Fälle  zu  unterscheiden  sind: 

I.    Das  Integral  zwischen  unendlichen  Grenzen  wird 

selbst  unendlich  groß\ 
II.    das  Integral  behält  einen  endlichen  Wert; 
IIL    das  Integral  wird  unbestimmt. 


Beispiele. 

oo 

1.)      le^dx  =  lim  [e^]   =  lim  e*  —  1  =  oo. 

J  b=oo  ö         b=oo 

0 

Dagegen  wird 

b 

1  a.)    le^dx  =    lim   [e^]    =  e*  —  lim  e^  =  e*. 

J  a= — oo  **  a= — oo 

— oo 

Man  kann  diese  Resultate  auch  geometrisch  deuten  als 
Flächeninhalt  der  ebenen  Figur,  welche  oben  durch  die 
Exponentiallinie  mit  der  Gleichung 

y  =  e^ 

(vergl    D.-R.,    Seite  402,    Fig.  81)    und    unten    durch    die 
X-Achse  begrenzt  wird. 

oo 

2.)      le-'dx  =  —  lim  [e-^f  =  1  —  lim  (^)  =  1 . 

Ü 

3)      r9~i — 9  =  ~l™Ui'^tgl-|    =-   lim  arctgf— )=pr-- 
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•foo  e 

—00  Ä=— oo  b  ö= — oo  * 

=  -     lim  arctgi-j —  lim  arctgi-j 

1  /^   I   ^\ ^ 

~ä\2 '''2/~ä 


Aus  diesem  Beispiele  sieht  man,  daß  auch  gleichzeitig 
beide  Grenzen  miendlich  werden  können.  Im  übrigen  kann 
man  die  letzte  Aufgabe  auch  durch  Zerlegung  des  Integrals 
auf  die  vorhergehende  Aufgabe  zurückführen.  Es  ist 
nämlich,  wenn  man  x  =  —  y  setzt, 

'   dx     r   dx  r   dx 

0  +00 


5.) 


oo 

Cdx 


+  00  ü 

OO 

^r  dx    JT 

Jd^  +  x-       a 

0 

/^  =  lim  [2)/x]*  =  2  lim  yj  —  2  =  oo. 

JYX         ä=oo  ^  Ä=oo 

6.)  /_^  =  ^2Umr^l   =2-2  1im('-i=')  =  2. 

JxVx         b=.ooVyx\  ö=oo\yb/ 

oo 

7.)  / —  =  lim  rinxl   =  lim  Inf  —  j  =  oo. 

J    X  d=oo  '«         d=oo        V/ 


8.)  /cosa?rfx  =  lim  [sinx]   =  lim  sin  5. 

J  *=oo  ^         d=oo 

0 

Dieser  Ausdruck  nähert  sich  keiner  bestimmten  Grenze ; 
in  diesem  Falle  wird   also  das   Integral  unbestimmt,  wenn 

1^* 
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man   die  obere  (od^r  untere)  Grenze  unendlich  groß  wer- 
den läßt. 


9.) 


OO 

ysinxdx  =  lim  [ —  cosx]  =1  —  lim  cosft. 


0 

Dieser  Ausdruck  wird    ebenfalls   unbestimmt.     Davon 
kann  man  sich  auch  durch  die  geometrische  Deutung  über- 

d 

zeugen,  denn  dasysinxrfx    stellt    den    Flächeninhalt    der 

0 

ebenen   Figur   dar,    welche    von    der   Sinuslinie   mit   der 
Gleichung 

y  =  sinx 
(vergl.  D.-R,  Seite  401,  Figur  80)  und   der  X-Achse  be- 
grenzt  wird.     Dabei  sind   die  Teile  über  der  X-Achse  mit 
positivem  und  die  unter  der  X-Achse  mit  negatii^em  Zeichea 
in  Rechnung  zu  ziehen. 

Auch  bei  der  Kubatur  der  Rotationskörper  war  ein 
derartiges  Integral  bereits  aufgetreten.  In  §  2B,  Aufgabe 
13  erhielt  man  für  das  Volumen  des  Körpers,  welcher 
durch  Rotation  der  Zissoide  um  die  Asymptote  x  =  2a 
entsteht,  einen  Wert,  der  auch  dann  noch  endlich  bleibt,, 
wenn  y  unendlich  groß  wird.     Es  war  nämlich 

sin^cp 

X  =  2asin^(t.     y  ^2a —  ?     x  —  2a  =  —  2acosV , 

^  cos^)  ^  ' 

V=:rtj{x  —  2afdy 

0 

=  Sa^jr   — ^cos^9)sin9)  —  ^cos^sinf/»  +  ^QO^rp^mtp  +T^y 

Für  limy  =  c»  wird  9)  =  -  ?  also 

00 
V=  Jtj\x  -  2afdy  =  a^jt^. 
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§  52. 

Integration  von  DifTerentiai- Funktionen, 
die  an  den  Grenzen  des  Integrals  unstetig  werden. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  166  bis  168.) 

Bei   der   Erklärung   des   bestimmten   Integrals    durch 
I    Formel  Nr.  4  der  Tabelle,  nämlich  durch  die  Gleichung 

i    (1.)  fF\x)dx  =  [F{x)f  =  F{h)^F{a), 

a  « 

\  war  bisher  auch  die  Voraussetzung  gemacht  worden,  daß 
'  F*(x)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b  stetig  sei.  Jetzt  möge 
L   aber  F'{x)  stetig  sein  nur  für 

a  ^  X  <  ft, 
^vShrend 

(2.)  F^{h)=  ±oo 

ist    Bezeichnet  man  dann  mit  ß  eine  beliebig  kleine  posi- 
tive Größe,  so  gilt  für 

/F\x)dx  =  F{h  —  ß)  —  F{a) 

a 

noch  die  frühere  Erklärung  des  bestimmten  Integrals,  wie 

b 

klein  ß  auch  sein  mag.     Dem  entsprechend  möge  jF\x)dx 

a 

erklärt  werden  durch  die  Gleichung 
(3.)      fF\x)ix  =  \im/F*ix)dx  =  UmFijb  —  ß)  —  F{a). 
Es  sei  z.  B. 

F'(x)  =  —^ — ,     also    F* (ft)  =  ±  oo , 
yb — X 

dann  wird 

d  b 

fF*(x)dx  =  f-^—  =  —  2lim[yb^=^]^^ 
J  JVb  —  x  /»=o^  ^« 

a  a 

=  —  2(]imy^  —  Vb^^)  =  2  Yb^^. 

\.4=0  / 
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Bleibt  F*{x)  stetig  für 

a  <  X  ^b, 
während 

(4.)  F*{a)=  ±oo 

ist,   so  bezeichne  man  mit  a  eine  beliebig  kleine  positive 
Größe,  dann  gilt  für 
ö 
/F*{x)dz  =  F{b)  —  F(a  +  a) 

a+a 

noch  die  frühere  Erklärung  des  bestimmten  Integrals,  wie 

6 

klein  auch  a  sein  mag.     Dem  entsprechend  möge  jF'{x)dx 

a 

erklärt  werden  durch  die  Gleichung 

b  b 

(5.)    fF'{x)dx  =  lim  fF'{x)dx  =  F{b)  —  limi^(a  +  «). 

Es  kann  auch  vorkommen,  daß  beide  Fälle  vereinigt 
sind,  daß  also 

(6.)  F*{a)  =  +  oo     und    F%b)  =  +  cx>, 

daß  F*{x)  aber  stetig  ist  für 

a  <  X  <b] 

b 

dann  wivd  / F*{x)dx  erklärt  durch  die  Gleichung 

a 
b  *-/* 

(7.)      fF'{x)dx  =  ]im   /F*{x)dx  =  limF{b—ß)—]imF{a  +  a). 

Beispiele  von  derartigen  Integralen  waren  bei  der 
Quadratur  der  Kui-ven  mehrfach  aufgetreten.  So  ergab 
sich  bei  Aufgabe  8  in  §  19  für  den  Flächeninhalt  der 
ebenen  Figur,  welche  oben  von  der  verallgemeinerten  Hy- 
perbel 

m 
y=  j/2p,X~'' 

begrenzt  wird. 


(8.) 


\ 
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n — m 

Ist  w  >  w,  SO  wird  lim  xi   "   =0,  und  man  erhält  für 


(9.)  F=fydx  =  '^^a::^=I^ 


F=ßä.  =  ^ 


einen  endlichen  Wert,  obgleich  y  unendlich  groß  wii'd  für 
x=0,  so  daß  sich  der  Flächenstreifen  längs  der  F- Achse 
ins  Unendliche  erstreckt. 

Femer  fand  man  bei  Aufgabe  12  in  §  19  für  den 
Flächeninhalt  der  ebenen  Figur,  welche  von  der  Zissoide 
mit  den  Grleichungen 

(10.)  X  =  2asin29),     y  =  2a 

begrenzt  wii'd, 

X  (p 

(11.)  F=Jydx  =  Sa?ßixi^(pd(p 

0  0      . 

=  a?\^(p  —  cos9)(2sin'V  +  3  sin  9;)]. 
Für  x  =  2a  oder  ^  =  ^^  wird  y  unendlich  groß,  so  daß 

sich  der  Flächenstreifen  längs   der  Asymptote  x  =  2a  ins 
Unendliche  erstreckt.     Trotzdem  bleibt 

2a 

2 
0  y=y 

endüch. 

Man  erkennt  aus  den  angeführten  Beispielen,  daß  bei 
dieser  Erklärung  das  bestimmte  Integral  auch  dann  noch 
als  der  Flächeninhalt  einer  ebenen  Figur  betrachtet  werden 
kann,  wenn  die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  an  den 
(Jrenzen  unendlich  groß  wird. 

Übnngs  -  Beispiele. 

ö  b 

1.)     /  ..,—         =  lim  lix  —  a)   ^dx  =  3  lim  [ v'x  —  a] 


2a 

(12.)  F  =  jydx  =  a^limß^)  —  cos9:(2sin^y  +  3siny)]  = 
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2.)      /•'-S=  =  lta,/-^^=lim[ta(i+l5^1|' 

\  a  /       0=0      \  CL 

3.)      /_=^__  =  lim    /'  ^^      — 

yi/(a;  — a)(i  — x)      «=o  J  y[x  —  a)Q)  —  x) 

Nun  ist 

ydx  r  dx 

y{x~—ä){h  —  x)  ~JV—aI)  +  {a  +  b)x^^ 

dx 


~~M 


oder,  wenn  man 

also 

dx  =  dt^     2c  =  6  —  a 

setzt, 

/; dx r d^_  ^  g^j.^gj^/l\ 

.    /2a:  —  a  —  b\ 
=  arcsm(^-j— ^— I 

Deshalb  wird 

/'  dx  ,.     r        .    /2x  —  a  —  bW^^ 

I  --^-^ =  lim  arcsml  — t 1 

JV(x  —  a)(b  —  x)       a=oL  V      i  —  a     /J 

.    /b  —  2ß  —  a\      ,.     /a  +  2a 

=  lim  arcsml  — ^ 1  —  liml  — ^ 

/j=o  \o  —  a      /       tf=ü\o  — 

=  arcsin(+  1)  —  arcsin(—  1)  =  2  aresin  1 


\ 


§  53.    Integration  unstetiger  Differential  -  Funktionen.        297 
§  53. 

Integration  von  DifTerential- Funktionen,  die  zwischen 
den  Integrations-Grenzen  unendlich  werden. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  169.) 

Wird  die  Funktion  F*  {x)  für  x^=c  unendlich  groß, 
wobei  c  zwischen  den  Integrations- Grenzen  a  und  h  liegen 
möge,  wähi-end  F*(x)  stetig  bleibt  für 

a  -^x  Kc    und  für    c  <  x  ^b, 

6 

dann  soll  jF*{x)dx  erklärt  werden  durch  die  Gleichung 

a 
b  e—y  b 

(1.)  /F'(x)dx  =  lim  jF'{x)dx -\-]Sm  fF\x)dx 

a  y=0  a  d=0  ^^^ 

=  F(b)  —  F{a)  +  limF{c  —  y)  —  limF{c  +  d), 
wobei  /  und  ö  beliebig  kleine  positive  Größen  sind. 

Übungs  -  Aufgaben. 
Aufgabe  1.    Der  Gleichung 


f 


(2.) 


0^  =  1,    oder     y=  ^ 


entspricht  eine  Kurve 
(Fig.  100),  welche  die 
T- Achse  zur  Asymptote 
und  außerdem  zur  Sym- 
metrie-Achse hat;  man 
soll  den  Flächeninhalt 
der  Figur  berechnen, 
welche  oben  durch  diese 
Kurve,  unten  durch  die 
X-Achse,  links  durch  die 
Ordinate  a;  =  —  1  und 
rechts  durch  die  Ordinate  x  =  -\-2  begrenzt  wird. 

Auflösung.  Längs  der  F- Achse  erstreckt  sich  die  Figur 
ins  Unendliche,  denn  für  x^O  wird  y  =  oo,  folglich  ist 
in  diesem  Falle 
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(3.) 


also 
(4.) 


-y  +2 

F  =  lim  /ydx  +  lim  /ydx 

y=o  _i  d=o  ^^ 

— y  +2 

=  lim   fx'~*dx  +  lim  Jx'idx 

y=o  Li  <^=<J  +<J 

=  31im[-^xr'  +  31im[-^x];^^ 

y=0 


-"—l 


<>=0 


J+a' 


F  =  3[l 


Mmj/y  +  T^2  — limf^]  =  3(1  +  y  2). 

Man  erhält  also  für  den  Flächeninhalt  der  Figur,  die 
sich  längs  der  F-Achse  bis  ins  Unendliche  erstreckt,  einen 
endlichen  Wert. 


Aufgabe  2.     Der  Gleichung 


Fig.  101. 


(5.) 


x^y=l,   oder    y  =  ^ 


entspricht  eine  Kurve  (Fig. 
101),  welche  gleichfalls  die 
F-Achse  zur  Asymptote 
und  zur  Symmetrie -Achse 
hat;  man  soll  den  Flächen- 
inhalt der  ebenen  Figur  be- 
rechnen, welche  oben  durch 
diese  Kurve,  unten  durch 
ix  die  X-Achse,  links  durch 
die  Ordinate  x  =  —  1  und 
rechts  durch  die  Ordinate  x=  -{-  2  begrenzt  wird. 

Auflösung.  Längs  der  F-Achse  erstreckt  sich  die  Figur 
bis  ins  Unendliche,  denn  für  x  =  0  wird  y=cx>,  folglich 
wird  auch  in  diesem  Falle 


(6.) 


-y                   +2 
=  hm  1  "-^  +  lim  /  — ,- 

Y=iJ  X^   ^  d=oJ  X^ 
—1                        +<J 

r    n"'        r    n""' 

=  lim +  lim 

r=«L     xS_^      j=oL     x]^^ 

=  lim-  — 1- 

1  ,    ,.     1 

2  ^=00 
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Man  hätte  einen  Fehler  gemacht,  wenn  man  geschrieben 

hätte 

+2  +2 

J^      V     x\   ^  2       ^  2 

—1  —1 

Man  sieht,  daß  die  geometrische  Deutung  des  be- 
stimmten Integrals,  wie  sie  früher  unter  Ausschluß  von 
ünstetigkeiten  gegeben  wurde,  bei  der  Erklärung  des  be- 
stimmten Integrals  durch  Gleichung  (1.)  auch  dann  noch 
bestehen  bleibt,  wenn  F*{x)  füi*  einzelne  Werte  von  x 
zwischen  den  Grenzen  a  und  h  unstetig  wird.  In  dem 
Falle  nämlich,  wo  F*{x)  füi*  n  verschiedene  Werte  von  x 
zwischen   den   Grenzen  a  und  b  unstetig  wird,  muß   man 

jF'{x)dx  in  n  +  1  Integrale  zerlegen  und  bei  jedem  ein- 

9 

zeben  das   in  Gleichung  (1.)    angedeutete    Grenzverfahren 
anwenden. 

Aufgabe  3.  /*^=? 

AuflSsung.  Da  die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen 
für  X  =  0  unendlich  groß  wird ,  so  muß  man  das  Integral 
^eder  in  zwei  andere  zerlegen.     Man  setzt  also 

(7.)  ß  =  hmf^  +  \uaß^- 

J       X  y=i)J       X  <J=Oj       X 

— a  — a  -{-d 


=  limlnC?^Wlimlnß^ 


In  diesem  Falle  hängt  der  Wert  des  bestimmte  Inte- 
grals von   dem  Verhältnisse  -j   ab.      Da   dieses  Verhältnis 

o 

unendlich  viele  Werte  haben  darf,  so  hat  auch  das  Integral 
unendlich  viele  Werte.    Für  y  =  ö  wird 
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— a 

Dieser  Wert  heißt  nach  Caudiy  „der  Saupiweri^  des 
bestimmten  Integrals. 

b 

f     dx 
Aufgabe  4.  1-.^=^=:=^  =  ?  wenn  a<c  <b. 

a 

Auflösung.     Indem  man  wieder  die  Zerlegung  des  In- 
tegrals ausführt,  findet  man 


b  b 


<'•'  fiS.'i^'ß'-'^'*'' 


e — )•  ö 

=  Hm  fix  —  cf^dx  +  lim   f{x  —  cf^dx 

Y=0j  i=0    J 

a  e+t 

=  5[iim-^^  —  -^^=^  +  -^^6=^— limy^] 


§  51.. 

Näherungsmethoden  durch  Einführung  einfacherer 
Funictionen. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  170.) 
In  vielen  jFällen,  wo  das  unbestimmte  Integral  einer 
Differential -Funktion   schwer  zu  ermitteln  ist,   kann  man 
den  Wert,  des  bestimmten  Integrals  durch  andere  Hilfsmittel 
genau  oder  doch  mit  großer  Annäherung  berechnen. 

Von  diesen  Hilfsmitteln    sollen   hier  einige  angeführt 
werden. 

Aus  der  geometrischen  Deutung  eines  bestimmten  In- 

b 

tegrals  Jf{x)dx  als  Flächeninhalt  einer  ebenen  Figur,  welch 

a 

oben  begrenzt  ist  durch  die  Kurve  y  =  f{x),  rechts  un( 
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links  durch  die  Ordinaten  x  =  b,  bezw.  x  =  a  und  unten 
durch  die  X-Achse  (vergl.  Formel  Nr.  4  der  Tabelle),  ergibt 
sich  sofort  der  folgende 

Satz  1.  Sind  yi  =  (f>{x)  und  y  =  f{x)  zwei  Funktionen, 
wdche  zwischen  den  Grenzen  x=  a  und  x  =  h  sich  durch 
Kurven  geometrisch  darstellen  lassen,  und  bleibt  in  diesem 
Intervalle  q){x)  beständig  gleich  oder  kleiner  als  f(x),  so  ist 
auch 

b  b 

(1.)  Mx)dx  <Jf{x)dx; 


denn,  wie  man  aus  Fig.  102 
ersieht^  hat  die  von  der  Kurve 
y  =  f{x)  begrenzte  Figur 
ÄiBiBÄ  einen  größeren 
Flächeninhalt  als  die  von  der 
anderen  Kurve  yi  =  q){x)  be- 
grenzte Figur  ÄiBiDC.  Da- 
bei ist  zunächst  vorausgesetzt, 
daß  die  Kurven  beide  über  der 


Fig.  102. 


"T 


X-Achse   liegen;    der    Satz    bleibt    aber   auch   dann   noch 
richtig,  wenn  diese  Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist. 

Man  kann  den  Beweis  auch  unabhängig  von  der  geo- 
metrischen Deutung  des  bestimmten  Integrals  führen,  indem 
man  dasselbe  als  eine  Summe  von  unendlich  vielen,  unend- 
Kch  kleinen  Größen  q>{x)dx  bezw.  f{x)dx  betrachtet^    Aus 

(2.)  (p{x)dx  ^  f(x)dx 

folgt  dann  auch  die  Ungleichheit  der  Summen,  also 
b  b 

J^{x)dx  <Jf{x)dx. 

a  a 

Satz  2.  Liegt  die  Funktion  f{x)  für  alle  Werte  von  x 
innerhalb  des  Intervalles  von  a  bis  b  der  Oröfie  nach  be- 
ständig zwischen  den  Funktionen  q){x)  und  y>{x)^  ist  also 


(3.) 

10  ist  oMch 


9>i.x)  ^  f{x)  ö  ip{x), 
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b  b  b 

(4.)  ßp[x)dx  <ff{x)dx  <ßp{x)dx. 

a  a  a 

Dieser  Satz  ergibt  sich  unmittelbar  aus  Satz  1. 
Übuu^  -Beispiele. 

0,5 

Auflösung.    Da  x  beständig  ein  positiver  echter  Bmcik 
ist,  so  gelten  die  folgenden  Ungleichungen: 
Oöa;<  1, 

1^1  —  a^^l  —  «2, 

1  ^  vf— "^  s  }/n^^, 

1^        1  _  ^        1     _, 
Vi  — ic«      Yl^^a?' 
folglich  wird  auch 


0,5  0,5  Oj5 


h<M^^<h 


dx 


Tl  — x2 

oder 


0.5 


(6. 


.)        0,5  <  /w=^^,  <  aresin  ß)  =  J  =  0,523  598 8. 


§  5o. 

Mittelwertsätze. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  171,  171a  und  172.) 
Es  sei  jetzt 
(10  m=g{x).h{x), 

wobei  die  stetige  Funktion  Ji{x)  in  dem  Intervalle  von  a 
bis  b  zunächst  beständig  positiv  oder  doch  wenigstens  nicht 
negativ  sein  möge;  es  sei  also  h{x)^0.  Ferner  erreiche 
die  in  diesem  Intervalle  stetige  Funktion  g{x)  ihren  kleinsten 
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RTert  K  für  x  =  Xi  und  ihren  größten  Wert  O  für  x  =  X2, 

wobei  Xi  und  X2  noch  zwischen  den  Grenzen  a  und  6  liegen 

)der  mit  diesen  Grenzen  zusammenfallen  sollen;  es  sei  also 

;2.)  9{xv)  =  K    und    g{x2)  =  0, 

iann  wird 

[a)  K^g{x)^0, 

omd  deshalb  auch 

(4)        K .  h{x)dx  ^  5r(x) .  h{x)dx  =  f{x)dx  ^  (? .  Ji{x)dx] 

folglich  wird  nach  Satz  2  in  §  54 

d  b  b 

(5.)  Kfh{x)dx  <fg{x) .  hix)dx  <  Ojh{x)dx, 

a  a  a 

Erklärt  man  also  die  Größe  M  durch  die  Gleichung 

b  b  b 

[6.)  Jf{x)dx  =fg{pc) .  h{x)dx  =  M/h(x)dx , 

a  a  a 

80  folgt  aus  Ungleichung  (B.) 

(7.)  K^M^O, 

oder 

[7a.)  g{xi)^M^g{x2). 

Nach  einem  bekannten  Satze  über  stetige  Funktionen 
muß  es  daher  zwischen  xi  und  0C2  einen  Wert  von  x  geben 
—  er  heiße  g  — ,  für  welchen 
(&)   ■  M^gii) 

wird.    Da    g    zwischen    Xi   und    X2   liegt,    so   muß   g    auch 
zwischen  a  und  6  liegen;  es  ist  also 
(9.)  a^g^ft. 

Erklärt  man  also  eine  Größe  ß  durch  die  Gleichung 

;io.)  e  =  |^^, 

0  —  a 
to  hegt  ß  zwischen  0  imd  1,  und  man  erhält 
11.)  ^  =  a  +  ß(b-a),     M  =  g[a  +  ß{b-a)]. 

Deshalb  geht  Gleichung  (6.)  über  in 

b  b 

L2.)  /g{x) .  h{x)dx  =  g[a  +  ß{b  —  a)]/h{x)dx. 
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Indem   man   beide   Seiten  dieser  Gleichung  mit  —1 
multipliziert,  folgt 

b  b 

(12a.)      —/g[x) .  h[x)dx  =fg{x)[—h{x)]dx 

a  a 

=  g\a  +  ©(6  -  «)]/[-  A(x)]«te, 

a 

oder  mit  anderen  Worten,  die  Gleichung  (12.)  bleibt  auch 
dann  noch  richtig,  wenn  die  stetige  Funktion  Ä(x)  in  dem 
Intervalle  von  a  bis  6  niemals  positiv  wird,  wenn  also 
Mx)  ^  0  ist.  Es  genügt  also  für  die  Gültigkeit  des  in  Glei- 
chung (12.)  enthaltenen  Satzes,  welcher  „der  erste  Mittd^ 
wertsatz***)  genannt  wird,  die  Voraussetzung,  daß  Mx) 
zwischen  den  Grenzen  a  und  6  das  Vorzeichen  nicht 
wechselt. 

Aus  Gleichung  (12.)  folgen  noch  unmittelbar  die  Formeln 

(13.)  /g{x) .  h(x)dx  =  g{ßx)fh{x)dx, 

0  0 

(14.)  fg{x) .  h{x)ix  =  g{a-{-  Sc)  /Hx)dx. 

a  a 

Setzt  man 

b  b 

h(x)  =  1,     also     fh(x)dx  =^/dx  =  6  —  a, 

a  a 

so  geht  Gleichung  {12.)  über  in 

b 

(15.)  f^x)dx  =  i^-a)g{a^  Ö(6  -  a% 

a 

oder,  wenn  man  die  Buchstaben  g  und  f  miteinander  ver- 
tauscht, in 

b 
(15  a.)  J'f{x)dx  =  (6  —  a)  /-[a  4-  Ö(6  —  a)] . 

a 

Für  diesen  besonderen  Fall  des  ersten  Mittelwertsatzes 
ergibt  sich  unmittelbar  die  folgende  geometrische  Deutung. 
Der  Gleichung  y  =  f(x)  entspreche  die  Kurve  AB,  dann  ist 
der  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur 


*)  Der  zweite  Mittelwertsatz  möge  hier  übergangen  werden. 
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16.)      ÄiBiBÄ  =/f{x)dx. 


Fig.  108. 


Da  nun  der  Kurvenbogen 
LB  stetig  ist,  so  gibt  es  zwi- 
clien  Ä  und  B  mindestens  einen 
^unkt  P,  welcher  die  Eigen- 
shaft besitzt,  daß  die  Qerade 
Mi  welche  durch  P  zur  X-Achse 
arallel  gezogen  ist,  ein  Rechteck 
iBiSIi  bestimmt,  welches  mit  ÄiBiBÄ  gleichen  Flächen- 
halt besitzt     Macht  man  nämlich 

OQ  =  a  +  e{b  —  a), 
wird  in  diesem  Rechteck 


AiBi  =  b  —  a,     QP=f[a  +  e{b  —  a)], 


K> 


7.)  ÄiBiBA  =jh^)dx  =ÄiBiSR  ={b  —  a)f[a  +  0(6  —  a)]. 


§  56. 

Neuer  Beweis  des  Taylorschen  Lehrsatzes. 

Aus  den  Sätzen,  welche  in  den  vorhergehenden  Para- 
aphen  hergeleitet  worden  sind,  ergibt  sich  ein  äußerst 
if  acher  Beweis  des  Taylor  schon  Lehrsatzes. 

Die  Funktion  f{x)  sei  mit  ihren  n  -f  1  ersten  Ablei- 
Dgen  stetig  für  alle  Werte  von  x  zwischen  a  und  a  +  A, 
jm  findet  man  durch  partielle  Integration,  nämlich  nach 
\T  Formel 

.)  Judv  =  UV  — Jvdu, 

dem  man 
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tzt, 


u  =  f'{a  +  h  —  t),    dv  =  dt, 
du  =  —  Pia  +  h  —  t)dt,     V  =  t 


)    /f'ia  +  h  —  t)dt  =  tp{a  +  h  —  t)  +Jf%a  +  h  —  t)tdt. 

0  0 

Kiepert,  Integral -Beohnung.  20 
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Für 

u  =  f%a  +  h  —  t),     dv  =  idt 
erhält  man 

du  =  —  p'\a  +  h  —t)dt,     v  =  ^^ 

t  t 

(3.)    ß'Xa+h-t)tdt=^^rXa+h-t) 

Wenn  man  in  dieser  Weise  fortfährt,   findet  man  die 
Gleichmigen 

(4.)    jf"Xa+h-t)*^,dt  =  y^"{a+h-t)+ßi*\a+h-t)^dt, 


(5.)    ßcKa  +  h-t) j^^^:^dt  =  ^/t»)(a  +  h-t)  + 

ü 
Durch   Addition    der  Gleichungen  (2.)    bis    (5.)  ergib 
sich  daher 

(6.)     //•<(«  +  h-  t)dt  =  lfXa  +  h-t)  + 

^/•"(a  +  h-t)  +  ^f"{a  +  h-t) 

t 

Beachtet  man,  daß 

(7.)         Jha  +  Ä  - t)dt  =  -f{aJt-h-t)-\-  f{a  +  h) 

ist,  so  geht  Gleichimg  (6.)  für  ^  =  A  über  in 

(8.)     f{a  +  h)  =  M  +  f-f^h+  ÄA2  +  q^Ä« 

+  ...  +  __.A-  +  i 
wobei 
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A 

(9.)  R  =  fr-^%a  +  h-t)^^~. 


h 

in 

-dt 
■  '  n\ 

d 

ist    Nach  dem  Mittelwertsatz  (Formel  Nr.  171a  der  Tabelle) 
isi  daher,  wenn  man  1  —  ß  mit  0i  bezeichnet, 

(.0.,    B  =  r'»X.  +  H-SH,f^  =  f!^^^t^H.*K 


h  —  eh)j-^ 


Da  0  zwischen  0  und  1  liegt,  muß  in  diesem  Aus- 
drucke auch  01  zwischen  0  und  1  liegen.  Setzt  man  zum 
Schlosse  noch  a  =  x  und  schreibt  ß  statt  0i,  so  erhält 
Gleichung  (8.)  die  Form 

(11.)  f(x  +  h)  =  fix)  +  ^A  +  ^ A2  +  ^V,3 

WO 

(12.)  ^^p-^-)(^-feA)^,,, 

(n  +  1)\ 

ist     Dieses    Resultat    stimmt   genau    mit    D.-R.,    Formel 
Nr.  89  der  Tabelle  überein. 


§  57. 

Gliedweise  Integration  unendlicher  Reihen. 

(VergL  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  173.) 
Sind  in  der  unendlichen  Reihe 

(1.)  f{x)  =  Wo  +  Wl  +  ^2  +  ^3  H 

die  einzelnen  Glieder 

(2.)       Mo  =  /u(x),      ui  =  fi{x),     u-2  =  fix),     Us  =  fi{x),... 
stetige  Funktionen  von  a:,  so  war  in  §  56  der  Differential- 
Rechnung  (Seite  268)  der  Begriff  der  gleichmäßigen  Kon- 
vergenz  folgendermaßen  erklärt  worden: 
„Die  Reihe 

Ux)+ax)  +  fix)+^^^ 

heißt  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b  gleichmäßig  konvergent^ 
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wenn  zu  jeder  beliebig  kleinen  Oröße  ä  eine  ganze  Zahl  m 
so  bestimmt  werden  kann,  daß  für  n^m  der  absolute  JBe* 
trag  von  8n+jJ(pc)  —  SJ^x)  und  deshalb  au/^h  der  absdute  Be-^ 
trag  von  Bn{x)  kleiner  bleiben  als  €,  welchen  Wert  x  audk 
in  dem  Intervalle  von  a  bis  b  hohen  mag/^ 

Dabei  ist 
(3.)    E„{x)  =  fix)  -  [^(x)  +  A(x)  +  Mx)  +..•  +  f^ix)l 
oder 
(4.)     fix)  =  foix)  +  fiix)  +  f^x)  +  . .  •  4-  fn-xix)  +  Ä^a;). 

Daraus  folgt 

b  b  b  b 

(5.)    /fix)dx  =ffd.x)ix  +/fiix)dx  +/f2{x)dx  + 

a  a  a  a 

b  b 

. . .  +Jfn-i{x)dx  +/BJix)dx. 

a  a  1 

Da  sich  aus  Gleichung  (3.)  ergibt,  daß  auch  i?«(x)  für 

die  betrachteten  Werte  von  x  eine  stetige  Funktion  ist,  so 

b 

kann  man  für  die  Berechnung  von  J^RJpcßx  den  in  Formel 

a 

Nr.  172  der  Tabelle  ausgesprochenen  Mittel wertsatz  an- 
wenden, nach  welchem 

(6.)  J'Rn{x)dx  ={b  —  a)Ii„[a  +  Ö(6  —  a)] 

a 

ist.  Macht  man  die  Voraussetzung,  daß  die  vorgelegte 
Reihe  in  dem  Intervalle  von  a  bis  6  gleichmäßig  kon- 
vergent ist,  so  wird  Rn{x)  für  alle  Werte  von  x  zwischen 
a  und  6  beliebig  klein,  wenn  n  (gleich  oder)  größer  als  m 

ist,  folglich  wird  auch  J?„[a  +  ö(6  —  a)],  imd  da  6  —  a  eine 

b 

endliche  Größe  ist,  auch  fUnip^^  beliebig  klein.  Man  findet 

a 

b 

also  Jf(x)dx^  indem  man  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe 

a 

u^  =  f((x),  ui  =  fi{x),  U2  =  /2(x), . . .  integriert,  denn  der  Rest 
b 

J^R„{x)dx,  welchen  man  bei  Berücksichtigung  von  n  Glie- 

a 

dem  vernachlässigt,  wird  für  hinreichend  große  Werte  voa 
n  beliebig  klein.     Dadurch  erhält  man  den  folgenden 
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Hl         Satz.     Sind  die  Funktionen  t«o,  ui,  t^,  U3, . . .  für  alle 
m    Werte  von  x  zwischen  a  und  h  stetig,  und  ist  die  Reihe 

f{x)  =  Uo-\-UY  +  U2  +  U^'\ 

in  dem  hetrachteteii  Intervalle  gleichmäßig  konvergent,  so  ist 
4Kuch  die  Reihe 

b  b  b 

Ju{fix  -\-Juidx  '\-/u^x  +  •  •  • 

a  a  a 

in  diesem  Intervalle  gleichmäßig  konvergent^  und  ihre  Summe 

b 

ist  gleich  Jf(x)dx. 

a 

Dabei  darf  man  noch  die  obere  Grenze  mit  x  be- 
zeichnen, so  daß  sich  ergibt 

X  XXX 

(7.)  ff{x)dx  =ßM^x  -\-/u\dx  -{-/u^dx  H . 

a  a  a  a 

Dieser  Satz  hat  schon  in  der  Differential -Bechnung 
bei  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  Anwen- 
dung gefunden  (D.-E.,  §  47). 

Damals  setzte  man 

(8.)      /'(x)=^  +  ^lX  +  ^2i^  +  ^3x3H \'AnX''-\'R, 

also 

(9.)     Ax)  =  ^1  +  2^2^^  + 3^3x2 +  ...  +  n^«a:«-i  +  —. 

Wie  die  Gleichung  (9.)  aus  Gleichung  (8.)  hervorgeht 
durch  Differentiation  der  einzelnen  Glieder,  so  findet  man 
umgekehrt  die  Gleichung  (8.)  aus  Gleichung  (9.)  durch  Jw- 
tegraiion  der  einzelnen  Glieder  zwischen  den  Grenzen  0 
und  Xj  und  zwar  erhält  man  dadurch  f{x)  —  /"(O),  woraus 
sich  für  Ä  der  Wert  f{0)  ergibt.     Dabei  erhielt  man  den 

Satz:  Ist  für  hinreichend  große  Werte  von  n  die  Oröße  j- 
hdid>ig  Mein,  so  gilt  dasselbe  auch  von  R, 

Man  erkennt,  daß  dieser  Satz  nur  ein  besonderer  Fall 
des  eben  bewiesenen  Satzes  is^  denn,  während  es  sich  da- 
mals nur  um  Potenzreihen  yon  x  handelte,  sind  jetzt  uq, 
Uly  U2|--*  beliebige  stetige  Funktionen  von  x. 
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Die  Beispiele,  welche  bei  der  Methode  der  nnbestinuntea 
Koeffizienten  in  der  Differential -Eechnxing  gegeben  wurden,  ! 
nämlich  die  Entwicklung  von 

(10.)  ln(l+x)  =  ^-^+^-^+ für  -Kx^+l, 


X     a^     afi     x' 
(11.)     arctga;  =  j-— g +^— y  +■ 


für  —1^x^  +  1, 


.,_,  x  .  1  a:«     1    3a^      1.3. 5  ^7 

(12.)   arcsmx  =  _  +  --  +  _-  +  2-^-g^  +  - 

für    —  1^x^  +  1 
nach  steigenden  Potenzen  von  x^  eignen  sich  daher  ancli 
als  Beispiele  für  den  vorliegenden  Satz. 

Aufgabe  1.    Man   soll    die  Länge  des  Bogens   bei  der 
Lemniskaie 

(13.)        r2=a2cos(2y) 

berechnen  (Fig.  104). 

Auflösung.     Aus  Gleichung 
(13.)  folgt 

rdr  =  —  a2sin(2y)dg>, 


r 

(IG.)  as  =  --jr^  1=  1    s  =  arl—, ^-  • 


,  aHr 

as  =  -7:^  i==  ?    s  ■ 
Ya^  —  r* 


Setzt  man 


so  wird 
(17.) 


r  =  atj     also     dr  =  adt, 


r  dt 

=  al  , - 

JY\  —  i^ 


Da  t^  ^1   ist,  so  wird   flach  dem  binomischen  Lehr- 


sätze 
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Uso 

1Q^  f^    .1  ^^   .   1-3/Q   ,    1.3.5  ^«    , 

19.)     ^  =  <r  +  25+2T49+2T4:6l3  +  - 

""  ^\a  "^  2  5aö  +  2  . 4  9a9  +  2 .  4 .  6  13ai^  +     •/ 


Aufgabe  2.  r 


4 


.  Vl  +  a:^ 
Auflösung.     Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist 

ö  lange  —  1  <  x  <  +  1  ist.     Deshalb  kann  man  diese  Ent- 
ickelung  nur  benutzen,  um 

1  l-y 


dx 


berechnen;  dabei  findet  man  aus  Gleichung  (20.) 


,.     Vx       l  a*   ,   1.3  x'       1.3.5  a;»»   ,  f" 

SLl-2  4+274  7-2^76  10  +  — 1, 


Da  die  Reihe  in  der  eckigen  Klammer  auch  noch  für 
=  1  konvergent  bleibt,  so  erhält  man 

dx  .  1.1.3  1.3.5 


'-\h 


VT+ x3  2.4^2.4.7       2.4.6. 10 

_1       __1 1^3 1.3.5 

2"*"2.4.2*      2.4.7.2^  +  2.4.6.10.21"      + 

1         1      15  .     1.8     127         1.3.5      1023  . 


2      2.4  16^2.4.7  128      2.4.6.10  1024 


312  §  57.    Gliedweise  Integration  anendlicher  Reihan. 

Die  Entwickelung  in  Gleichung  (20.)  gilt  nicht  mel 
-wenn  a;  >  1  ist.  Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  wi 
aber,  wenn  |  6  |  >  |  a  |  ist, 

(23.)  {a+br  =  b^+(jyb^^+(^y^b^'^+ 

Setzt  man  also  in  dem  Falle,  wo  a?  >  1  ist, 
(24.)  a  =  l,     b  =  a^, 

so  wird   die  Bedingung,    daß  |  6  |  >  |  a  |    sein   soll,   erfü 
und  man  erhält 

(25.)  (l+x3)-=a:B^+(^)a:3^-^+Q)a;3^-*+(jy^ 

also  für  m  =  —  ^ 

(26.)        1  1        1    1     .  1.3     1         1.3.5     1      . 


Vl+a^      Yö^     ^Yx^     ^Ay^     2.4.6  j/^f 
Dies  gibt 


/orrx   f    dx  ,.     [fax        1  fdx     ,    l.Sfdx 


4 


_1.3.5 
oder 


2,4:.6jYx^ 


f^+— •]' 


/    dx       _        r_A_Ll_? 1-3       2 

^2.4.6  19]/^      ^     Ji^, 

Da  die  Reihe  in  der  eckigen  EHanuner  auch  noch  : 
x=l  konvergent  bleibt,  so  erhält  man 
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(29.) 


JVÜh^  \       2  7.4 


1.3 


Jyr+l^  \       2  7 . 4»  '   2 . 4  13 .  46 

1.3.5      1 


2.4.6  19.4»  '        */ 

4.0/1 1      I       1-3  1.3.5 \ 

^    V       2.7"''2.4.13       2.4.6.19"^      "/ 

/l         1     27  —  1  1.3     21»  — 1 

~  \2       2.7       2^     "T-2.4.13      2^^ 

1.3.5     219  —  1  \ 

2.4.6.19      2»9     '^  ")' 

Durch  Addition  der  GHeichungen  (22.)  und  (29.)  erhält 
man  schließlich  das  gesacht«  Integral 

(30.)  r    da:       ^f_dx_      f    dx 

§  58. 

Berechnung  der  elliptischen  Normalintegrale  erster 
und  zweiter  Gattung. 

(Vergl.  die  Formel  -  TabeUe  Nr.  174  bis  177.) 
Das  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen  angegebene 
Verfahren  kann  man  auch  zur  Berechnung  der  elliptischen 
Normalintegrale  erster  und  zweiter  Gattung  benutzen.  Das 
elliptische  Normalintegral  erster  Q-attung,  auf  welches  sehr 
viele  Aufgaben  der  Geometrie,  Physik  und  Mechanik  führen, 
hat  die  Form* 


f^ 


dx 


Y{l  —  x^{l  —  k^x^) 

wobei  i^  <  1   und  x  ^1   sein   mögen.     Dann   erhält  man 
zunächst  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

yi  —  k^a^  2  '  2.4         '  2.4.6  '        ' 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen,  wie  in  Formel  Nr.  121 
der  Tabelle, 
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...  1  1.3  1.3.5...(2n-l) 

(2.)      ci  =  2'    ^^2  =  274'      •^-  =  -2.4.6. ..(2n) 

setzt, 

(3.)  ^^„.  =  l  +  ciÄ2x2  +  c2fc*x*  +  C8i«a:«  +  .... 

Nach  Satz  8  in  §  57  der  Differential -Rechnung  ist 
diese  Potenzreihe  gleichmäßig  konvergent  für  —  1  ^x  ^-^-h 
folglich  ist  auch  die  Reihe 

(4.)     -^      l^^=,  =  _L=+ciÄ2,^=+^     ^ 


V(i— x2)("i— ft2j:2)    y\—3?       yr^       yr^ 

in  demselben  Intervalle   gleichmäßig  konvergent.     Deshalb 
wird 

(5.)  /^_-i-L===__  =  /ii?.=  +  c,Ä»/i^ 


l)  0 


Nun  ist  aber  nach  Formel  Nr.  121  der  Tabelle 

X 

(6.)  I-^JL-^  =  r„ arcsinx  —  On{x) .  Vi  — a^, 

u 
wobei 

^,.       ar'.S.ar^.S.S.o;  /Ix^.    1  a^  ,   x\ 

^«(^)=6  +  674+67472=^7,  5+^  3  +r> 

allgemein 
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n\aj\- a^*-^  ,  (2n-l>r'"-«  (2n-l)(2n-3)...3.x 

\i.)»d.x)-   2„   "f'(2n)(2n— 2)  ■•■■■■  "^  (2n)(2w— 2)...4.2 

~  ^"V*-!  2n— 1  "^  c„_2  2n— 3  "■         ^  c\  3  "^  1/ 
Deshalb  erhält  man 


(&)        /  ^^-^ =Cl  +  2  4F«Vrcsinx 


«=i 
Von  besonderem  Interesse  ist  der  Wert  dieses   Inte- 
grals, den  man  für  z  =  1  erhält  und  mit  K  bezeichnet.    Es 
wird  nämlich 

(9.)    K=(^ ^J^-.^=^  =  \u^t-=.-.   '^^ 

JViX  —  3?)  (1  -  iV)         |*=oy  V(l  - 


oder 

Noch  häufiger  wird  man  durch  Aufgaben  aus  der  Geo- 
metrie, Physik  und  Mechanik  auf  elliptische  Integrale 
zroeiier  Gattung  geführt,  die  man  auf  die  Normalform 


X 

f 


ax 


bringen  kann.     Hier  wird  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 
(11.)  )/iZri2^  =  i_^i2a^__l_ft4^__Ll^         

,       ^    Tc^a?  ¥x^  /c«x« 

oder 

(12.)  l^l^*^-^  =  l-2^«2^-i' 

also 
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(13.)  Vl-fe'^'  _       1  _  _''^  cjc^         ^ 


Da  diese  Reihe  zwischen  den  Grenzen  0  und  x  gM- 
mäßig  konvergent  ist^  so  erhält  man 


dx 


'J    Yl-3?  /Vl-a"      -=i2n— l/>/r^ 

also  nach  Formel  Nr.  121  der  Tabelle,  nämlich  nach  G-lei- 
chung  (6.), 


Für  X  =  1  ergibt  sich  hieraus  der  Wert  des  Integr^»!^ 
den  man  mit  E  bezeichnet,  nämlich 

(15a.)      E^f^lE^'-  äx  =  ;(l- r^) 
^       '  J    Yl  —  xi  2\       ,^i2n  — 1/ 

=  ^(l  -  ci2i2  - 1 c^^Ä*  -  ics^fte y- 

Auf  ein  solches  Integral  wird  man  z.  B.  bei  der  Rekti 
fikation  der  Ellipse 

(16.)  62^  +  ay  _  a262  =  o 

geführt  (vgl.  Aufgabe  2  in  §  27).     Aus  Gleichung  (16.)  folg^ 
nämlich 

^  dx  a^a^  —  x^ '    W/      «^(a^  — a:^)' 

also 

Setzt  man  jetzt 
(19.)  x  =  at,     e  =  akj 

so  wird 
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(20.)  s=^al j=: 


J2 

u 

wobei  die  Bedingangen 
(21.)  t^l     und     i  <  1 

wirklicli  erfüllt  sind.  Der  Bogen  s  wird  also,  vom  Faktor 
a  abgesehen,  dem  in  Gleichung  (15.)  berechneten  elliptischen 
Nonnalintegral  zweiter  Gattung  gleich,  nur  muß  man  die 

Integrations -Veränderliche  x  mit  t  =  —  vertauschen. 


§  59. 

Berechnung  der  elliptischen  Normalintegrale 
erster  und  zweiter  Gattung  durch  trigonometrische 

Reihen. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  178  bis  181.) 

Die  in  den  Gleichungen  (8.),  (10.),  (15.)  und  (15a.)  des 
Vorhergehenden  Paragraphen  angegebenen  Reihen  konver- 
gieren nur  langsam.  Für  die  numerische  Berechnung  sind 
^^her  die  folgenden  Entwickelungen  geeigneter.  Setzt  man 
(1-)  x  =  s\n(p^     /c  =  sina, 

also 

(2.)         dx  =  C08g>dg>,     Yl  —  x^=^cos(p,       .      -^=r  =  dy^ 
^  wird 

(3.)  r     ^^      ^L ^ =F%,>) 

j/V(l  — a?)(l  — ft^^     /yi  — sin2asin2y 
(4.)     fV^^^^Jff  ^^  ^  jyi  _  sin^asin^q) .  drp  =  E{k,  <p). 


als< 


Nun  ist  bekanntlich 

cos2/9  +  sin2/9=l, 
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COS  V  +  2  cos2/9  sin^ß  +  sin^i?  =  1 , 
oder 

(5.)     cosV  +  sinV  =1  —  2  sin2/?cos2/9  =  1  —  ?1?^^ . 
Daraus  folgt 
(C082/?  +  sin^ß .  e2yO(cos2/9  +  Bm^ß .  er^) 

=  cosV  +  sinV  +  cos2/9sin2/9(63^  +  e^^^ 
=  1+  {sm^{2ß){e^v^  —  2  +  e-2y/)  =  i  _  8in2(2/?)8in29, 
oder 
(6.)     1  —  sin2(2/^sin29)  =  cosV(l  +  tg^ß  -  ß^^'Xl  +  ^ß •  ^^0» 

oder,  wenn  man  2ß  =  a,  also  /*  =  ö  sö^zt, 
(7.)     1  —  sin2asin29)  = 

~«*©['+'«^)-'*]-[i+'8'(l)-H- 

Wenn  «  zwischen  0  und  ^   Hegt,    so  ist  tg2f-j<l; 

außerdem  ist  der  absolute  Betrag  von 

c±2ipi  ^  cos(29))  +  i8in(29)) 
cos2(29))  +  sin2(29))  =  1 ,  folglich  kann  man 

[l  +  tg2(0.  e+2^']"und   [l  +  tg2(0.  e-29^j" 

nach    dem   binomischen  Lehrsatze    entwickebi    und  erhält 
wenn  man  der  Kürze  wegen  tgf     I  mit  e  bezeichnet, 

(1  +^VV"y«  =  1  +(^^2^2^/  +^^V4e4v.^  +^\sB^i  +  ..., 

Indem  man  diese  beiden  Gleichungen  miteinander 
multipliziert  und  dabei  die  Regeln  anwendet,  welche  (in 
D.-R.,  §  55  und  106,  vergl.  auch  D.-R,  Formel  Nr.  117 
der  Tabelle)  für  die  Multiplikation  zweier  unbedingt  kon- 
vergenten Reihen 
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«0  +  ui  +  t«2  H und    vo  +  Vi  +  V2  +  •  •  • 

gegeben  worden  sind,  so  erhält  man,  weil 

e^vi  4-  er-iy.-  _  2cos(A9P) 
ist,  die  Oleichung 
iß.)  (1  +  i^^'fO.  +  t^er-^Vy  = 

1  +(^y .  2cos(29.)  +  **  [(^)2cos(49>)  +  Q'] 

+  ^[('^)2cos(69>)  +QQ2oos(2<p)] 

+  ^[Q2cos(%)  +(7)Q)2cos(4^)  +  (X)] 

+  eio[Q2cos(l(V)+(7)Q2cos(6^)  +  QQ2cos(2^)] 

+  -, 

oder,  wenn  man  die  Glieder  vereinigt,  welche  mit  cos(2>l9)) 

multipliziert  sind,  und  Gleichung  (7.)  beachtet, 

(9.)    (1  —  sin^asin^^))«»  =  Äo  +  2^icos(2y)  +  2^2COs(49) 

+  2^3003(69))  H . 

Dabei  wird,  wenn  man  f     j  =  1  setzt, 

(u, .. = ^®i-y +(X)^ + ("X:>-°+  ■■] 

= --©lex»  T  !>'-"■ 
(12.,  .,=co,^g)[(-y+(Xy+(X>"+-] 

»-"-©sex«:.)--". 

allgemein 
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=-'-©i:(:x.:>-"- 

Wenn  e  =  tgf  ^)  hinreichend    klein    ist,    so    sind    die 

Größen  Ä,  wie  sich  zeigen  läßt,  durch  -stark  konvergente 
Reihen  ausgedrückt. 

Die  durch  Gleichung  (9.)  dargestellte  Reihe  ist  gleich- 

mäßig  konvergent*)^  so  daß  raBU  JiX  —  sin^asin^^)^^^)  erhalt^ 

0 

indem    man    die   einzelnen    Glieder    der   Reihe   integriert 
Dies  gibt 

(14.)    /{l  —  B\Ti?asii!?<pf^d(p  = 

0 

^o(p  +  Y  sin(2y)  +  -^  sin(49))  +  -g-  sin(65p)  H . 

In  dieser  Formel  sind  auch  die  „dliptischen  Normai- 
integrale  erster  und  zweiter  OaMung^^^  nämlich  die  Integrale 

C  dx  f  dg)  _ 

Jy{r-^^){i  —  ä2x2)  ~Jyi  —  sin2asin2'^  ""        '  ^^ 

und 

f  ^]  ~  ^^^  dx  =  fy l  —  sin^asm^g>  =  ^(Ä,  ^) 
als  besondere  Fälle  enthalten. 

Zur  Entwickelung  des  elliptischen  Normalintegrals  erster 
Gattung  Fi)i^  go)  hat  man  daher  in  den  Gleichungen  (8.)  bis 
(14.)  w  =  —  I  zu  setzen  und  erhält 

*)  Der  Beweis  für  die  gleichmäßige  Konvergenz  möge  hier  über- 
gangen werden. 
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"^•'(T)=-i=-.  G)-+^=+-- 

(m\_       1 .  3  . . .  (2n  —  1)  _ 
\n)~^      2.4... (2r2)      -±''^' 
Setzt  man  in  diesem  Falle 
^  =  00,    Ai  =  —  ai,     ^2=  +  ^2,  ...^/»  =  (— l)''a„, 
so  geht  Gleichung  (14)  über  in 


ae.)  F^k,^)  =  f       ^\  .=. 

•/  Kl  —  sm^asm'*^) 


=  ao9>  —  Y  sin(2y)  +  ^  sin(49))  —  ^  sin(6g))  -\ , 


wobei  nach  Gleichung  (10.)  bis  (13.),  wenn  man  co  =  1  setzt, 


(17.)      oo  = ~-  (1  +  Ci^e*  +  C2^^  +  032*12  4.  . . .) 


cos^ 


«=0 
(18.)         Ol  = ^—-  (Cit2  +  CiC2f^  +  C2C^e^0  ^  . . .) 

0032(2) 


=  (1  +  «2)  2  C„C„+ic2+<««, 


«=0 


(19.)        02  = T-r  (C2e*  +  CiC3f*  +  C2C4fl2  _| ) 


G) 

=  (l  +  62)2^«Cn+2^+^'*, 


cos 

n=oo 

)2 

»=0 


Allgemein  ist 

(20.)  a.  =  (1  +  62)''2*c«c«+.62»+^«. 

Man  braucht  aber  nur  oo  und  ai  durch  diese  Reihen 
zu  berechnen,  denn  unter  der  Voraussetzung,  daß  man  die 
durch  Reihenentwickelung  dargestellten  Funktionen  diffe- 
rentiieren  darf,  indem  man  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe 
differentiiert,  folgt  aus  der  Gleichung 
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(21.)  — =-^=r-=z^=:  =  00  —  2ai  cos(29))  +  2a2COs{iip) 
yl  —  sin^asin^g) 

—  2a8Cos(6g))  -| 

durch  Differentiation 

sin^asin^icos^)  •  /o   \       q      -/ix 

(22.)    ,.,       — 7    .-Jl— =  4aisin(2y)— 8a2sm(4y) 
K  (1  —  sm^a  sm^^)^ 

+  12a3sin(%')  — +  . 
Wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit 
^jj  2(1  —  sin^asin^gp)       2  —  sin^a  +  sin2acos(29)) 


V^tj.; 

sin^a 

8iT?a 

i 

2  —  sin^a 

+  cos(29) 

sin^a 

multipliziert 

und  der  Kürze 

wegen 

(24.) 

2 

—  sin% 
sin^a 

=  S 

setzt,    so    erhält    man,   weil    2sin(2>l9))cos(27^^)  bekanntlich 
gleich  sin(2A  +  2)q)  +  sin(2A  —  2)y  ist, 

(25.)   ~-  J'^^-==  =  -{-  ia,;  +  402)  sm{2fp) 
yl  —  sm-^a  sin^<p 

+  (2oi—   802^+    6o3)sin(4^) 

—  (4o2  — 12o3?+    8o4)sin(6^) 
+  (603  —  16o4s  +  10oö)sin(8y) 

—  + 

Andererseits  ergibt  sich,  indem  man  beide  Seiten  der 

Gleichung  (21.)  mit  sin(29))   multipliziert  und  die  bekannte 
Formel 

2sin(2^)cos(2A^)  =  sin(2;^  +  2)^  —  sin(2;i  —  2)^ 
anwendet, 

(26.)  --.^'^f^.^^      =  —  (02  -  oo)sin(2y)  +  (03  -  Oi)8in(4y) 
yl  —  sm-^asm^^) 

.    —  (04  —  02)sin(69?)  +  (oö  —  03)sin(89>) f-  •  •  • . 

Aus  der  Vergleichung  der  Koeffizienten  in  diesen  beiden 

Entwickelungen  von —- findet  man 

yl  —  sin%  sin^9) 
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folglich  wird 


(27.) 


as  —  ai  =  2ai—  802^+  603, 
«4  —  Ä2  =  ia2  —  1203?  +  8^4, 
«5  —  as  =  Gas  —  1604^  +  lOas, 


3a2=  4aiJ—  ö^,, 
ooa  =  802  J  —  3ai , 
7^4  =  1203^  —  5a2, 
905  =  16a4f  —  Tfls, 


allgemein  erhält  man  also  für  n  ^  2 

(2&)       (2w  —  l)a,,  =  4(n  —  l)a«_i  f  —  (2n  —  3)a«_2 


Zur  Entwickelung  des  elliptischen  Normalintegrals  zweiter 
Gattung  muß  man,  wie   aus  Gleichung  (4.)   hervorgeht,    in 

den  Gleichungen  (8.)  bis  (14.)  m  =  +^  setzen  und  erhält 


H>rQ—^.'-vQ- 


1-3   _      Ca 
'2. 4. 6""  "^6' 


allgemein 
(30.) 


(:)=<- ''-'"i? 


Setzt  man  in  diesem  Falle 

(31.)  Äo^bo,  Äi  =+bi,  Ä2=-b2,  Äs  =+bs,...Än  =  {—lY^^bn, 

80  gehen  die  Gleichungen  (9.)  und  (14.)  über  in 


(32.)    Vi  — 8in2asin29)  =  bo  +  2bi  cos(29))  —  262COs(4fp) 

+  263Cos(69)) h 


) 


(33.)    E(k,  q>)  =/  Vi  —  sin2«  sin->  .  dr 

0 

=  6o9>  +  Y  sin(2y)  —  ^  sm{i(p)  +  ^  8in(69)) f- 

21* 
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Dabei  ist  nach  Gleichung  (10.) 
(34.)      6o  =  cos^(|)(l  +  J  +  ^^  +  ^e«  +  -) 

1         /  «=oo     ^^^4»      \ 

^  r+^V  "'"  ^  S)(2n%2)2A 

Man   kann   aber   die  Größe   6o   auch   durch   oo  un 
ausdrücken.     Es   ist    nämlich   nach    den   Gleichungen 
und  (18.) 

(17a.)     oo  =  (1  +  O  2~  ^^'^  =  (1  +  ^)(l  +  ^  2~  ^+1 


(18a.)     ai  =  (1  +  ^)62  sTc^c.+ie^'»; 

#»=0 

femer  ist 

(35.)        /(>  =  8m'o  =  5 7rS5  =  (T+lV' 

[l  +  «g=©]       <'  +  "' 

Daraus  folgt 
(37.)     (2  -  A2)ao  =  j--|y2  [l  +  ^'^(<'«+i  +  4)«^"] . 

(38.)  i^ai  =  —-3  2  2c^n+ie*», 


1  +  e 


n=0 


also 


(39.)       (2  -  fc2)ao  -  k^ai  =  ^-?-^  [l  +  e^^{c^  -  c^^i) 

Nun  ist  aber 

/Ar\\  2n  +  1  Cn 

(40.)     c„^,  =  -— ^-c,,     also     c«-c«^x=2^_^-2' 

deshalb  geht  Gleichung  (39.)  über  in 

(41.)  i2-k^)a.-J^a.  =  ^{l  +  ^Tj^'^^^"]  - 


Auch  die  anderen  Koeffizienten  6i,  62,  63, . .  •  kann 
sehr   einfach   durch    die   Größen   oo,  fl^i,  «2,...   ausdrü 
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Setzt  man  wieder  voraus,  daß  man  die  durcli  Reihen- 
entwickelung dargestellten  Funktionen  gliedweise  diffe- 
rentiieren  darf,  so  findet  man  durch  Differentiation  der 
Gleichung  (32.) 

sin^asinycos^)  ,     -  m  \   i   oi.    •   /^   x 

(42.)     —  .  ;    =^  =  —  46i  8in(29))  +  862  sm  (4^) 

yi  —  sm^asm^go 

—  1263  sin  (69))  H ; 

außerdem  folgt  aus  Gleichung  (26.) 

.....         sin^asingpcosgp      Ä:^  \  •  /o  \      /  \  -  rA   ^ 

(43.)  —  -—==f==^  =  —  [(02  —  ao)sm{2^) — (03 — ai)8m{iq)) 
yi — siDfasm^ip       ^ 

+  («4  —  02)  sm{6q)) 1 ], 

folglich  erhält  man 

8*1  =  k^ioo  —  (h)  1    I662  =  ^{o>i  —  03),   2463  =  A:2(ö2  —  «4), . . ., 

allgemein 

(44.)  &nbn  =  k^a^i  —  a^^+i). 

Setzt  man  also 
a<,  —  02  =  22  .  ^1,    üi  —  03  =  42 ,  ^2,    az  —  a4  =  6^ .  ^3, . . . , 
allgemein 

(45.)  an^i  —  an+i  =  {^nfBn , 

so  wird 

(46.)   6,=  2  --Bi,  2  =2     -"''  3  -2  ^''      "n       2"    -"»' 
folglich  geht  Gleichung  (33.)  über  in 

(47.)  E{k,  9")  =y  Vi  —  sin^asin^gp .  d?) 

=  Mp  +  ö^  [-Bisin(2go)  —  .B2sin(49o)  +  BäSiMßv) 1 ]. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  Werte  der  beiden 

Integrale  F(k,(p)  und  E{k,  ^)  für  tp=^^i   die  man  bezw. 

mit  K  und  E  bezeichnet.  Nach  den  Gleichungen  (16.), 
(33.)  und  (41.)  wird 

n 

(48.)        K=F(k,^\=('^ =  gg", 

\      ^  /     y  y  1  —  sin^ß  s\v?rp  ^ 
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(49.)    E  =  E(k,  0=  /Vi  —  sin^a sin^tp .  dg»  =  ^ 

0 

=  j[(2-fc2)a,_i2^,]. 

Eine  kurzgefaßte  Tabelle  der  Größen  K  und  E^  JP(/r,  tp) 
und  E{k^  q))  findet  sich  im  Anhange  dieses  Bandes. 

Beispiel. 

Die  angeführten  Reihen  konvergieren  um  so  schlechter, 
je  mehr  sich  4  =  sin«  dem  Werte  1  nähert  Wenn  also 
in  dem  folgenden  Beispiele 

(50.)  A:  =  0,8,     e  =  - ^ ^  =  0,5 

gesetzt  wird,  so  möge  hervorgehoben  werden,  daß  die  Rech- 
nung für  kleinere  Werte  von  k  noch  einfacher  wird.  Hier 
erhält  man 

1  +  62=1^25  6^2  =  0,000  24414 

(1  +  f2)e2  =  0,312  5  6^«  =  0,000  015  26 

6^  =  0,062  5  6^0  =  0,000  000  95 

e^  =  0,003  906  25  t^*  =  0,000  000  06 ; 

ferner  ist 

c{'  =  0,25  CiC2  =  0,187  5 

co2  =  0,140  625  cocs  =  0,117  187  5 

cs^  =  0,097  656  25  cgc*  =  0,085  449  22 

C42  =  0,074  768  07  ^4^5  =  0,067  291  26 

C52  =  0,060  562  14  C5C6  =  0,055  516  29 

C62  =  0,050  889  02  c^c^  =  0,047  254  09 . 

Daraus  folgt 
(51.)     oo  =  (1  +  e^){l  +  c,h^  +  C2h^  +  •••)  =  1,270  249  20, 
(52.)     «1  =  (1  +  B^)(:\ci  +  ciC2^  +  C2Cze^  +  •••)  =  0,160  062  02. 

Aus  den  Gleichungen  (27.),  nämlich  aus  den  Formeln 
(53.)  3a2  =  4ais  —  oo,  5^3  =  802^  —  3ai,  7a4^12a3f — 5a2,..., 
wobei 
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(54.) 

ist,  findet  man 


2  —  lc^       2  —  0,64 


fc2 


0,64 


17 
'•8 


(55.) 


og  =0,000  003  86 
flg  =0,000  000  91 
Äio  =  0,000  000  21 
au  =  0,000  000  05 
ai2  =  0,000  000  Ol . 


02  =  0,030  092  65 

03  =  0,006  277  80 
a4  =  0,001  374  39 
05  =  0,000  309  41 
o^  =  0,000  070  93 
07  =  0,000  016  47 

Es  darf  nicht  verschwiegen  werden,  daß  man  diese 
Werte  aus  den  Gleichungen  (27.)  nur  dann  findet,  wenn 
man  noch  einige  Dezimalstellen  mehr  berücksichtigt  Bei 
derartigen  rekurrierenden  Formeln  werden  nämlich  die 
Fehler,  welche  durch  die  Vernachlässigung  der  folgenden 
Dezimalstellen  entstehen,  im  allgemeinen  bei  jedem  späteren 
Gliede  größer.  Wenn  z.  B.  die  letzte  Dezimalstelle  in  oo 
und  Äi  auch  nur  um  2  Einheiten  unsicher  ist,  so  wird  in 
der  Gleichung 

302  =  4«!  J  —  Oä) 

«i  (und  deshalb  auch  der  Fehler  von  a{)  mit  4J  =  8,5  multi- 
pliziert, so  daß  302  ^n  19  Einheiten,  a-i  selbst  um  -|  Ein- 
heiten in  der  letzten  Dezimalstelle  unsicher  ist.  Die  Größe 
03  wird  um  etwa  23 ,  a^  um  etwa  172  Einheiten  unsicher. 
So  steigert  sich  die  Unsicherheit  mit  jedem  späteren  Gliede 
außerordentlich  schnell,  weshalb  die  vorstehenden  Resultate 
nach  Gleichung  (20.),  nämlich  nach  der  Formel 


a.  =  (1  -f  £2)  2   C„C.+„62r+4. 

«=0 

berechnet  sind.     Sodann  findet  man  aus  den  Gleichungen 
2*0  =  (2  —  ft2)a„  _  ]c^ax  =  1,36 .  ao  —  0,64ai , 

45i  ^  Oo 0'2y      1652  =  ßl  —  ß3}      36^8  =  ch  —  *4>  •  •  • 

6o  =  0,812  549  61  B5  =  0,000  013  03 

J5i  =  0,310  039  14  ^6  =  0,000  002  03 

(56.)    B2  =  0,009  611  51  £7  =  0,000  000  34 

Ba  =  0,000  797  73  JBh  =  0,000  000  06 

B4  ^  0,000  093  26  J59  =  0,000  000  Ol . 
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Daraus  folgt  dann 
(57.)  K  =  F(k,  ^=  ^  =  1,995  302  78, 

(58.)  E  =  E(k,  0=  -J  =  1,276  349  94. 

Soll   z.  B.  bei   der  Rektifikation    der  Ellipse   mit  den 
Halbachsen 

a  =  10,     6  =  6 

der  Quadrant  q  bereclinet  werden,    so  erhält  man  e  =  8, 
also  Ä:  =  —  =  0,8   und    nach    Gleichung  (20.)    des   vorher- 

OL 

gehenden  Paragraphen 


(59.)  q  =  aj^^^  =  aE(k,  |)  =  12,763  499  4. 

Zur  Prüfung  dieses  Resultates  beachte  man,  daß  der 
Quadrant  des  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a  gleich 
15,707  963  3,  und  der  Quadrant  des  Kreises  mit  dem  Halb- 
messer b  gleich  9,424  778  0  ist. 
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Differentiation  der  Integrale. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  182  bis  184.) 
Nach  Formel  Nr.  4    der  Tabelle    war   ein   bestimmtes 
Integral  durch  die  Gleichung 

d 

(1.)  J  =fF\x)dx  =  F{b)  —  F{a) 

a 

erklärt  worden.     Man  kann  daher  J  als  eine  Funktion  von 
a  und  h  betrachten  und  erhält 

also 

b 

(3.)  dJ  =  dJ'F\x)dx  =  —  F\a)da  +  F\h)dh, 

oder,  wenn  man  F\x)  mit  /"(x)  bezeichnet. 
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b 


(3a.)  dJ=  dj'f{x)dx  =  —  f(a)da  +  f{b)db. 

a 

Ist  die  Fmiktion  unter  dem  Integralzeichen  außer  von 
X  noch  abhängig  von  einem  variablen  Parameter  t^  ist  also 

(4.)  F'{x)  =  f{x,t),     J=/f{x,t)dx, 

a 

80  ist  auch  das  bestimmte  Integral  J  eine  Funktion  von  t 
Die  Integrationsgrenzen  a  und  b  seien  zunächst  unabhängig 
von  tj  dann  wird  J  übergehen  in  J"  -}-  ^Ji  wenn  t  um  Jt 
wächst,  wobei 

d 

(5.)  J+JJ  =/f(x,  t  +  M)dx 

a 

ist    Aus  den  Gleichungen  (4.)  imd  (5.)  folgt  daher 

b  b 

(6.)  JJ  =Jf{x ,  t  +  Jt)dx  —ff{x ,  t)dx, 

a  a 

=f[ax,t  +  jt)—ax,t)]dx, 


a 
b 


jj_fnx,t  +  jt)-f{x,t) 


a 


folglich  erhält  man,  wenn  ^dt  verschwindend  klein  wird, 
8)  ¥=^/(«..)^«=/%-'^^. 


dt 


a 


Sind  die  Integrationsgrenzen  a  und  b  gleichfalls  Funk- 
tionen von  ^,  so  wird  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  223  der 
Tabelle 

.g.  dJ  _dJ^da      dJ  db       dJ 

^''  '¥~d^di'^dbdi'^'di' 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2.)  und  (4.) 

a 

b 

-,     .,    da  .    -,,    ..    db       rdf{x^  t) 
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Ist    J    das    unhestimvfde    Integral    einer    Differei 
Funktion  /"(x,  f)dx^  welche  noch  einen  variablen  ParaD 
t  enthält,  so  kann  die  Integrations- Konstante  C  gleicl 
noch  von    dem  Parameter  t  abhängig   sein,    so  daß 
erhält 

(11.)  J=Jhx,t)dx  +  q>{t), 

wobei  fp{t)  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  t  ist.    Wi 
t  um  z/^,  so  geht  J  über  in 

(12.)  J  +  dJ  =Jf{x,  t  +  .dt)dx  +  q>{t  +  Jt) ; 

folglich  wird 

(18.)     JJ  =f\f{x,  t+Jt)-  fix,  t)]dx  +  <p{t  +  M)  -  (p(t 

also 

Da  g>{t)  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  t  ist,  sc 
dasselbe  von  g)'{t)^  d.  h.  (f''{t)  spielt  auch  in  Gleichimg 
die  Rolle  einer  beliebigen  Integrations -Konstanten,  so 
in  Gleicl lung  (14.)  der  Satz  ausgesprochen  ist:  Ein  t 
stimmtes  Integral  wird  nach  einem  variablen  Parameter  < 
rentiiert,  indem  man  die  Funktion  unter  dem  Integral ze 
nach  diesetn  Parameter  differentiiert. 

§  61. 

Berechnung  bestimmter  Integrale  durch  Differentia 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Nr.  ia5  und  186.) 
Aus  Formel  Nr.  28  der  Tabelle,  nämlich  aus 

folgt  durch  Vertauschung  von  a^  mit  t 
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Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  dem 
Parameter  t  differentiiert  und  mit  — 1  multipliziert,  erhält 
man  nacli  Formel  Nr.  183  der  Tabelle 

oo  • 

m  f   ^^      —  -      1     ^ 

ü 
Wenn    man   beide    Seiten    dieser  Gleichung  nochmals 
nach  t  differentiiert  und  durch  —  2  dividiert,  so  ergibt  sich 


f    dx       _1.3       1       ^ 
J{x^  +  tf-2.4t'  t2yj'2' 


(4.) 

Durch  Fortfietzung  dieses  Verfahrens  findet  man 


'^'      /ö 


f    dx       _1.3.5       1       jt 
J{x^  +  ty  ~2.4.6>v7'2 


dx        *    1.3.5...  (2n  — 3)         1         jc 


oder 


{x^  +  t)^       2.4.6...(2n  — 2)    f«-i/^    2 

16  r  ^^       _1.3.5...(2n  — 3)       1        jc 

]{P?  +  a;2)«  ~  2  . 4 .  6  . . .  (2n  —  2) '  a?^-^ '  2 
ü 

Aus 

1 


K  ' 


e-'^=  — 


t.e"' 


'X 


(7.)  ßr-^dx=-^ 

folgt  für  positive  Werte  von  t 

oo 

(&)  je-^'dx  =  j' 

ü 
Indem  man  beide  Seiten   dieser  Gleichung  nach  dem 
Parameter  t  differentiiert  und  mit  —  1  multipliziert,  erhält 
inan  nach  Formel  Nr.  183  der  Tabelle 


w  / 


oo 

er-^^ .  xdx  =  t^ 
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und  wenn  man  dieses  Verfahren  wiederholt, 

oo 

(10.)  f(r-".3?dx  =  ^^, 

OO 


(1 1.)  \e-f' .  xHx  =  ^'^'^  . 


,12.)  j. 


fn-^l 


§  62. 

Berechnung  der  Werte  von  einigen  bestimmten 
integralen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  187  bis  189.) 
Zur  Berechnung  eines  bestimmten  Integrals  ist  es  nich^ 
immer  erforderlich,  vorher  das  unbestimmte  Integral  zu  er^ 
mittein:    es    sind   dabei    vielmehr   häufig  Vereinfachungea 
möglich,   wie  man   aus   den   folgenden   Beispielen   ersehen 
kann. 

Nach  Formel  Nr.  102  der  Tabelle  ist 

(1.)     lcos^''xdx  ==  sinx  v, -cos^«— ^a:  +  ^r—;^ -^cos-*»—^ -A 

J  \2n  2n(2w — 2) 

(2n-l)(2n-3)...5.3         1      (2n-l)(2n-3)...5.3.1 
"^    2n{2n—2)..,6A.2   ^"^^J"^     2n(2w— 2)...6.4.2 
da  nun 

(2.)  sinO  =  0,     cos(|^  =  0 

ist,  so  wird 


(3.)  fc 


cos    xax-      2«(2n  — 2)...6.4.2       2 

5 


In  ähnlicher  Weise  ergibt  sich  aus  Formel  Nr.  105  der 
Tabelle,  nämlich  aus 


1 
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(4.)    /sin^-xrfa:  = — cosa^r^^sin^^-^a;  +  2^^  2]^^^^'"^^'^" ' 

(2n-l)(2n-3)...5.3         1      (2n-l)(2n-3)...5.3.1 
"^    2n(2n  — 2)...6.4.2   ^^^J"^      2n(2n  — 2)...6.4.2        ' 

das  bestimmte  Integral 

(5)  L-"xdx     (2»-l)(2n-3)...5.3.1    ^ 

p.)  jsm   xax-      2n(2«  — 2)...6.4.2         2 

Die  Formeln  Nr.  102  und  105  der  Tabelle,  deren  Her- 
leitung immerhin  mit  einigen  Schwierigkeiten  verknüpft  ist, 
braucht  man  aber  gar  nicht  einmal  zur  Berechnung  dieser 
bestimmten  Integrale;  man  findet  vielmehr  weit  einfacher 
aus  Formel  Nr.  101  der  Tabelle,  nämlich  aus 

(6.)    Icos'^xdx  :=  ^  cos^**— ^xsina;  -\ ^ Icos^^-^xdx, 

das  bestimmte  Integral 

M  n 

2  2 

/*  O  "1       /* 

(7.)  IcoB^^xdx  =  — ^ jco8-'^-^xdx, 

weil  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung 
(6.)  an  der  oberen  und  an  der  unteren  Grenze  verschwindet. 
Indem  man  n  mit  n — 1  vertauscht,  geht  Gleichung  (7.) 
über  in 

2  ~2 

(8.)  IcoB^'^-'^xdx  =  ^ jcos^'^-^xdx. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren,  bis  man  endlich  die 
Formeln 

M  n  n  n 

'2  2  Y  ~2 

(9.)     jcoshcdx = j  Ico&^xdx ,     (10.)  jcos^xdx = ^  Idx  =  -  •  ^ 

erhält.     Aus  diesen   Gleichungen   ergibt  sich  dann   wieder 
dasselbe  Resultat  wie  in  Gleichung  (3.). 
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Ebenso  liefert  die  Formel  Nr.  104  der  Tabelle,  nämlich. 

U\v?'^xdx  =  —  ^^  -  sin^^'-^arcosa:  H ^ Isia^'^-'^xdx, 

die  Gleichungen 


2n  — 1   /. 


(11.)  U\v?'*xdx  =  — ^ Isin^^^^xdx, 


U  0 

2~ 


(12.)  fsiv?^-'^xdx  =  ^_|  /sin2«-*-crfa: , 


2 

3 


(13.)  jsin^xdx  =  j  Isin^xdx, 


Ü 
2 


(14.)  jsin^xdx  =  ^Jdx  =  2'^' 

u  ü 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  wieder  dasselbe 
Resultat  wie  in  Gleichung  (5.). 

Setzt  man  in  Formel  Nr.  101  der  Tabelle  w  =  2n  +  1? 
so  erhält  man 

(15.)  Icos-'^-^^xdx  =  ^ — -^  cos^^arsinx  +  k — r-t  hos^^^^xdx, 
J  2n  +  1  2n  +  1/ 

also 

"T  2 

(16.)  foos^^-^^xdx  =  f)  -37T  /cos2«-^xda;. 

0  ü 

Ebenso  wird 

n  M_ 

2  2 

(17.)  Icos^^-^xdx  =       _     lco8''*-^xdx, 
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(18.)  jcos^xdx  =  ^  jcosxdx  =  ;.-  [sina:]  '^  =i 

folglicli  wird 

(19.)  /L-^^a^.  =  ^-1^,3%^^-^ 


/  (2n  +  l)(2n  — 1)...5.3.1 

Ebenso  findet  man  aus  Formel  Nr.  104  der  TabeDe 

n 

(20.)  ^-^x^x=  2«(^-^  .^.2^ 


/  (2n  +  l)(2w  —  1) ...  5 .  3  . 1 

In    ähnlicher  Weise    liefern  die  Formeln  Nr.  108  und 
111  der  Tabelle,  nämlich  die  Gleichungen 

(21.)  Isin^xcos^xdx  = 1 —  sin'^~^a;cos"+^a: 

J  m  +  n 

,  m —  1   /*.        o 
H —      /sin^~'*a:cos''a:ax, 

m  +  nj 

r  1 

(22.)  Ism'^xcos'^xdx  = ; —  sin^+^xcos^»"^:«; 

V  m  +  n 

1     I  H , —  Isin^^xcos'^'-^xdx. 

^1  '  m  +  nJ 

n 

ein  einfaches  Verfahren  für  die  Berechnung  vonysin'^xcos^xrfa:. 

0 

Aus  Gleichung  (21.)  folgt  nämlich,  wenn  m  >  1  ist, 


n 

7  2 


(23.)  Isin'^x  cos^xdx  =  — ; —  ls'm^~^x  cos^xdx. 

J  rn  +  nj 

0  0 

Je  nachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  wird  durch 
wiederholte  Anwendung  dieser  Vereinfachung  das  gesuchte 
Integral    schließlich   entweder    auf    das    bereits    ermittelte 

n 

Jntegrsl  Jcos^xdx,  oder  auf 
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(24.)  fcosnxsmxdx  =  -  [^^pj^  =  ;j-+i 

0 

zurückgeführt. 

Aus  Q-leichung  (22.)  folgt,  wenn  n  >  1  ist, 


T  2 


(25.) 


ysm"'a:cos''xrfa;= ; —  Uin^xQOB^'~^xdx. 
m  +  nj 

0  0 


Je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  wird  durch 
wiederholte  Anwendung  dieser  Q-leichung  das  gesuchte 
Integral    schließlich    entweder    auf    das    bereits    ermittelte 

n 

Integral]  ysin'^xdx,  oder  auf 


0 

n 
~2 


(26.)  jsin'^xcosxdx  = 

zurückgeführt. 


|2 


rsin^-^^xl   _       1 
im+1  iy~  m  +  1 


Diese  Resultate  kann   man   auch  zur  Berechnung   der 
Zahl  jr  benutzen.     Es  ist  nämlich  für  0  ^x  ^  ^ 
(27.)  sin2'*+ix  ^  sin2«a;  ^  sin^^-^x, 

also  nach  den  in  §  54  ausgeführten  Sätzen 


2  2  2 

(28.)  /sin^^+ix^x  <  Lin^^xdx  <  Ism^'^-^xdx, 

0  0  0 

oder 

2n(n  — 2)...4.2  (2n  — l)(2n  — 3)...5.3. 1   ^ 

^     ^^  (2n  +  l)(2n  — 1)...5.3'^       2n(2n  — 2)...6.4.2      '2 
und 

(2n  — l)(2n  — 3)...5.3.1    jt     (2n  — 2)(2n  — 4)...4.2 
^     ^^        2n(2n  — 2)...6.4.2       '2  ^(2n— l)(2n  — 3)...5.3' 
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Daraus  folgt 
^^^  .    jr      2    2    4    4    6    6       2n  —  2        2n  2n 


2-^^133557       2n  —  12n  —  12n  +  l 
und 
/oo  X   ^  ^  2    2    4    4    6    6       2n  —  2        2m 


2^133557       2w  —  12n  —  1 

Die  rechten  Seiten  dieser  beiden  Ungleichungen  unter- 

2w 
scheiden  sich  voneinander  nur  durch  den  Faktor  ^ — -^r' 

2n  +  1 

der  sich  für  unbegrenzt  wachsendes  n  der  Grenze  1  nähert, 

folglich  ist 

,oov     ^      ,.224466       2n  — 2        2n 
(33.)     ^  =  hm 


2      «i::;!     3    3    5    5    7?      2w  — 1     2n  — 1 

Diese  Formel  rührt  von  Wallis  her  und  ist  bereits  vor 
Entdeckung  der  Differential-  und  Integral -Rechnimg  ge- 
funden worden. 

§  63. 

Darstellung  der  Koeffizienten  einer  trigonometrischen 

Reihe. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  190.) 
Sind  die  beiden  positiven  ganzen  Zahlen  m  und  n  von- 
einander verschieden,  so  wird 

cos(m  —  n)x .  dx  = rsin(m  —  n)x]   =  0, 

0 

M 

(2.)  /cos(w  -f  n)x .  dx  =  ,^  ^  ^  [sin(m  +  n)x]^  =  0. 


m  +  n  ^  -"0 

Beachtet  man  die  beiden  bekannten  Formeln 


I  co8(a  —  b)  =  cosacosi  +  sinasini, 
^  ''  \  cos(a  +  6)  =  cosacosi  —  sinasinft, 

so   findet  man  durch  Addition  und  Subtraktion   der  Glei- 
chungen (!•)  imd  (2.)  für  m^n 

Ki«p«rt,  Int«gT«l-B«chniing.  2!2 
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n 

(4.)  jcos{mx)  cos{nx)dx  =  0, 

0 
n 

(5.)  jsin{mx)  sin{nx)dx  =  0 . 

0 

Dagegen  geht  Gleichung  (1.)  für  m  =  n  über  in 
(1  a.)  /cos(m  —  n)x ,  dx  =  jdx  =  jr, 

0  0 

während  Gleichung  (2.)  auch  noch  für  w  =  w  richtig  bleibt; 
folglich  wird  für  i?ä  =  n  >  1 

n  n 

/*  i* 

(6.)  jco8{nix)  cos{nx)dx  =  tcos\nx)dx  =  ^ » 

Ü  0 

n  n 

(7.)  jsin{mx)  sin.{nx)dx  =  jsiD?{nx)dx  =  ^  • 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  sich  f{x)  in  eine  gleich- 
mäßig konvergente  Reihe  von  der  Form 

(8.)     f{x)  =^^a^-\- «icosx  +  a2COs(2a?)  + h  a»cos(wx) H — 

entwickeln  läßt,  so  lange  x  zwischen  0  und  x  liegt,  kann 
man  die  Koeffizienten  oo?  ö^i,  «2^  •  •  •  in  folgender  Weise  be- 
bestimmen. 

Multipliziert  man  Gleichung  (8.)  mit  dx  und  integriert 
auf  beiden  Seiten  zwischen  den  Grenzen  0  und  ^,  so  erhält 
man,  da  die  Reihe  gleichmäßig  konvergent  ist  und  deshalb 
gliedweise  integriert  werden  darf, 

n  n  n 

(9.)        jf{x)dx='^jdx  =  ^,    oder    «o  =  ~^/'(x)rfx, 

0  U  0 

n 

denn  /cos{nx)dx  verschwindet  für  n  >  0.     Multipliziert  man 

0 

beide  Seiten  der  Gleichung  (8.)  mit  cos{nx)dx  und  integriert 
zwischen  den  Grenzen  0  und  jt,  so  erhält  man  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  (4.)  und  (6.) 
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"2' 


(lO.)  lf{x)  co^{nx)dx  =  an  jcos\nx)dx  =  a, 

0  0 

oder 

(lO  a.)  a«  =  -  lf{x)  cos{nx)dx . 

0 

Hierbei  ist  f{x)  eine  periodische  gerade  Funktion,  die 
:    sicli  nicht  ändert,  wenn  man  x  mit  —  x  oder  mit  2jr  —  x 
vertauscht,  d.  h.  es  ist 

t   (11.)  f{2:t  -z)  =  /•(-  X)  =  fix) ; 

^deshalb  findet  man  aus  Gleichimg  (9.)  und  (10  a.),  indem 
man  die  Integrations -Veränderliche  t  nennt  und  dann 
#  =  2^  —  X  setzt, 

n  n  2n 

(12.)    oo  =  ^ff(t)dt  =  —  I /?(2:?r  —  x)dx  =  -ff{x)dx, 


0  2/1 


2  /*  2  /* 

(13.)   a„  =  -  //"(f )  cos{nt)dt  = / /'(2jr  —  x)  cos(na:)da; 

1  0  2a 


=!/.: 


2n 

?)cos(nx)rfx; 


folglich  ergibt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  (9.) 
und  (12.)  bezw.  der  Gleichungen  (10a.)  und  (13.) 

2jf  2n 

(14.)  ao  =  -  lf{x)dx^     ö„  =  -  lf{x)  cos{nx)dx. 

Weiß  man,   daß  sich  f{x)  in  eine  gleichmäßig  konver- 
gente Reihe  von  der  Fonn 

(15.)     f(x)  =  iisinx  4-  62sin(2a;)  -\ +  bnsm{nx)  +  •  •  • 

entwickeln  läßt,  so   lange  x  zwischen   den  Grenzen  0  und 
t     jr  liegt,   80   darf   die  Reihe  gliedweise  integriert  werden, 
und   man.  erhält  mit  Rücksicht    auf   die   Gleichungen  (5.) 
und  (7.) 

22» 


1 

n  n 

(16.)  jf(x)  Bm{nx)dx  =  b^  UvB?{nx)dx  =  6„  •  -  ? 
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oder 

(16  a.)  hn  =  -  \f{x)  sm{nx)dx . 


n 


In    diesem   Falle    ist    f{x)    eine    periodisclie    ungerade 
Funktion,   die  nur  ihr  Zeichen  wechselt,  wenn  man  x  mit 
—  X  oder  mit  2jc  —  x  vertauscht,  d.  h.  es  ist 
(17.)  A2^  -x)  =  n-  x)  =  -  fix). 

Deshalb  findet  man  aus  Gleichimg  (16  a.),  indem  man 
die  Integrations -Veränderliche  t  nennt  und  dann  t  =  2x  —  x 
setzt, 

if  n 

(18.)         ^n  =  ^-  ff{t)  sin  {nt)dt  = —\  ff(x)  sm{nx)dx 

0  2« 

2n 


-Ih 


t)%m.{nx)dx  ^ 
also  durch  Addition  zu  Q-leichung  (16  a») 

2n 

(19.)  hn  =  -  lf{x)  sm{nx)dx, 

0 

Weiß  man  endlich,    daß   sich  f{x)  in  eine  gleichmäßig 
konvergente  Reihe  von  der  Form 
(20.)  f{x)  =  -Jao  +  ^1  cosa;  +  ^  cos(2a;)  +  •  •  • 

+  ftisinx  +  62sin(2a:)  +  •  •  • 
entwickeln  läßt,  |so  lange   x  zwischen  den  Grenzen  0  und 
2:t  liegt,  so  wird  mit  Rücksicht  darauf,  daß 

2n  2m 

(21.)  ^y[sin(m4-w)x4-sin(m — n)x]dx  =jsm{mx)cos{nx)d^  =  0 

0  0 

ist,  gleichviel   ob   m  und   n  voneinander  verschieden   sind 
oder  nicht, 

2n  2ft 

(22.)  a„  =  -  lf(x)  cos{nx)dx ,     6«  =  -  lf{x)  8m{nx)dx . 
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Dies  gibt  den  Satz:  In  jeder  trigonometrischen  Reihe 

f{x)  =  ioo  +  2  [«»cos(wa:)  +  6«  8in(na:)] , 

wdche  in   dem    Intervalle    von  0    bis    2jt   gleichmäßig   kmi- 
vergent  ist,  haben  die  Koeffizienten  an  und  hn  die   Werte 

2a  2n 

an^^  lf(x)  cos{nx)dx,     6«  =  -  jfix)  sm{nx)dx. 


2n 


§  64. 

Übungs -Beispiele. 

Die  vorstehenden  Angaben  bleiben  auch  dann  noch 
richtig,  wenn  die  Kurve  y  =  f{x)  aus  verschiedenen  gerad- 
linigen oder  krummlinigen  Stücken  zusammengesetzt  ist, 
wie  die  hier  folgenden  Beispiele  zeigen  mögen. 

Aufgabe  1.    Es  sei  (Fig.  105) 

i  y=  -^  c    für     2xjt  ^x  ^{2x  +  l)ji , 
^^"^        [y  =  —  c     für     {2x  +  l)jt  ^x^{2x  +  2)jt, 
wobei  die  Zahl  x  alle  ganzzahligen  Werte  annehmen  darf. 

Fig.  105. 
Y 

\F  J[ \K  2lr 


T 


Auflösung.     Hier  ist,  wenn  man  x  —  jt  =  t  setzt, 

2tt  n  2n  n  n 

(2.)      ao  =  ^[f{x)dx  =  -J^  fdx  —  fdx\  =  ^^ 

2m  n  2n 

(3.)     a„  =  -  \f{x)  cos{nx)dx  =  -    jcos{nx)dx  —  /cos  {nx)  dx  • 

0  0  n 
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Nun  ist 

cos(nx)  =  cos{nt  +  w.t)  =  cos(w/)cos(njr)  —  sin(nf)8m{ti: 
=  {—l)''cos{nt), 

folglicli  wird 

n  n 

(4.)     a„  =  -     lcos{nx)dx  —  ( —  1)^ /cos(w<)df 

0  0 

n 

:=  -   1  —  ( —  1)«    jcos{nx)dx 

Ü 

=  "  Tl  —  (—  1)A  -  Isininjt)  —  sinol  =  0. 
Ferner  wird 

n  2n 

(5.)  ft«  =  -     lsm(vx)dx  —  jsm{nx)äx  . 

Dabei  ist 
sin(na!:)  =  sin(nf  +  n:it)  =  sin{nt)cos{njt)  +  cos(n/)  sin() 
=  (—  l)'*sin(wO, 
also 

n  n 

(6.)     hn  =  -  \  Um{nx)dx  —  (—  l)''/sin(w^)dn 

0  u 

n 

=  ^-  fl  —  (—  1)"  1  Lm{nx)dx 

0 

folglicli  ist 

(7.)      &2«  =  0,    6.«+i  =  (2« +T).T  (1  +  ^)  =  (2ir+l)^  • 
Dies  gibt 

(8.)       f{x)  =  ^  [sina;  +  ^-  sin {Sx)  +  ^  sin(5x)  +  •••!• 
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Aufgabe  2.   Es  sei  die  Kurve  (vergl.  Fig.  106)  zusammen- 
gesetzt aus  den  geraden  Linien 


(9.) 


y  =1  -\-  mx 


für  -2     ^^^  +  2' 


y=  —  ni{x  —  Jt)  für  +  2  ^x^  +-^-j 
y=  +  mix  —  2jt)  für  + -^  ^  x  ^  + -^  j 
y=  —  ni{x  —  3jt)  für   +-^^x^  +-^j 


Fig.  106. 


Auflösung.    Hier  ist 


Sa 


2  2  2/1 

(10.)     oo  =  —     Ixdx  —  j{x  —  Jt)dx  +  jix  —  2x)dx  , 


oder,  wenn  man 
setsst, 


X  —  jt  =  t     X  —  2jt  =  u 


+ö 


+1^  +"2 


(11.)   «0=  -  -    l^dx  —  Ifdt  +  ludu  =  —     l^dx  —  Ixdx  h=  0 . 


Femer  wird 


3^ 
2 


(12.)  ttn  =  —\  lxcos(nx)dx  —  /(x  —  j€)cos{nx)dx 

0  n 

2/1 

+  /(x  —  2jt)cos{nx)dx   , 
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Dabei  ist 

cos{nx)  =  co8{nt  +  nx)  =  cos(wf)cos(n^)  —  sin(n#)sin(n;r) 

=  (—  l)*cos(nO, 
cos(nx)  =  co8(nM  +  2njr)  =  cos(nu) , 

folglicli  wird 


^f 


(13.)  a„  =  -    jxcos{nx)dx — ( — iy*ltco8{nt)dt  +  jucos{nu)dH 

0  H  n 


+f 


=  —   1  —  ( —  1)*    jx  cos{nx)dx 

n 

M 

=  ^  [l  -  (-  1)"]  •  [l  sm(nx)  +  ^3  co8(na;)]    '=  0. 
Dagegen  wird 

2  2 

( 14.)  6„  =  —    jxsm{nx)dx  —  j{x  —  ji)sin{nx)dx 

2 

h  kx  —  2jt)sm{nx)dxl 


2jv 

+j 

3ji 


Dabei  ist 

sm{nx)  =  sm{nt  +  nji)  =  8in{nt)co8(nx)  +  cos(wf)8in(njr) 

=  (—  l)«sin(/20, 
sin(wx)  =  sin(nM  +  2njt)  =  sin(wM), 
also 
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2  ^2  0 

(15.)   6^  =  —     jxsin{nx)dx — ( — iy*jt8in{nt)dt  +  /usin(nw)dM 


+  2- 

=  —  1  —  ( —  1)"    jxsin{nx)dx 


folglicli  wird 

(16.)       62«  =  ^  (1  -  1)  [-  ^  cos((ur)  +  ^2  sin((ur)]  =  0, 

(17.)    Wi  =  --V(2^T^rT)2sm(-^     .r). 
Dies  gibt 

(18.)  61  =  +  -  .   ^=-^-9'  *^=  +  3r-25'"- 

also 

4iw  r  1  1 

(19.)  f{x)  =  —  sinx  —  -  sin(3x)  +  ^^r  sin(5Ä;) 

—  49  sin(7x) +  ...]. 


§  65. 

Berechnung  bestimmter  Integrale  bei  Anwendung 
mehrdeutiger  Substitutionen. 

Führt  man  in  ein  bestimmtes  Integraiy^(a;)dÄ;  durch  die 

Substitution 

(1.)  y  =  vix) 

öine  neue  Integrations -Veränderliche  y  ein,   so   muß  man 
ÄUch  die  Integrationsgrenzen  ändern,  und  zwar  ist  in  dem 
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*■ 

vorliegenden  Falle  die  untere  Grenze  g^{a)  und  die  obere 
g){b).  Bei  der  Ausrechnung  ist  aber  noch  besondere  Vor- 
sicht erforderlich,  wenn  die  Gleichung  (1.)  inbezug  auf  x 
mehrdeutig  ist  Ein  einfaches  Beispiel  möge  zeigen,  wie 
bei  solchen  mehrdeutigen  Substitutionen  leicht  Fehler  ent- 
stehen. 
Es  ist 

7 

(2.)         /{a^  —  6x+  13)dx  =  [^0^  —  3x^+  13x]^=  48. 

Wendet  man  dagegen  die  Substitution 
(3.)  2y  =  x^  —  6x+13 

an,  so  wird  i/  =  4  für  x=  1  und  y  =  10  für  x  =  7.    Da 
nun 

(4.)        x  =  3±Y^^^Ä,    also    dx=±--^=:=^ 

y2y  — 4 

ist,  so  wird  man  geneigt  sein,  entweder 


1 


10 


(5.) 


'  ^ydy 


_/(a.-G.  +  W.=  +_/    i 


oder 


10 


(6.)  ß^-e.+  lS)ä.  =  -ß^. 

ZU  setzen.     Tatsächlich  sind  aber  die  Gleichungen  (5.)  und 
(6.)  beide  unrichtig,  wie  man  schon  daraus  erkennt,  daß 

10 

80 

Y2y 


ist,  während  das  gesuchte  Integral  nach  Gleichung  (2.)  den 
Wert  48  hat. 

Zur  Lösung  des  Widerspruches  beachte  man,  daß  nach 
Gleichung  (4.)  zu  jedem  Werte  von  y  zwei  Werte  von  x 
gehören,  von  denen  der  eine,  nämlich 

(8.)  x  =  3  +  y%^4, 

immer  größer  als  3  ist,  während  der  andere,  nämlich 
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(9.)  x  =  3-y2y~^^A, 

immer  kleiner  als  3  ist.  Diesen  beiden  verschiedenen  Werten 
von  X,  welche  zu  demselben  Werte  von  y  gehören,  ent- 
sprechen die  beiden  verschiedenen  Werte  von  dx^  und  zwar 
erkennt  man  aus  den  Gleichungen  (4.),  daß  den  Werten 
von  Xj  welche  größer  als  3  sind, 

(10.)  dx=+  -    ^^--^ 

^V2y-i 

zugeordnet  werden  muß,  während  den  Werten  von  x,  welche 
kleiner  als  3  sind,  der  Wert 

(11.)  dx=---^= 

K2y-4 

entspricht.  Dieses  Verhalten  muß  bei  der  Umformung  des 
gesuchten  Integrals  berücksichtigt  werden,  weil  der  Wert 
x  =  3  ztvischen  den  Grenzen  1  und  7  liegt.  Es  kommen 
deshalb  bei  der  Berechnung  des  gesuchten  Integrals  Werte 
von  X  vor,  welche  kleiner  als  3  sind,  und  außerdem  auch 
solche,  welche  größer  als  3  sind,  so  daß  man  nicht  durch- 
weg denselben  Wert  von  dx  benutzen  darf.  Man  muß  viel- 
mehr das  gesuchte  Integral  in  zwei  andere  Integrale  zer- 
legen, indem  man 

7  3  7 

(12.)  /{a?  —  6x+  13)dx  =/{x^  —  6x+  13)dx  +/{x^—  6x+  13)dx 

1  1  3 

setzt.  Bei  dem  ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  ist  x  ^  3,   folglich  muß  man  bei  diesem 

setzen.  Bei  dem  zweiten  Integrale  ist  a;&3,  folglich  muß 
man  dabei 

V2t/-4 
setzen.    Da  nun  noch  y=2  wird  für  x  =  3,  so  erhält  man 


1  4  2 


4 
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10 


(14.)  fcc^  -6x+  lS)dx  =  +/^^  • 

Durcli  Addition  dieser  beiden  Q-leicliungen  ergibt  sich 

7  4  10 

(15.)       /fx^  -  6x  +  lS)dx  =  AM^L  +  f-^=. 

Nun  ist  nach  den  Ausführungen  in  §  52 

(16.)tt''L.  =  Um/-Ä= 
Jy2y  —  4:      a=^J  V2«— 4 

■1  1  09 

=  ilbit(23/  +  8)r2y-4];^^=^[(2y  +  8)V^-4]^=^, 

10  10 

/V2y-4      <i^yV^-4 
man  erhält  also  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (2.) 


(18.) 


i 

ß^ 


6«+13)*t=^  +  ii?  =  48. 


Um   die   vorstehende   Untersuchung   auf  graphischem 
Wege  zu  veranschaulichen,  sei  in  Figur  107  die  Kurve  ge- 
Fig.  107.  zeichnet,    welche   der  Substi- 

tutions-  Gleichung 

(19.)    2y  =  aP-  6x+13 

entspricht.  Für  alle  Werte 
von  X,  welche  kleiner  als  3 
sind,  fälM  die  Kurve,  folglich 

ist  3^  für  diese  Werte  von  x 
dx 

negativ.     Für  alle  Werte  von 

X  dagegen,  welche  größer  als 

'^     3  sind,  steigt  die  Kurve,  folg- 
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lieh  ist   -^  für  diese  Werte  von  x  positiv.     Deshalb   darf 

man  nicht  in  dem  ganzen  Intervalle  von  x  =  l  bis  x  =  7 
die  Größe 

mit  demselben  Vorzeichen  nehmen;  es  gilt  vielmehr  für 
alle  Werte  von  x=l  bis  x  =  3  das  untere  Zeichen  und  für 
alle  Werte  von  x  =  3  bis  x  =  7  das  obere  Zeichen. 

Aus  Figur  107  erkennt  man  auch  leicht,  weshalb  die 
Gleichungen  (5.)  und  (6.)  fehlerhaft  sind. 

Das  gesuchte  Integral  gibt  nämlich  den  doppelten 
Flächeninhalt  der  Figur  ÄiBiBÄ,  also 

7  7 

(20.)  2ÄiBiBÄ  =  2/ydx  =/{a^  —  6x  +  13)dx, 

1  1 

während 

10  7  7 

(21.)        I^y^y     =  2Jydx  =f{aP  —  6x  +  13)dx  =  2CiBiBC 

4  5  6 

nnd 

10  -1 

(22.)  -f-^=  =  2fydx 


-m-f 


+1 

=  —  j{a^  —  6x+  13)dx  =  —  2DiÄiÄD 
—1 
sein  würde.    Die  doppelte  Fläche  A\BiBA  erhält  man  aus 
2ydy 


h 


, nur  dadurch ,    daß  man  y  von    A\A  =^  4    bis 

V2y-4. 

TiT  =  2  abnehmen  und  dann  von  TiT  =  2  bis  BiB  =  10 

zunehmen  läßt. 

Um  den   allgemeinen  Fall  zu  behandeln,   nehme   man 

ö 
an,  daß  in  dem  Integral  Jf[g>{x)]dx  statt  der  Integrations- 

a 

Veränderlichen  x  durch  die  Gleichung 
(23.)  y  =  9<x) 
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Fig.  108. 


die  neue  Integrations- Veränderliche  y  substituiert  werde. 
Ist  nun   die  Kurve,  welche  der  Gleichung  (23.)  entspricht, 
durch  die  Figur  108  dargestellt,    so  hat  y  zwischen  den 
Grenzen  a  und  h  für 
(24)        x  =  g=OGi,    x  =  h=OHu    x  =  k=OKi 

Maxima  bezw.  Minima. 
Es  werden  also  zwi- 
schen den  Grenzen 
x  =  g  und  x  =  h  die- 
jenigen Werte  von  y, 
welche  zwischen  den 
Grenzen  x  =  a  =OAi 
und  x=g  vorkommen, 
wenigstens  teilweise 
wiederkehren.  Eben- 
so werden  zwischen  den  Grenzen  x=^h  und  x  =  fc  die- 
jenigen Werte,  welche  zwischen  den  Grenzen  x^=g  und 
x  =  k  vorkommen,  wenigstens  teilweise  wiederkehren.  Usw. 
Es  haben  z.  B.  die  4  Punkte  D,  E,  F  und  J,  welche  in 
den  4  voneinander  unterschiedenen  Intervallen  liegen, 
gleiche  Ordinaten  y,  obgleich  die  zugehörigen  Abszissen  x 
voneinander  verschieden  sind;  d.h.  die  Gleichung  (23.)  hat, 
wenn  man  sie  nach  x  auflöst,  füi*  den  betrachteten  Wert 
von  y  mehrere  Wui-zeln.  In  Figur  108  ist  z.  B.  die  Zahl 
dieser  Wurzeln  gleich  4.  Bezeichnet  man  diese  Wurzeln 
mit  wi{y),  wiy),  wsiy),  w^iy),  ist  also 

(25.)  x  =  wi{y)  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und  x  =  gj 

(26.)  x  =  W2(y)        „            ,,  „         x  =  g    ,,     x  =  h, 

(27.)  x  =  W3{y)        „             „  „         x  =  }f     „      x  =  k, 

(28.)  x  =  W4{y)         „             „  „         x  =  k    ,,     x  =  b, 

so  muß  man  dem  entsprechend  das  gesuchte  Integral  in  4 
Integrale  zerlegen,  indem  man 

(29.)  /f[v{x)]rfx  =/f[f{x)\dx  +ffW{x)]dx 


+/f[,f{x)]dx  +ff[ffix)]dx 
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setzt.  Dadurch  erhält  man  nach  Einführung  der  neuen 
Integrations-Veränderhchen  y 

g  ^) 

(30.)  ff[(p{x)]dx  =  ff{y) .  wy!{y)dy,  [nach  Gl.  (25.)] 

a  9»(a) 

(31.)  /f[gix)]dx  =  ff{y) .  W2\y)dy,  [nach  Gl.  (2«.)] 

ff  9{ff) 

(32.)  Jf\<p{x)\dx  =--  jf{y) .  wsiy)dy,  [nach  Gl.  (27.)] 

b  vifi) 

(33.)  Jf[<fix)]dx  =  Jf{y) .  W4![y)dy',  [nach  Gl.  (28.)] 

das  gesuchte  Integral  wird  daher 

b  tp{ff)  ip{A) 

(34.)  ffW{x)]dx  =/f{y) .  w,'(y)dy  +  /f{y) .  W2'{y)dy 

+  /f{y) .  m'(y)dy  +  /Ay) .  w,'{y)dy, 

Beispiel.     Macht  man  bei  der  Rektifikation  der  Astroide 

(35.)  X  =  acos^,    y  =  asinH 

(vergl.  Fig.  77   bei  Aufgabe  6  in  §  27)  den  Punkt  Ä  mit 

den  Koordinaten    x  =  a,  y  =  0   zum   Anfangspunkte    des 

Bogens,  so  wächst  der  Bogen  gleichzeitig  mit  t^  und  man 

erhält  den  ganzen  Umfang  der  Astroide,  wenn  t  alle  Werte 

von  0  bis  2jr  durchläuft.     Deshalb  haben  ds  und  dt  in  dem 

ganzen  Intervall  gleiches  Zeichen.     Aus  den  Gleichungen 

(36.)         dx  =  —  da  cos^f  sin  tdt,     dy  =  3a  sin^t  cos  t  dt , 

(37.)  ds^  =  da^sin^t  cos^tdt^ 

folgt  daher 

(38.)         ds  =  +  3asmt  cost  dt  =  +  Sasinf  d(sin<), 

ds 
wobei  das  Zeichen  so  zu  wählen  ist,  daß  -7-  positiv  wird. 

Um  den  ganzen  Umfang  zu  berechnen,  muß  man  deshalb 
das  Intervall  von  0  bis  2:t  in  vier  gleiche  Teile  zerlegen 
und  muß  in  jedem   dieser  Teile  abwechselnd  das  positive 
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und  das  negative  Vorzeiclien  nehmen.     Dadurch  erhält  man 
für  den  ganzen  Umfang 

71 

2  n 

(39.)  U=  +  Sajsin  t  cos  t  dt  —  3a/sin  t  cos  t  dt 

0  «. 

2 

SM 

2  2m 

+  Sajsintcostdt  —  Sajsmtcoatdt^ 


oder 


2 


SM 

X     3a  r 


(40.)    U  =  3|[sin2^]J- 3| [sin2f]^+  ^[sinHl-^[smH]l^ 

2  2 

=  Y(l-0)-|(0-l)  +  |(l-0)-^(0-l)  =  6a, 


§  66. 

Messungsmethoden  zur  Berechnung  bestimmter 
Integrale. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  191  und  192.) 
Soll  der  Flächeninhalt  F  =  A\BiBA  einer  ebenen  Figur 
berechnet  werden,  welche  oben  wieder  durch  den  Kurven- 
bogen AB  (Fig.  109)  mit  der  Gleichung 

(1.)  y  =  f{x), 
unten  von  der  JT-Achse, 
links  und  rechts  von  den 
Ordinaten  x=^  a  und 
x  =  b  begrenzt  wird,  so 
kann  man 

ö 

(2.)  F=ÄiBiBÄ=/f(x)dx 


Fig.  109. 


finden.     Man  braucht  dann  die  Funktion 
(3.)  F{x)  =Jf{x)dx 


näherungsweise         auch 
dui'ch  lineare  Messungen 
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-  gar  nicht  zu  bestiminen ,  ja  es  braucht  nicht  einmal  die 
Funktion  y  =  f{x)  bekannt  zu  sein. 

Teilt  man  nämlich  die  Strecke  AiBi  in  n  gleiche  Teile 
A  und  legt  durch  .die  Teilpunkte  Parallele  zur  F- Achse,  so 
wird  die  Figur  in  n  schmale  Streifen  zerlegt.  Diese  Streifen 
kann  man  näherungsweise  als  Paralleltrapeze  betrachten, 
indem  man  die  einzelnen  Kurvenbogen  durch  gerade  Linien 
ersetzt.     Dies  gibt,  wenn  man 

(i)       m  =  yo,    na  +  h)  =  yu    f{a  +  2h)  =  y2,. , . 
f{a  +  nh)  =  m  =  yn 


(5.)     ^CiC^  =  |(yo  +  yi),     CiD.DC  =^{y,  + y^), 

D,E,ED  =  I  (^2  +  ya), . . .  NiB.BN  =  |  {y^-i  +  yn) , 

also 

*  h 

(6.)    AyB.BA  =Jf{x)dx  =  ^  (y.)  +  2yi+ 2^2  +  ••  •  +  2y«_,  +  y„) 

=  I  [/■(«)  +  2/-(a  +  A)  +  2f{a  +  27/)  + . . .  +  2/'(6  -  Ä)  +  /-(J)] . 

Je  größer  die  Anzahl  n  der  Streifen  wird,  um  so  ge- 
nauer wird  das  Resultat;  wächst  n  ins  Unendliche,  so  wird 
der  gefundene  Ausdruck  dem  gesuchten  Integral  bezw.  dem 
gesuchten  Flächeninhalt  sogar  genau  gleich. 


Beispiel. 

Es  ist 

1 

0 

Für  n  =  8,  h  =  ^  wird  in  diesem  Falle 
o 


- 16  h + ^<g) + O + ■  ■  ■ + O + «"]  • 


oder,  da  /"(x)  =  ^,^  ist, 

Kiepert,  Iste^Tai-^BMAziaii^.  2^ 
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4V   "^  65  "•■  68  "^  73  ^ 


128      128      128      128     1\. 


80 


=  1+32       8 


4    '   65 

Nun  ist 


+  32  +  2       32       8 


17   '  73 


89  '  25 


89 

+ 


100 

32.  ,1 
113  "*"  8  ■ 


113  '  2) 


1:4      =  0,25 
32  :  65    =  0,492  307  69 
8:17    =-0,470  588  24 
32  :  73    =  0,438  356  16 

2:5      =0,4 
32  :  89    =  0,359  550  56 
8  :  25    =  0,32 
32  :  113  =  0,283  185  84 
1:8      =  0,125: 
folglich  erhält  man  näherungsweise 

X  =  3,138  988  49. 
Der  gefundene  Wert  ist  also  um  0,002  60416  Ideiner 
als  der  wahre  Wert  der  Zahl 

jr  =  3,141  592  65. 

Bei  dem  angegebenen  Verfahren  ist  an  die  Stelle  des 
Kurvenbogens  AB  ein  der  Kurve  einbeschriebenes  Polygon 
getreten.  Man  kann  mit  gleichem  Rechte  auch  ein  der 
Kurve  umschriebenes  Polygon  in  Betracht  ziehen,  indem 
man  in  den  Punkten  C,  E,  O,...  (Fig.  109)  an  die  Kurve 
Tangenten  legt  und  z.  B.  die  beiden  Streifen  ÄiCiCA  und 
CiDiDC  durch  das  Paralleltrapez  ÄiDiiyA'  (Fig.  110)  er- 
setzt.    Dabei  wird 

(8.)  AiA'  +  Diiy  =  2CiC='2f{a+h]. 

also 

(9.)    AiDiI>A'  =  2h  .  f{a  +  h) . 

Ebenso  findet  man  für  die  bei- 
den folgenden  Streifen  den  Nähe- 
rungswert 

(10.)  2/j .  f{a  +  Sh), 

usw. 


Fig.  110. 
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Unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Anzahl  der  Streifen 
jae  gerade  ist  —  sie  heiße  jetzt  2n  — ,  findet  man  daher 
ir  den  Flächeninhalt  der  ganzen  Figur  den  Näherungswert 

LI.)      F  =  2h[f{a  +  Ä)  +  A^  +  3Ä)  +  . . .  +  ah  -  h)] 

=  2Ä(t/i  +  ^3  +  2/5  H h  yin-l), 

ro  wieder 

f{a  +  h)  =  y,,     f{a  +  3h)^ys,     f{a +  bh)  =  y^,, . , 

f[a  +  (9n  -  l)h]  =  ah  -  h)  -  y2n-i 
;esetzt  ist. 

Zu  bemerken  ist  dabei,  daß  die  Tangenten  in  den 
^unkten  C  und  E  (Fig.  109)  die  Ordinate  DiD  im  allge- 
leinen  nicht  genau  in  demselben  Punkte  D*  treffen  wer- 
en,  so  daß  die  Figur,  deren  Flächeninhalt  durch  Gleichung 
11.)  berechnet  worden  ist,  von  dem  umschriebenen  Polygon 
ich  um  eine  kleine  Größe  unterscheidet. 

Beispiel. 

Es  möge  auch  diese  letzte  Formel  auf  die  Berechnung 
)r  Zahl  Jt  angewendet  werden,  wenn  man  wieder  von 
leichung  (7.)  ausgeht.  In  diesem  Falle  sei  die  Anzahl  der 
reifen 

2n  =  16,     also     ä  =  tt»? 
Ib 

nn  wird 

f=/;f?=8-Kä)+<ä)+-+0]' 

_"^      128128  ,128128128128      128 
^  ~  257  "*"  265  "*■  281  '''  305  ■*■  337  +  377  '^  425  +  48l" 


Nun  ist 


128:257  =  0,498054  47 
128  :  265  =  0,483  018  87 
128  :  281  =  0,455  516  Ol 
128  :  305  =  0,419  672  13 
128  :  337  =  0,379  821  96 
12» :  377  =  0,339  522  55 
128  :  425  =  0,301  176  47 
128:481  =  0,266112  27; 


23* 
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folglich  erhält  man  näherungsweise 

jt  =  3,142  894  73. 

Der  gefundene  Wert  ist  also  um  0,001 302  08  ffrößer 
als  der  wahre  Wert  der  Zahl 

:t  =  3,141  592  65. 

Der  Fehler  ist   in  diesem  Falle  etwa  hali  so  groß  wie 
bei  der  vorhergehenden  Methode. 

Diese  zweite  Methode  wird  auch  bei  anderen  Anwen- 
dungen in  der  Eegel  genauere  Resultate  liefern  als  die  erste, 
ohne  daß  man  mehr  einzelne  Glieder  zu  berechnen  braucht, 
weil  sich  einer  Kurve  die  Tangenten  im  allgemeinen  enger 
anschmiegen  als  die  Sehnen.  Von  diesem  Umstände  wird 
in  dem  folgenden  Paragraphen  Vorteil  gezogen  werden. 

§  67. 

Simpsonsche  Regel. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  193  und  194.) 

Es  möge  wieder  eine  Figur  begrenzt  sein   oben  durch 
den  Kui'venbogen  AB  mit  der  Gleichung 

(1.)  y  =  m, 

imten  dui*ch  die  X-Achse,  links  und  rechts  durch  die  Ordi- 
naten  x  =  a  und  x  =  b  (vergl.  Figur  109);  die  Strecke  ÄiBi 
sei   in  2w   gleiche  Teile   von    der  Länge  Ä,  und   die  Figur 

selbst    sei    durch    die   Ordinaten   yi,  y-z,  ys ^2«— i    in    2n 

Streifen  zerlegt.  Vereinigt  man  zunächst  je  2  benachbarte 
Streifen,  so  daß  man  tatsächlich  nur  noch  n  Doppelstreifen 
hat,  und  ersetzt  die  begrenzenden  Kurvenbogen  durch  die 
zugehöligen  Sehnen,  so  findet  .man  aus  Formel  Nr.  191  der 
Tabelle  für  den  gesuchten  Flächeninhalt,  indem  man  h  mit 
2h  vertauscht,  den  angenäherten  Wert 

(2.)  i^i  =Ä[/(a)+2/'(a+2A)+2/'(a+4A)+...  +  2/i;6-2A)+/-(6)]. 

Ersetzt  man  dagegen  bei  den  Doppifelstreifen  die  Kurven- 
bogen bezw.  durch  die  Tangenten,  welche  in  den  End- 
punkton  der   Ordinaten    yi,  7/3,  t/5, . . .  t/2«-i   an    die    Kurve 
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gelegt  sind,  so  erhält  man  nach  Formel  Nr.  192  der  Tabelle 
den  angenäherten  Wert 

(ß.)  F2  =  2h[f{a  +  h)  +  f{a  +  3h)  +  f{a  +  bh)  +  ^^^+f{b-h)]. 
Ist  der  begrenzende  Korvenbogen  AB  zwischen  A  und 
B   nach    oben   konvex,    so  ist  Fi  kleiner   als  der  gesuchte 
Flächeninhalt 

(4.)  F  ==/f{x)dx, 

a 

\  und  F2  ist  größer  als  F\  es  ist  also 
fö.)  Fi<F<F2. 

Ist  dagegen  der  begrenzende  Kurvenbogen  AB  zwischen 
I  Ä  und  B  nach  oben  konkav,  so  wird 

(6.)  Fi>F>F2. 

In  beiden  Fällen  ist  F  ein  Mittelwert  zwischen  Fi  und 
F2,  so  daß  die  Größe  v,  welche  durch  die  Q-leichung 

F—Fa 

erklärt  wird,  immer  positiv  ist,  und  zwar  wird  v  für  hin- 
reichend große  Werte  von  n  in  der  Regel  größer  als  1  sein, 
weil  sich  die  Tangenten  enger  an  die  Kurve  anschmiegen 
als  die  Sehnen.     Aus  Q-leichung  (7.)  ergibt  sich  sodann 

[8.)  ^  =  ^1^?- 

Bei  der  angenäherten  Berechnung  der  Zahl  jr  im  vor- 
hergehenden Paragraphen  war  z.  B.  F  —  Fi  etwa  doppelt 
so  groß  wie  F2  —  F.  Setzt  man  daher  in  den  Gleichungen 
(7.)  und  (8.)  i;  =  2 ,  so  erhält  man  durch  die  Formel 

.Qx  J^i  +  VF2  _Fi  +  2F2 

^^  1  +  v     ~         3 

eine   noch  stärkere   Annäherung  an  den  wirklichen  Wert 

des  bestimmten  Integrals.     Dies  gibt,  wenn  man  die  Werte 

von  Fl  und  ^2  in  Gleichung  (9.)  einsetzt, 

[10.)  F^^ [f(a)+if{a+h)+2f{a+2h)+4:fia+Sh)+2f{a+4h) 

4. ...  +  2A6-2Ä)  +  if{b-h)  +  f{b)], 
[>der 
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(11.)  F=  ^{yo+4yi+2y2+iy»+2y4-\ h2y2,_2+4y2«-i+Jfe.). 

Für  die  Zahl  Jt  erhält  man  daher  unter  Benntznng  der 
im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Resultate 

ji  =  l  (3,138  988  49  +  6,285  789  46)  =  3,141  592  65. 
o 

Der  gefundene  Wert   stimmt  also  bis   auf  8  Dezimal- 
stellen genau  mit  dem  wahren  Werte  von  jc  üborein. 

Die  in  den  Gleichungen  (10.)  und  (11.)  enthaltene 
Formel,  welche  unter  dem  Namen  „Simpson sehe  Regel" 
bekannt  ist,  gibt  nicht  nur  für  die  Berechnung  der  Zahl  x 
sehr  genaue  Werte,  sondern  auch  für  die  Berechnung  von 
anderen  bestimmten  Integralen,  wenn  man  nur  die  Zahl  n 
groß  genug  macht.  Bei  dem  ersten,  in  §  66  angewendeten 
Näherungsverfahren  wurde  die  begrenzende  Kurve  durch 
gerade  Lmien  mit  der  Gleichung 

y  =  ax  -{-h 
ersetzt,  wobei  die  Konstanten  a  und  6  so  bestimmt  werden 
können,  daß  jede  dieser  Geraden  durch  zwei  benachbarte 
Punkte  der  Kurve  hindurchgeht.  Auf  die  Simpsonsche 
Regel  dagegen  wird  man  geführt,  indem  man  bei  der  Be- 
rechnung der  Doppelstreifen  die  einzelnen  Kurvenbogen 
durch  passend  gewählte  Parabelbogen  ersetzt,  welche  sich 
der  Kurve  sehr  eng  anschließen.  Dies  geschieht  in  folgen- 
der Weise. 

Die  Gleichung 


Fig.  111. 


^2.)  '-^'-  t/^e=  (Mj2  ^bx  -{-  c 
stellt,  was  auch  die  konstanten  Koeffi- 
zienten a,  b,  c  sein  mögen,  eine  Pa- 
rabel dar,  deren  Achae.  asur  F- Achs© 
parallel  ist.  Über  die  Koeffiizitoten 
a,  b,  .c  kann  man  aoJöu.  so  verfügen, 
,{laß  die  Parabel  durch  die. drei  Punkte 
i,  C,  D  (Fig.  111)  mit  den  Koordi- 
naten ( —  A,  yo),  (0,  yi),  (-f  A,  ^2)  hindurchgeht,  indem  man 
die  Gleichungen 


.-./•A  Tiw 


+>l 
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Ij/o  =  cth^  —  bh  -\-  c^ 
yi  =  c, 
y-i  =  ah^  -{-hh  -\-  c 

befriedigt.     Daraus  ergibt  sich 

(14.)     a  =  2^(yo— 2yi  +  y2),     h  =  2^(— yo  +  2/2),     c  =  j/i, 
so  daß  Gleichung  (12.)  übergeht  in 

(15.)    y  =  2p  [(yo  —  2yi  +  y2)i^  +  ä(—  yo  +  y2)x  +  2k^yi]. 
Der  Flächeninhalt  der  Figur  AiDiDA  wird  daher 

(16.)  ÄiDiDÄ=^fydx 

—A 

=  2Ä2  1^^^  "  ^^^  +  ya)  3-  +Ä(— yo  +  y2)^  +  2A2yia:J 

=  pj(yo  — 2yi  +  y2)  3-  +  2Ä2yiÄJ  =  3  (yo  +  4t/i  +  y2). 

Da  bei  einer  beliebigen  Parallelverschiebung  der 
7- Achse  sich  weder  die  Länge  der  Ordinaten  yo,  yi,  y2, 
...yzn  noch  die  Größe  h  ändert,  so  kann  man  in  ähnlicher 
Weise  den  Flächeninhalt  der  sämtlichen  Doppel  streifen  (in 
Figur  109)  berechnen  und  findet  dafür  bezw. 

g(yo+4yi4-y2),  g(y2+4y3+y4),  '"^{y2n--2+^2f^i+y2n); 

dabei  hat  man  die  einzelnen  Kurvenbogen  durch  Parabel- 
bogen ersetzt,  welche  durch  je  3  aufeinander  folgende  Punkte 
der  begrenzenden  Kurve  AB  hindurchgehen.  Ftir  den 
Flächeninhalt  der  ganzen  Figur  erhält  man  dann  den  an- 
genäherten Wert 

(17.)  F=  g  (yo+4yi+2y2+4y3+2y4H h2yäi»-2+4y2«-i+y2«) , 

ein  Ausdruck,  welcher  mit  Gleichung  (11.),  d.  h.  mit  der 
5tmp«(m  sehen  Kegel  genau  übereinstimmt. 
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Um  sich  darüber  Rechenschaft  zu  geben,  wie  genau 
die  durch  Anwendung  der  Simpson  sehen  Regel  gefundenen 
Resultate  sind,  diene  die  folgende  Betrachtung.  Entwickelt 
man 

(18.)  I  {yo  +  4i/i  +  y2)  =  3-  [f{a)  +  if{a  +  h)  +  f{a  +  2Ä)] 

nach  steigenden  Potenzen  von  //,  so  erhält  man  durch  An- 
wendung der  TayZor  sehen  Reihe 

h  4Ji^ 

(19.)  -(yo  +  4yi  +  i/2)  =  2h.f{a)  +  2hKr(a)  +  -^  /•"(«)  + 

fr(«)+'AV<^)(a)+.... 

Anderseits  ist  nach  der  TayZor  sehen  R^ihe,  wenn  man 
die  Funktion  F{x)  durch  die  Gleichung 

F\x)  =  fix) 
erklärt, 

a+2A 

(20.)  /f{x)dx  =  F{a  +  2h)  —  F(a) 

folglich  wird 

7  ''+-^  75 

(21.)        ^  (yo  +  iyi  +  2/2)  -Jfix)dx  =  ^  /•(^)(a)  +  . . . . 

Man  erkennt  daraus,  daß  der  Unterschied  zwischen  dem 
Näherungswert,  den  die  Simpson  sehe  Regel  liefert,  und  dem 
wahren  Werte  des  Integrals  mit  h  zugleich  unendlich  klein 
wird  von  der  fünften  Ordnung. 

Für  n  Doppelstreifen  ist  daher  der  Unterschied  etwa 
n-mal  so  groß,  folglich  wird  der  gesamte  Fehler,  da 
2nh  =  6  —  a  ist,  gleich  einem  Mittelwerte  von  f^^^{x\  multi- 

Es  war  bei  Herleitung  der  Näherungsformeln  in  diesem 
und  dem  vorhergehenden  Paragraphen  bisher  die  Voraus- 
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Setzung  gemacht  worden,  daß  der  begrenzende  Kurvenbogen 
AB  über  der  X-Achse  liegt;  es  gelten  aber  noch  dieselben 
Schlüsse  auch  dann,  wenn  der  Bogen  AB  unter  der  X-Achse 
liegt,  es  wird  dann  aber  der  Wert  des  bestimmten  Inte- 
grals negativ.  Die  Formeln  bleiben  sogar  noch  richtig, 
wenn  die  Kurve  teilweise  über,  teilweise  unter  der  X-Achse 
liegt,  wie  aus  der  Zerlegung  des  bestimmten  Integrals  her- 
vorgeht 

Ebenso  ist  es  nicht  notwendig,  daß  der  Bogen  AB  in 
seiner  ganzen  Ausdehnung  nach  oben  konvex  oder  nach 
oben  konkav  ist.  Es  wird  aber  zweckmäßig  sein,  durch  die 
Ordinaten  der  Wendepunkte,  welche  zwischen  A  und  B 
möglicherweise  vorhanden  sind,  die  Figur  (bezw.  das  be- 
stimmte Integral)  zu  zerlegen. 

Das  Verfahren,  durch  welches  die  Simpson  sehe  Regel 
zuletzt  hergeleitet  worden  ist,  läßt  sich  noch  verallgemeinern, 
indem  man  die  Figur  in  in  Streifen  von  gleicher  Breite  h 
zerlegt  und  in  der  Gleichung 

(22.)  y  =  aa^  -f  «i^  +  «2^  +  ^a^  +  ^4 

die  5  konstanten  Koeffizienten  a,  ai,  02,  03,  a^  so  bestimmt, 

daß  die  neue  Kurve  mit  dem  Kurvenbogen  AB  (Fig.  109) 

5  aufeinander  folgende  Punkte,  z.  B.  die   5  Punkte  Ay  C, 

D,  E,  F y  gemeinschaftlich  hat.     Auf  diese  Weise   erhält 

man  eine  Kurve,   welche   sich  der  gegebenen  Kurve  längs 

des  Bogens  ACDEF  im  allgemeinen  noch  enger  anschließt. 

Deshalb    findet   man    dann  auch  bei   der  Berechnung  des 

Inhaltes  der  Fläche  AiFxFA  noch   genauere  Resultate  als 

durch  die  bisherigen  Methoden,  wenn   man  die  gegebene 

Kurve  durch  die  der  Gleichung  (22.)  entsprechende  ersetzt. 

Ahnlich  wie  bei  der  Si/wp^on  sehen  Regel  findet  man 

dann  für  den  Näherungswert  den  Ausdruck 

Ol. 

(23.)   -P  =  |5  [(7j/o  +  32yi  +  12^2  +  32^3  +  ly,) 

+  (7^4  +  32^5  +  12yG  +  322/7  +  ly^) 

+ 

+  (7j/4„_4  +  32y4,-3  +  12y4»-2  +  32y4„-i  +  ly^n)]- 
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Auch  hier  kann  man  sich  über  die  Genauigkeit  der 
gefundenen  Resultate  durch  die  Entwickelung  nach  der 
Taylor  sehen  Reihe  Rechenschaft  geben,  denn.es  ist 

Oh 

(24.)     Fi  =  ^  (7yo  +  32yi  +  12^2  +  32y3  +  lyt) 

=  II  [m<i)  +  32/-(a  +  h)  +  12f{a  +  2A) 

+  32/"(o  +  3Ä)  +  7fia  +  4Ä)1 

-  w(«) + sh'fx«) + ^-  n«) + ^  n») 

Anderseits  ist 

a+4A  a+4>l 

(25.)  //l[x)da:  =  JF*{x)dx  =  F{a  +  4A)  —  F{a) 

a  a 

^97^3  ^97j4 

=  \l,m  +  8;»Y'(«)  +  -^  fia)  +  ^  /-'"(a) 

+  -jg--  /•<%)  +  ^^  A^^)(«)  +  ^jg-  /X«\a)  -f- .  •  , 


folglich  wird 

(26.)  F,  -jf(x)dx  =  gl  ma)  + 


8A7 


Der  Unterschied  zwischen  dem  Näherungswerte  und 
dem  wahren  Werte  des  Integrals  wird  also  für  je  4  Streifen 
von  der  Breite  h  mit  h  zugleich  unendlich  klein  von  der 
siebenten  Ordnung. 

Für  alle  An  Streifen  wird  demnach  der  Unterschied 
etwa  w-mal  so  groß.     Der  gesamte  Fehler  wird  also,  da 

4n/i  =  6  —  a 
ist,  gleich  einem  Mittelwert  von  f^^\x)^  multipliziert  mit 

2(6  —  g);?« 
946 
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In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  die  einzelnen 
Teile  des  Knrvenbogens  AB  durch  Kurvenbogen  mit  der 
Gleichung 
(27.)  y  =  ax^  -f  aicc^'^-^  +  a^x^*^-'^  H \-  oim-xx  +  02« 

ersetzen,    welche    durch   je    2m  +  1    aufeinander   folgende 
Punkte  der  gegebenen  Kurve  hindurchgehen. 


Es  ist  dabei  noch  zu  bemerken,  daß  die  Genauigkeit 
im  allgemeinen  keine  wesentlich  größere  wird,  wenn  man 
die  Gleichung  (27.)  mit  der  Gleichung 
(2S.)    y  =  aa?'^-^^  -f  aiT?*^  +  a^'^-^  H h  a^^x  +  «2^+1 

Vortäuscht  und  die  2m +  2  Koeffizienten  a,  a\,  a^, . , ,  a2m+i 
so  bestimmt,  daß  die  entsprechende  Kurve  durch  2m  +  2 
^xifeinander  folgende  Punkte  der  gegebenen  Kurve  hin- 
diarchgeht.  Der  Grund  dafür  liegt  darin,  daß  bei  dem 
Lntegral 

(29.)  Jydx  =  [«2^-2  +  «i  ^ü^^r^  +  -  +  «2«.  2+«2«+i:cJ_ 

-Ar  * 

J2m+1  Ä2if»— 1 

2m+l 

der  Koeffizient  a  von  a?*»+i  in  dem  Endresultat  überhaupt 
nicht  mehr  vorkommt. 


§68. 

Übungs- Beispiele. 

Aufgabe  1    Man  soll  mit  Anwendung  der  Simpson  sehen 
Hegel 

(1,  lB2./f 

1 
berechnen. 

Auflösung.     Es  sei  2w  =  12,  also  h  =  j^i  dann  wird 
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(2.)ln2  =  3lg[,(l)  +  4/(§  +  2/(^)+...4-4/(D+r(2)] 


=  U}  + 


48  24  48  24  48  24  48  24 
13  + 14  "^  15  "^  16  "^  17  "'"  18  ■*"  19  "*"  20 

48  24  48  1^ 
^21^22^23^"' 


Nun  ist 


1  :  36  =  0,027  777  78 
4  :  39  =  0,102  564  10 
2:42  =  0,047  61905 
4:45  =  0,08888889 
2:48  =  0,041666  67 
4:51  =0,078  43137     • 

2  :  54  =  0,037  037  04 
4:57  =  0,070175  44 
2  :  60  =  0,033  333  33 
4  :  63  =  0,063  492  06 
2  :  66  =  0,030  303  03 
4  :  69  =  0,057  971  Ol 
1  :72  =  0,013  88889; 

folglich  findet  man  für  ln2  den  Näherungswert  0,693  14866, 
der  sich  von  dem  wahren  Werte,  nämlich  von 

hi2  =  0,693  147  18 

nur  um  0,000  001  48  unterscheidet. 

2 

fdx 
Berechnet  man  ln2  =  /  —  nach  der  zweiten  Methode, 

J  ^ 

1 

also  nach  Formel  Nr.  194  der  Tabelle,  indem  man  wieder  12 
Intervalle  annimmt,  so  wird 

(3.)  4«  =  12,     Ä  =  ^2' 

also 
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2A 
(4.)       F  =  :^  (7yo  +  32yi  +  12^2  +  321/3  +  14^4  +  32^6 

+  12y6  +  32y7  +  14^8  +  32^»  +  12yio  +  32yn  +  7yi2) 
_J^/        384      144      384      168      384      144 
~  270V  "^  13  "^  14  "•"  15  +  16  "f"  17  ■•"  18 

384168,384144      3847\ 
"^  19  "•■  20  "^  21  ■*"  "22  "^  23  "•■  2/ 

Nun  ist 

7=7 

384  :  13  =  29,538  461 538  5 

144:14=  10,285  714  285  7 

384  :  15  =  25,6 

168  :  16  =  10,5 

384  :  17  =  22,588  235  294 1 

144  :  18  =  8 

384  :  19  =  20,210  526  315  8 

168  :  20  =  8,4 

384  :  21  =  18,285  714  285  7 

144  :  22  =    6,545  454  545  5 

384  :  23  :^  16,695  652  173  9 
7:2=    3,5: 
folglich  erhält  man  für  ]n2  den  Näherungswert 
(5.)  F  =  187,149  758  439  2  :  270 

=      0,693147  253  5, 
der  sich  von 

ln2  =  0,693147  180  6 
nur  um 

(6.)  F  — In  2  =  0,000  000  072  9 

unterscheidet. 

Aufgabe  2.     Mau  soll  die  Zahl  x  durch  Anwendung  der 
Simpson  sehen  Regel  aus  der  Gleichung 

/-x  I       dx  ,  .        ,0,5        jt 

({.)  I -    =  arcsina;     =  . 

berechnen. 


(» 
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16 


Auflösung.    Füi-  2n  =  8,   also  ^  =  j3  erhält  man 


64     ,     32     .     64     .     32     .     64 


8\  ^  V255 


55      y252      V247      V240     1^231 

1/220      1/207      yi92> 
oder 

.Q^       ,       1    ,   VT632Ö    ,  1/28  ,  Vlbm    ,   VIS 
(9.)      ^  =  8  +  ~255~  +  "2r  +  ~2ir"+  15" 


Vi4784       1/22Ö      1/1472      V^ 

■^      231      "*"    55    "*"     69     ■•■  12  ■ 

Nun  ist 

1:8  =  0,125 

1/16320  :  255  =  0,500  979  43 
1/28  :    21  =  0,251  976  31 
1/15808  :  247  =  0,509  027  81 
1/15  :    15  ==  0,258  198  89 
YTiTSi  :  231  =  0,526  361  35 
1/2-iO:    55  =  0,269  679.95 
Vl4f2  :    69  =  0,556  038  44 
VS:    12  =  0,14433757; 
folglich   erhält   man    für   die   Zahl  x   den   Näherungsv 
3,141  599  75,  der  sich  von  dem  wahren  Werte,  nämlich 

jr  =  3,141  592  65, 
nur  um  die  Größe  0,000  007  10  unterscheidet. 

Aufgabe   3.     Von   einer  Ellipse   b-3^  +  ah/^  =  d-¥ 
den  Halbachsen  a  =  6,  6  =  4  soll  man  das  Flächenst 
Q1Q2P2P1    berechnen     (Fig.  112),    wenn    OQi  =  —  1 
OQ2  =  +  5  ist. 

Auflösung.     Aus  der  Gleichung  der  Ellipse  folgt 

(10.)  y  =  -  y^—i^  =  I VSii^^, 
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laß    man   für   den   ge- 
lten Flächeninhalt 


367 


—1 


Qt  Nach  der  Simpson- 
m  Regel  wird  daher  für 
=  12,  Ä  =  i 

)  Z' =  |- |(y35  +  4 >/35J5  + 2^36  +  41/3575 

-(-  2|/35  +  4 VWö  +  21/32  +  4V'2§;75 
+  2  V'iY  +  4  y23Jb  +  2 1/20  +  4  l^löJTä  +  T/fl). 
Nun  ist 

2^36  =  2.6      =12,0000000 
8|/35;75  =  >/2288  =  47,833  043  0 

31/35  =  1/315    =  17,748239  3 
41^33,75  =  Vö^    =  23,237  900  1 

2y32  =  Vi28    =  11,313  7085 
4l/29;75  =  1/476    =  21,817  424  2 

21/27  =  l/iÖ8    =  10,392  304  8 


41/23,75  =  1^380    =  19,493  588  7 

21/20  =  1/8Ö      =    8,944  271  9 

4yi5;75  =  1/252    =  15,874  507  9 

l/n      =    3,316  624  8; 
erhält  daher  für  F  den  Näherungswert 

191,971  613  2  :  9  =  21,330  179  24. 
Den  wahren  Wert  von  J^  findet  man  aus 

F  =  I /dx  l/36^r^  =  I  [I  ^36=^  +  18arcsin(|)]^ 

—1  ~^ 

=  I  (51/iT  +y35)  +  r2arcsin(|)—  12arcsin(— 1\ 
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Dabei  ist  (vergl.  Aufgabe  4  in  §  19) 
I  y  n  =    5,527  708 


iV35  = 
<5> 


1,972  027 


also 
(15.) 


3 
12arcsin(|)  =  11,821  327 

12arcsin(|)=    2,009  377, 


iJ'  =  21,330  439. 
Der    durch   die  Anwendung  der  Simpsanschen  Regd 
gefundene  Wert  ist  also  um  0,000  260  zu  klein. 

Aufgabe  4.     In  einer  Ellipse  (Fig.  113)  mit  der  Glei- 
chung 

(16.)  b^a?  +  aV  =  ä^*^ 
seien     die     beiden    Halb- 
achsen 
A  (17.)  a  =  10  und  6  =  6; 
man  soll    die  Länge  das 
Bogens    BP    bestimmen? 
wenn  OQ  gleich  8  ist. 


(18.) 


(19.) 


Aus  Gleichung  (16.)  folgt 


Auflösung 

dij  _  _  b^x     (ds^_  aV  +  b^x^  _    a^  —  (?3? 

dx  c?y  '   \dx)  ~"        a^ip'  a\a^  —  x^) 

In  dem  vorliegenden  Falle  ist  e  gleich  8,  also 

iÖ ÖÖÖ^  64^ 


6  =  BP 


■■M\ 


100(100  —  a^) 


Deshalb   erhält  man   durch  Anwendung  der  Simpsan- 
schen Regel  füi*  2h  =  8,  7t  =  1  ' 

/993G 


1/1    ,    ,l/993G   ,   01/9744   ,    .-,/! 
■6  {}  +  ^y9900  +  ^Ymö  +  ^Vi 


9424 
9100 


,,/^97G    ./S 
7  84Ö0  +  ^F7 


^  r  6400^  r  ö''^^ 


7500 


5100 


1/5904 
r  3600 


V 

3600/ 


§68. 
Nun  ist 
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4^9936 

2^9744 

41/9424: 

2|/8976 

4V840Ö 

21/7696: 


V99ÖÖ  = 
V96ÖÖ  = 


>^9100  = 

ysiöö  = 


1/48576 
1/3430336 


1/75ÖÖ  = 
V64ÖÖ  = 


41/6864  :  V^IÖÖ  = 

y59Ö4:l/36ÖÖ  = 

folglich  findet  man  für 
wert 

(21.) 


1  =  1,000000  00 

55  =  4,007  266  12 

10  =  2,014  944 17 

455  =  4,070  586  00 

70  =  2,067  434  57 

5  =  4,233  202  10 
10  =  2,193  171 22 
85  =  4,640  486  78 

5  =  1,280  62485; 


1/20944 

1/448 

1/481 

V155584 

1/41 

die  Bogenlänge  BP  den  Näherongs- 


8  =  25,507  715  81  :  3  =  8,502  571  94. 


(22.) 


Soll  der  Quadrant  der  Ellipse,  nämlich 

10 

2 


10 


10000  — 64arä 


100(100  —  x2) 


berechnet  werden,  so  würde  die  Rechnung  auf  Schwierig- 
keiten stoßen,  weil 


m  =  f- 


10000  —  64ar2 


100(100  —  x^ 

fiir  a;  =  10  unendlich  groß  wird.     Um  auch  in  diesem  Falle 
•lie  angenäherte  Berechnung  \onJf{x)dx  auszuführen,  mache 

8 

ii&n  y  zur  Integrations -Veränderlichen,  indem  man 
(23.)        y  =  Ayioo  — a:2^    oder    x  =  ^y36  — y^ 


setzt    Dies  gibt  (Fig.  113) 


(24.)  ix  == 


bydy 


31/36  — y2 

Kiep«rt,  Integral -Bechnang. 


ds  =  —  dy 


1  3 


1296  H-  ^y"^ 
36(36  —  f) 

24 
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10  0  

(25.)  PÄ  =ß{x)dx  =  -jdyy^^ 


=  +jäy 


9(36  — y2) 

Q  g 

'      ^4  +  iey2 


9(36 -y^) 


Wendet  man  auf  die  Berechnung  dieses  Integrals  die 
Simpson  sehe  Regel   an,   indem   man  2n  =  4,   also  ä  =  0,9 

setzt,  so  erhält  man 


Nun  ist 

1,2  .  Vii6  :  1/391  =  y  234224,64 
0,6  .  yTl6  :  1/91     =  1/3800,16 
1,2  . 1/544  :  ^319  =  1/249891,84 


0,3  =  0,30000000 

391  =  1,237  76880 

91  =  0,677  422  39 

319  =  1,667  059  02 

4  =  0,480  234  32; 


0,3  .  l/4l    :  1/16    =  YSßd 

folglich,  erhält  man  für  PÄ  den  Näherungswert 

(27.)  P.4  =  4,262  484  53, 

so  daß  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (21.)  für  den 
ganzen  Ellipsenquadranten 

(2a)  BPÄ  =  q  =  12,765  056  47 

erhält.  Durch  wirkliche  Berechnung  des  elliptischen  Inte- 
grals hatte  man  auf  Seite  328  in  §  59  für  denselben  Ellipsen- 
quadranten 

(29.)  g=  12,763  499  4 

gefunden,  so  daß  das  durch  Anwendung  der  Simpsonschen 
Regel  berechnete  Resultat  um  0,001 557 1,  d.  h.  um  0,000 12200 
der  Bogenlänge  zu  groß  ist 

Wenn  man  für  die  Zahl  n  noch  größere  Werte  wählt, 
so  werden  die  Resultate  natürlich  genauer. 
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§  69. 

Gaußsche  Quadratur. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  195  und  196.) 
Nach    der   Simpson  sehen    Regel    (Formel  Nr.  193   der 
Tabelle)  ist  näherungsweise 

b 

(1.)       F  =ß(x)dx  =  I  [f(a)  +  4Aa  +  h)  +  f{a  +  2h) 

+  f{a  +  2h)  +  ifia  +  3h)  +  f{a  +  ih) 

+ 

+  fib-2h)  +  if{b-h)  +  f{b)] 

=  g  (2/0 + 4yi+  2^2  +  4j/3  +  2j/4  H h  2y2»-2+  ^y2n-i+ y-in)- 

Auch  bei  dem  in  Formel  Nr.  194  angegebenen  Nähe- 
rungswerte hatte  F  die  Form 

(2.)  F  =  A(coyo  +  Ciyi  +  C2y2 -\ h  c^nV^n)^ 

wobei  Co,  Ci,  C2,...C4„  passend  gewählte  Zahlkoeffizienten 
und  yo,  yi,  y2,..-y4»  Ordinaten  der  Kurve 

(3.)  y  =  m 

sind,  welche  gleichen  Abstand  voneinander  haben.  Eine  noch 
stärkere  Annäherung  bei  gleicher  oder  sogar  noch  kleinerer 
Anzahl  von  Ordinaten  erhält  man,  wenn  man  den  Ordinaten 
nicht  die  Beschränkung  auferlegt,  daß  sie  gleichen  Abstand 
voneinander  haben,  sondern  wenn  man  dieselben  passend 
auswählt. 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  den  Doppelstreifen 

(4.)     lf{x)dx  =  JF{x)dx  =  F{c  +  A)  —  F{c  —  h) 

t~h  eh 

80  mögen  in  dem  Ausdruck 
(5.)  F^  =  h\c^(c  —  oA)  +  6-2/'(c  +  »h)\ 

diö  4  Größen  Ci,C2,a,ß  so  bestimmt  werden,  daß  in  der  Ent- 
wickelung  von  Fi  nach  steigenden  Potenzen  von  fi,  also  in 

24* 
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(6.)     Fl  =  (ci  +  OiWic)  +  (-  cia  +  C2ß)^  f(c) 

A»  A* 

möglichst  viele  Q-lieder  mit  der  in  GFleichong  (4.)  gegebenen     ' 

Entwiekelmig    übereinstimmen.      Zunächst    folgt   aus   den 

Gleichungen 

(7.)  —  ci«  +  c^/S  =  0,     oder    Cia  =  c-zß 

und 

(8.)  —  Cicfi  +  C2/3®  =  0,     oder    Cicfi  =  €2^^^ 

daß 

(9.)  ^  =  «2,     oder    ß=  +  a. 

Wäre  /9  =  —  a,  so  würden  die  beiden  Ordinaten  f(c — ate^ 
und  f{c  +  ßh)  zusammenfallen;  damit  man  zwei  verschieden^ 
Ordinaten  erhält,  muß  man  also  in  Gleichung  (9.)  das  ober^ 
Vorzeichen  wählen.     Daraus  folgt  dann 

(10.)  Ci  =  02, 

so  daß  die  Gleichimgen  (5.)  und  (6.)  übergehen  in 

(11.)    Fi  =  c,h[f{c  —  aJi)  +  f{c  +  aJi)] 

r  h^  h^  1 

=  2  ^chfic)  +  c,a^  ^  ric)  +  CiO*  Jy  f(*) (^)  +  •  •  J  • 

Jetzt  sind  nur  noch  die  beiden  Größen  ci  und  cc  so  zu 
bestimmen,  daß 

(12.)  ci  =  1 ,     3cid^  =  1 ,     also     a  =  — pi 

wird.     Dies  gibt 

=  2[»rt«)  +  3^  /"W  +  9^  f «(«)  +  ••■]• 
Es  ist  daher 

(14.)  jf{x)dx  -F,=  ~^^  fi^){c)  +  . . . . 
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Indem  man  in  Gleicliiing  (13.)  für  c  die  Werte  c  =  a+A, 
a  +  3Ä',  ...  6  —  h  einsetzt  und   die  daraus  sich  ergebenden 

b 

Ausdrücke  addiert,  findet  man  ivix  Jf{x)dx  den  Näherungs- 

a 

wert 

(16.)  r^K[f(a  +  l:=pt)+f(a  +  ^^H) 


In  dieser  Formel  braucht  man  2w  Ordinaten  und  erhält 
^fcine  etwas  stärkere  Annäherung  als  bei  der  Simpson&ohßn 
I^gel  unter  Benutzung  von  2n  +  1  Ordinaten.  Da  nämlich 
S-^tÄ  gleich  6  —  a  ist,  so  wird  der  Fehler  bei  dieser  Formel 
x:i.ach  Gleichung  (14.)  gleich   einem  Mittelwert    von  /*W(x) 

rnultipliziert  mit  — ^c^^^r — ;  er  verhält  sich  also  zum  Fehler 

l>€i  der  Ätmp^ow  sehen  Regel  etwa  wie  2  zu  3. 

Durch  die  Einführung  der  Irrationalität  ")/3  wird  die 
Kechnung  im  allgemeinen  nicht  erschwert.  Wenn  z.  B. 
f[x)  eine  rationale  Funktion  von  x  ist,  so  wird  die  Summe 

national.  Die  Rechnung  wird  dann  sogar  noch  einfacher 
als  bei  Anwendung  der  Simpson  sehen  Regel,  wie  das  fol- 
gende Beispiel  zeigen  möge. 

Aufgabe.     Es  soll  wieder 

2 

fdx 

J  ^ 


ln2 

"   X 

1 


berechnet  werden  unter  Anwendung  von  12  Ordinaten. 
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Auflösung.     In  diesem  Falle  ist  A  =  1  :  12  und 

oder  da  f(x)  =  —  ist, 

L\39— T/3      39+1/3/     V45— T/3      45 +/3/ 

^Vöi— T/s"*"  öT-KKl/ "^  W— pl  "*"  57+75/ 
+(^     1   _+      ^     \+(     1      +-^— ^1 

^  V63  — y  3      63  +T/3/      \69  — V^      69  +y3/J 
_  39         45^  ^1   ^7         63         69 
~~  253  "^  337  "•■  433  ^  541  +  661  ■*■  793  ' 

Nun  ist 

39  :  253  =  0,154  150  197  6 

45  :  337  =  0,133  531 157  3 

51  :  433  =  0,117  782  909  9 

57  :  541  =  0,105  360  443  6 

63  :  661  =  0,095  310  136  2 

69:793  =  0,087  011349  3, 
also 

(17.)  F  =     0,693  146  193  9 

=  In  2  — 0,000  000  986  7. 
Der  Fehler   ist  also    kleiner   als   bei  Anwendung  der 
Simpson  sehen  Regel  mit  13  Ordinaten.     (Vergl.  Aufgabe  1 
auf  Seite  363  und  364.) 

Auch  dieses  Verfahren   läßt  sich  verallgeineinem ,  in- 
dem man 
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(18.)  F2  =  hci[f(c  -  aJi)  +  f(c  +  «70]  +  WJ{c  —  ßh) 

+  f{c-\-ßh)] 

=  2[(Ci  +  C2)hf{c)  +  (Cia2  +  C2^)  2y  f{c) 

+  (ciO*  +  C2^)  ~  f^'Kc)  +  (cia«  +  C2/3«)  ~  /•(«)(c) 

Ä9 


+  (ci««  +  C2/3«)|,/'<''>(c)  +  ---] 


setzt  und  die  4  Größen  ci,  C2,  a,  /^  so  bestimmt,  daß  mög- 
lichst viele  Glieder  dieser  Entwickelung  mit  den  entsprechen- 
den Gliedern  in  der  Entwickelung  von 

C 1  9.)  If{x)dx  =  JFix)dx  =  F{c  +  2Ä)  —  F{c  —  2h) 


e-2A 


C-2A 

r2h 


vx"l)ereinstiimnen.     Dies  gibt  die  Ü-leichungen 
CaO.)  ci  +  C2  =  2, 


C21.) 

C22.) 

(23.) 


Q 

cicr*  +  C2/9*  =  -^- , 


Eliminiert  man    aus   den   Gleichungen  (20.)   und   (21.)^ 
(21.)  und  (22.),  (22.)  und  (23.)  die  Größe  Ci,  so  erhält  man 

(24.)        c^a^  —  ß^)  =  2(a2  _  ly 

(25.)    e2^(a2_^)  =  8^«'_J^_2,?^(a2-|), 

(26.)    e2/9^«2^^)_32(«'_^)  =  8^(^-|), 
also 
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<^)  ^=<"-5-)<--l)=<T-*)<M) 

Dies  gibt 

oder 

(28.)  35a*  —  120a2  +  48  =  0, 

,      60  +  V192Ö  _  12  +  1,6>^ 


(29.) 


35 


Da  die  Gleichungen  (20.)  bis  (23.)  sich  nicht  ändern, 
wenn  man  Ci  mit  c^  und  «  mit  ß  vertauscht,  so  genügt  ß 
derselben  Gleichung  (28.)  wie  a;  es  sei  deshalb 

(30.)        a^  =  ^(ß-0,iy3Ö),    i92  =  ^  (3 +  0,4^30). 

Dann  folgt  aus  Gleichung  (24.) 

2(3a2-4)       8(9-1,21/30-7)  1  w^ 

(32.)    ci_3^-^--^^_l  +  .-gV30. 
Es  ist  daher 

(38.)  ^,  -(i  +  ^my.[r(e  -  ?-^l^^;,) 


+,(.+?]^Ä)]. 


Der  Koeffizient  von  ^     in    der  Entwickelung  von  F 
wird  dabei 
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+  (l  -  ^>^)(3  +  0,4|/3ö)*] 
1024 . 5,16 


49 
Deshalb  wird 

e+2A 


mN  /i-^  w         rr        /1024;/9       1024. 5,16Ä9\  .,„...    , 
ßi.)jf{z)dx  -F2  =  (—^ 8!  49      y  ^''^  "^ 


=1^'^»'^>  + 


Bezeichnet  man 

f[a  +  {im  —  2  —  a)h]  mit  y^^  i, 
/■  [a  +  (4m  —  2  +  a)Ä]  mit  y^,  2, 
/•[a  +  (4m  -  2  —  ß)h]  mit  j/^,  3, 
/"[a  +  (4m  —  2  +  ß)h]  mit  y^,,  4, 

so  erhält  man  für  das  gesuchte  Integral  Jf{x)dx  den  Nähe- 

a 

nmgswert 

(35.)  F  =  hci[{yi^  1  +  j/i,  2)  +  0/2, 1  +  J/2, 2)  H h  (2/«,  1  +  Vn,  2)] 

+  ÄC2[(yi,  3  +  J/l,  4)  +  (j/2,  3  +  J/2,  4)  + h  (yn,  8  +  J/«,  4)]- 

Da  hierbei  4nA  =  6  —  a  ist,  so  wird,  wenn  man  mit  6 
eine  Größe  zwischen  0  und  1  bezeichnet,  der  Fehler 

6 

(36.)      y^(x)dx-i='=Äz-_|)'lV(«)[a  +  ö(6-a)]; 

a 

er  wird  also  mit  h  zugleich  unendlich  klein  von  der  achten 
Ordnung. 

Die  folgende  Aufgabe  möge  zeigen,  wie  bei  den  An- 
wendungen häufig  die  in  cc,  ^,  Ci,  C2  enthaltenen  Irratio- 
nalitäten vermieden  werden  können,  weil  in  dem  Endresultat 
nur  die  symmetrischen  Funktionen  von  a^  und  ß^  auftreten. 
Nach  Gleichung  (28.)  wird  aber 


378 
(37.) 
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2 

rdx 


ydx 
—  unter  Benutzung 
1 
von  12  Ordinalen  berechnen. 

Auflösung.     Hier  ist 

^  =  12'    ^(^)=ä' 
also,  wenn  man  der  Kürze  wegen  12^?  mit  k  bezeichnet, 


24* 


19  19 

f(c -  ßh)  +  f{c  +  ßh)  =  ,„4^  + 


12c  — a   '   12c +  a       k'^  —  a^ 

24* 


12c  —  ß^l2c  +  ß       W  —  ß^ 


Deshalb  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Q-leichungen  (31.) 
und  (32.) 

(38.)  c,[f{c  —  a},)  +  f(c  +  (dl)]  +  C2[f{c  -  ßh)  +  f{c  +  ßh)] 


48k 


d- 


3/9^  —  4    ,   3a2  — 4 


;.-  + 


t) 


■6{d-—ß^\     k^  —  d^    '    k^  —  ß^ 
_  16A:[—  3(«^  —  ß^J  +  m^  +_i)(«l—  ^)] 

_  16fr[—  3(«-^  4-  ;y^)  +  3F  +J]  _   16Ä:(]05Ä--ä^  220) 
"~       Ar»  —  («2  +  ^i)A:2  +  «-'^^       —  35),-*  —  120*-'  +  48 ' 

Wenn  man   in  diesem  Ausdruck  für  7:  =  12^  die  drei 
Werte 

12(1  +  2/»)  =  14 ,     12(1  +  6/0  =  18,     12(1  +  lOA)  =  22 

einsetzt,  so  erhält  man  bezw. 


(39.) 


/  I  ^^     .  .  .35  630 

ciiyi,  1  +  yi,  2)  +  <^2(yi,  3  +  yi,  4)  =  jö  32I ' 

/         .         ^   .      /         ,         ,25  350 
ci(y-2, 1  +  y-2, 2)  +  (--{y-i,  3  +  2/2, 4)  =  -g  jq^  • 

/  I  N   ,      /  ,  ,139150 

Ci(y3. 1  +  y-6,  2)  +  c-iiy-s,  3  +  ya,  4)  =  -  gggQj  • 
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Indem    man    diese  Werte    in  Gleichung  (36.)   einsetzt, 
findet  man 

1  /35  630       25  350       139 150\ 
(40.)  ^  —  12  Vio  321  "*"    9  467  ■*"    63  601/ 

Nun  ist 

35  630  :  10  321  =  3,452  184  865  808 
25  350  :    9  467  =  2,677  722  615  401 
139  150  :  63  601  =  2,187  858  681  467, 
folglich  wird 
'    (41.)  F  =  8,317  766  162  676  :  12 

=  0,693  147  180  223 
=  ln2  —  0,000  000  000  337. 

Man   erhält  also   durch   dieses   Verfahren    eine   außer- 
ordentlich starke  Annäherung. 

Noch  stärker  wird  die  Annäherung,  wenn  man  in  den 
Gleichungen 

(42.)        ff{x)dx  =  lF'{x)dx  =  F{c  +  3ä)  —  F{c  —  3h) 

C—3A  C—3A 

und 

(43.)     Fs  =  h€,[f{c-ah)  +  f(c  +  ah)]  +  h€2[f{c-ßh) 

+  fic  +  ßh)]  +  h^s[f{c  -  rh)  +  f{c  +  rh)] 

die  rechten  Seiten  nach  steigenden  Potenzen  von  h  ent- 
wickelt und  die  6  Größen  ci,  C2,  cs^  a,  ß,  y  so  bestimmt, 
daß  in  beiden  Entwickelungen  die  Koeffizienten  von  h,  Ä^, 
A^,  A^,  h^j  h^^  miteinander  übereinstimmen.  Der  Fehler 
wird  dann  mit  h  zugleich  unendlich  klein  von  der  13^^ 
Ordnung. 

In  dieser  Weise  kann  man  das  Verfahren  noch  beliebig 
weiter  fortsetzen. 
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§  70. 

Amslers  Folarplanimeter. 

Man  kann  den  Flächeninhalt  einer  allseitig  amschlos- 
senen  ebenen  Figur  auch  durch  rein  mechanische  Hilfs- 
mittel bestimmen  und  auf  diese  Weise  die  rechnerisclie 
Ausführung  der  Integration  vermeiden.  Die  meiste  An- 
wendung auf  diesem  Gebiete  hat  wohl  das  ÄmslerschQ 
Folarplanimeter  gefunden,  das  es  möglich  macht,  die  Größe 
des  Flächeninhaltes  der  Figur  auf  einer  in  gleiche  Teile 
eingeteilten  Bolle,  „der  IntegrierroU&^^  abzulesen,  nachdem 
man  die  Umgrenzung  der  Figur  mit  dem  sogenannten  Fahr- 
stifte  umfahren  hat. 

Diese  sinnreiche  Vorrichtung  beruht  auf  der  folgenden 
Überlegung. 

Die  Gerade  AB  von  der  Länge  l  bewege  sich  in  einer 
Ebene  so,  daß  der  eine  Endpunkt  auf  dem  Kreise  mit  dem 
Mittelpunkte  M  und   dem  Halbmesser  r  bleibt  (Fig.  114), 

während  der  andere  End- 
punkt B  die  geschlossene 
Kurve  K  mit  dem  Flächen- 
inhalt F  durchläuft.  Man 
könnte  statt  des  Kreises 
auch  eine  andere  geschlos- 
sene Kurve  nehmen;  der 
Kreis  hat  jedoch  schon  des- 
halb den  Vorzug,  weil  man 
die  zwangläufige  Bewegung 
des  Punktes  A  auf  dem 
Kreise  dadurch  erreichen 
kann,  daß  man  zum  Halb- 
messer MA  des  Kreises  eine 
Schiene  macht,  die  in  M 
eine  feine  Spitze  und  in  A 
eine  zur  Ebene  der  Figur  senkrecht  stehende  Achse  hat, 
um  die  sich  eine  zweite,  der  Geraden  AB  entsprechende 
Schiene  drehen  kann.  Sticht  man  die  Spitze  M  in  einem 
passend  gewählten  Punkte  der  Ebene,  welcher  der  Pol  ge- 


§  70.    Amslers  Polarplanimeter. 


381 


nnt  wii'd,  ein  und  bewegt  den  in  B  befestigten  Fahrstift 

f  der  Kurve  -ST,  so  tritt  die  oben  beschriebene  Bewegung 

I.    Man   betrachte   dann  ein  unendlich  kleines  Flächen- 

iment  dF  gleich  AA*B*B^  das  die  Gerade  AB  bei  ein- 

itender  Bewegung  durchstreicht,  und  bezeichne  den  Winkel, 

ter  dem  sich  die  Geraden  AB  und  A*B'  im  Punkte  C 

meiden,  mit  dq>.    (Vergl.  Fig.  115.)    Bezeichnet  man  die 

tte   von  AB    mit    O   und    beschreibt 

i  C  die  Ejreisbogen  AD^  OH  und  BE^ 

tmterscheiden  sich  die  Kreissektoren 

71>  und  BCE  von  den  Kurvensektoren 

lA*    und    BCB'    bezw.    nur    um    die 

eiecke  ADA'  und  BEB'^   die   unend- 

h  klein  werden  von  der  zweiten  Ord- 

ng  und  deshalb  neben  den  unendlich 

iinen     Größen     erster    Ordnung     ver- 

chlässigt    werden     dürfen.       Dadurch 

idet  man    für   den  Flächeninhalt    der 

gur  AA'B'B 

)  dF=  BCB'  —ACA'  =  BCE  —  ACD 
=  ^(CB' —  CA^)dg) 

=  hcB+  CA){CB  —  CA)d(p. 

Nun  ist  aber 
CB  +  CA  =  2CG    und     CB—CA  =  AB  =  l, 
Igüch  wird 
)  dF=CG.l.dip. 

Dabei  ist  CO .  dq)  gleich  dem  Kreisbogen  GH,  so  daß 
m  erhält 

)  dF  =  l.GH=l.do, 

am  man  den  Kreisbogen  GH  mit  da  bezeichnet. 

Bisher  wurde  stillschweigend  angenommen,  daß  der 
inkt  C,  in  dem  sich  die  Geraden  AB  und  A*B*  schneiden, 
f  der  Verlängerung  von  AB  über  A  hinaus  liegt    Die 
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vorstehenden  Schlüsse  bleiben  aber  auch  dann  noch  richtig, 
wenn  das  nicht  der  Fall  ist,  wenn  z.  B.  C  zwischen  A  und 
B  liegt,    wie  in   Fig.  116.     Nur  muß   man    auf   das  Vor- 
zeichen von  dF  und 
do  achten.    Man  kann 
z.  B.   festsetzen,   daß 
alle  Flächenstücke,  die 
ein    von    Ä    nach   B 
sehender    Beobachter 
zur  BiCchten  hat,  po- 
sitiv zu  nehmen  sind, 
und  daß  die  zu  seiner 
Linken  mit  negativem 
Vorzeichen  zu  berück- 
sichtigen sind.    Dann 
wird    das     in    Figur 
116   von   AB    durch' 
strichene        Flächen- 
stück 
dF  =  BCB*  —  ACA'  =  BCE—ACD 

=  \  (Cff  —  CAy<p  =  ^  {CB  +  CA)  {CB  —  CA)d(p 

=  LCG.d^  =  l.do, 
wobei  der  Kreisbogen  OH  wieder  mit  da  bezeichnet  wor- 
den ist. 

Ist  nun  im  Pimkte  O  eine  kleine  Rolle  befestigt,  deren 
Achse  in  der  Geraden  AB  liegt,  so  wird  der  Umfang  der 
Rolle,  wenn  die  Gerade  AB  das  Flächenstück  AA'B^B 
durchstreicht,  imi  den  Kreisbogen  dö  fortrollen,  denn  man 
kann  die  eintretende  Bewegung  zerlegen  in  eine  Drehung 
um  den  Punkt  C,  so  daß  die  Gerade  AB  in  die  Lage  DE 
kommt,  und  in  eine  Verschiebung  der  Geraden  in  ihrer 
eigenen  Richtung  von  DE  nach  A^B*.  Bei  dem  ersten 
Teile  dieser  Bewegung  dreht  sich  die  Rolle  um  den  Bogen 
OH  gleich  dö,  bei  der  zweiten  aber  kann  sich  die  Roll< 
nicht  drehen,  weil  die  Verschiebung  zu  ihrer  Achse  paralle 
ist.  Dabei  wird  das  Vorzeichen  von  de  mit  dem  von  dl 
übereinstinmien. 
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Wenn  jetzt  der  Falirstift  B  die  ganze  geschlossene 
Kurve  K  durchläuft,  möge  zunächst  der  in  Figur  114  dar- 
gestellte Fall  eintreten,  daß  der  Pol  Jf,  d.  h.  der  Mittel- 
punkt des  Kreises,  außerhalb  der  geschlossenen  Kurve  K 
Hegt  und  infolge  dessen  der  Punkt  Ä  nur  einen  Teil  PQ 
des  Kreisumfanges  durchläuft.  Er  wird  dann  im  allgemeinen 
jeden  Punkt  des  Kreisbogens  PQ  zweimal  passieren,  und 
swar  das  eine  Mal  in  der  einen,  das  andere  Mal  in  der 
entgegengesetzten  Richtung.  Dann  wird  die  Gerade  AB 
lie  von  der  Kurve  K  eingeschlossene  Fläche  F  nur  ein- 
mal durchstreichen,  während  die  zwischen  K  und  dem 
Kreisbogen  liegende  Fläche  zweimal  durchstrichen  wird, 
and  zwar  das  eine  Mal  im  positit^en  und  das  andere  Mal 
im  negativen  Sinne.  Summiert  man  also  alle  die  kleinen 
Flächenteile 

so  erhält  man 

(4.)  F=JLda  =  l/do, 

wobei  Jdö  dem  Bogen  gleich  ist,  der  auf  der  Rolle  in  G 
abgerollt  ist  Man  braucht  also  nur  an  der  Rolle  mit 
Hilfe  eines  Nonius  den  Stand  am  Anfange  und  am  Schlüsse 
der  Bewegung  abzulesen;  dabei  kann  durch  eine  Schraube 
ohne  Ende  an  der  Achse  der  Rolle  noch  eine  Vorrichtung 
angebracht  werden,  welche  die  ganzen  Umdrehungen  der 
RoUe  zählt 

Das  in  Q-leichung  (4.)  ausgesprochene  Gesetz  bleibt 
auch  noch  richtig,  wenn  die  Gerade  AB  Teile  der  Fläche 
F  mehr  als  einmal  und  Teile  der  Fläche  PQES  mehr  als 
zweimal  durchstreicht;  denn  die  Flächenteile  von  F  wer- 
den stets  nur  einmal  oder  3,  5,  7, . . .  mal  durchstrichen  und 
Bwar  einmal  mehr  im  positiven  Sinne  als  im  negativen 
Sinne,  und  die  Teile  außerhalb  der  Fläche  F  werden  ent- 
B^eder  gamicht  oder  2,  4,  6,  ...mal  durchstrichen,  und 
swar  ebenso  oft  im  positiven  wie  im  negativen  Sinne,  so 
laß  Gleichung  (4.)  auch  dann  noch  richtig  bleibt    Dies  gibt: 

Satz  1.  Liegt  der  Pol  M  außerhalh  der  gescMossenen 
Kurve  K,  so  ist  der  Flächeninhalt  der  Figur  F  proportional 
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zu   dem    auf  dem    Umfange   der   Bcüe   abgerollten   Bogen, 

dessen  Länge  man   durch   die  oben  angedeuteten  Vorrich- 
tungen sehr  genau  ablesen  kann. 

Etwas  anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  der  Punkt 
A  bei  eintretender  Bewegung  der  Geraden  AB  den  ganzen 
Kreis  einmal  durchläuft,  ehe  die  Gerade  AB  in  ihre  An- 
fangslage zurückkehrt.  Das  wird  geschehen,  wenn  der  Pol 
M  im  Innern  der  geschlossenen  Kurve  liegt  (vergL  Fig.  117 
und  118). 


Fig.  11& 


Bei    Fig.  117    durchstreicht    die    Gerade  AB   bis  zu^ 
Rückkehr   in    ihre    Anfangslage    nur   die   Fläche,    weicht 
zwischen    der  Kurve  K  und   dem   Kreise  mit  dem  Halb^ — 
messer  MA   gleich  a  liegt,    so    daß  der  Flächeninhalt  de^ 
ganzen  Figur 

(5.)  F=lJ'dö-\-a^7t 

wird.  Diese  Formel  bleibt  aber  auch  noch  für  Figur  118 
richtig,  bei  welcher  ein  Teil  der  Kurve  K  innerhalb  des 
Kreises  liegt,    denn    die    im  Innern  des  Kreises  liegenden 
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e:  Slfidienteile,   welche   von    der  Geraden  AB  (einmal,  oder 
~  3t  5,  7... mal)   durchstriclien  werden,    ohne   daß  sie   dem 
üächeninhalt  F  angehören,  kommen  mit  negativem  Vor- 
■BBchen  in  Eechnmig.    Dies  gibt 

Satz  2.     Liegft  der  Pol  M  im  Innern  der  geschlossenen 
\  Imrve  K,  so  ist  der  Flächeninhalt  der  Figur  F  gleich  der 
Bmnme   van    einer  konstanten   Ghröße   {a^üt)    und  von   einer 
Oröße  ijdo,  welche  zu  dem  auf  dem  Umfange  der  Rolle  ah- 
geraten  Bogen  proportional  ist. 

Schließlich  ist  noch  hervorzuheben,  daß  die  beiden  ge- 
fundenen Sätze  noch  richtig  bleiben,  auch  wenn  die  Rolle 
nicht  genau  in  der  Mitte  O  der  Geraden  AB^  sondern  in 
irgend  einem  andern  Punkte  L  der  Geraden  AB  an- 
gebracht ist.  Dabei  darf  der  Punkt  L  sogar  auf  der  Ver- 
längerung von  AB^  z.  B.  über  A  hinaus  liegen.  (Vergl. 
Pig.  115  und  116.)  Die  Rolle  wird  dann  allerdings  bei  ein- 
tretender Bewegung  nicht  mehr  den  Bogen 

GH=  do, 
sondern  den  Bogen 

LN=dT 
abwickeln.     Dabei  ist  aber 
(6.)    LN=dx=CL.dq>, 
(7.)     aH=  dc=  CG .  dq>  =  CL .  d^  +  LG  .  dq> 

=  dr  +  LG ,  d(p^ 
und  zwar  gilt  das  für  Figur  115  und  116,  wenn  man  auf 
die  Richtung  der  Strecken  Rücksicht  nimmt,   d.  h.  wenn 
man  beachtet,  daß 

CL  =  —  LC 

ist.     Kehrt  die  Gerade  AB  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zu- 
rück,  so  findet  man  durch  Integration   aus  Gleichung  (7.) 

(8.)  /de  =fdx  +  LG  Jdq> . 

In  dem  durch  Figur  114  dargestellten  FaUe,  wo  der 
Pol  M  außerhalb  der  Kurve  K  liegt,  ist  /dq>  gleich  Null, 
so  daß 

fdc^^/dr 

Kiepert«  luiegTal'Beobnung.  ^^ 


386  §  70.    AmsUra  Polarplanimeter. 

wird,  und  Satz  1  ohne  weiteres  in  E[raft  bleibt  In  dem 
zweiten  Falle  aber,  wo  der  Pol  M  innerhalb  der  Kurve  K 
liegt,  macht  die  Gherade  AB  eine  ganze  Umdrehung,  ehe 
sie  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurückkehrt.     Es  wird  also 

Jdq)  =  2jt 

und  Gleichung  (8.)  geht  über  in 

(9.)  ßo  =fdx  +  LG .  2jt. 

Also  auch  Satz  2  bleibt  in  Kraft;  nur  die  konstante 
Größe  a^jt  ist  durch  die  konstante  Größe  a^jt  -j-  l .  LO .  2» 
zu  ersetzen.  Den  Proportionalitätsfaktor  l  und  die  kon- 
stanten Größen  arjt  bezw.  a^jt  +  l  •  LO .  2jc  ermittelt  man 
für  jedes  einzelne  Instrument  am  besten  dadurch,  dafi 
man  mit  dem  Polarplanimeter  zunächst  Figuren  ausmifit, 
deren  Flächeninhalt  bereits  bekannt  ist. 


XIII.  Abschnitt. 

Kubatur  der  Körper  und  Kouiplanation  der 
lummmeu  Oberflächen.     Mehrfache  Integrale. 

§  71. 

Kubatur  der  Körper  durch  Anwendung  einfacher 
Integrale. 

(Vergl.  die  Fonnel- Tabelle  Nr.  11*7.) 
Es  war  bereits  in  Abschnitt  VI  gezeigt  worden,  wie 
man  das  Volumen  eines  Rotationskörpers  berechnen  kann. 
Es  wm'de  damals  der  Körper  dm-ch  Schnitte,  senkrecht  zur 
Rotations -Achse  in  unendlich  viele,  imendlich  dünne 
Schichten  zerlegt,  die  man  unter  Vernachlässigung  unend- 
lich kleiner  Größen  höherer  Ordnung  als  Kreiszylinder  be- 
trachten darf.  Ist  z.  B.  die  den  Körper  begi*enzende  Fläche 
durch  Rotation  der  Kurve 

(1.)  y  =  f{^) 

Um  die  X-Achse  entstanden,   so   ist  die  Grundfläche  eines 

solchen   Zylinders    ein   Kreis    mit  dem  Halbmesser  y  und 

dem  Flächeninhalte  i/jt .     Da   der  Zylinder   die  Höhe  dx 

hat,  so  wird  das  Volumen  einer  solchen  unendlich  dünnen 

Schicht 

(2)  dV=y'^jtdx, 

^80  das  Volumen  des  ganzen  Rotationskörpers 

(3.)  V  =  JtJyHx, 

^e  bereits  in  Formel  Nr.  136  der  Tabelle  angegeben  ist. 

Ein  ähnliches  Verfahren  kann  man  auch  für  die  Be- 
^^©clmimg  des   Volumens   bei    anderen  Körpern    anwenden. 
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Man  teilt  dieselben  durch  Schnitte,  welche  znr  X-Achse 
senkrecht  stehen,  in  unendlich  viele,  unendlich  dünne  Schicli- 
ten  und  summiert  die  Volumina  dieser  einzelnen  Schicliten. 
Zur  Berechnung  des  Volimiens  der  einzebien  Schichten 
muß  zunächst  der  Flächeninhalt  der  einzelnen  Schnitte  als 
stetige  Funktion  von  x  bekannt  sein ,  wobei  x  =  OQ  der 
Abstand  des  betreffenden  Schnittes  von  der  FZ- Ebene  ist 

(Fig.  119).  Es 
sei  also  F{x)  der 
Flächeninhalt 
eines  solchen 
Schnittes,  wel- 
cher in  i^(x+^/x) 
übergeht,  wenn 
X  um  Jx=^QQ\ 
wächst,  d.h.  wenn 
der  Schnitt  durch 
den  Punkt  Qi  der 
X-Achse  gelegt 
wird. 
Legt  man  durch  die  Um- 
grenzungen der  beiden  Schnitte 
F{x)  \mdi  F{x  +  Jx)  ParaUele 
zur  X-Achse,  so  werden  die 
beiden  Umgrenzungskurven 
der  Schnitte  in  die  FZ- Ebene 
projiziert  In  Figur  120  sei 
z.  B.  die  Kurve  ABCJEFOK 
die  Projektion  von  F{x)^  und 
die  Kurve  ALCDEMOH  die 
Projektion  von  F{x  +  Jx\ 
Die  beiden  Figuren  haben  das 
Stück  ALCJEMGK  gemeinschaftlich;  dieses  Stück  mufi 
man  um 

(4.)  ai  =  ALCB    und     az^GFEM 

vermehren,  damit  man  F{x)  erhält,  während  man 
(4a.)  ßi  =  AEGK    und     ß2=CJED 

hinzufügen  muß,  damit  man  F{x  +  ^x)  erhält. 


Fig.  120. 
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Denselben  Schluß  wird  man  aucli  allgemein  ausführen 
können.  Die  Projektionen  der  beiden  Schnitte  werden  ein 
üächenstück 

(5.)  F{x)  —  a  =  F{x  +  Jx)  —  ß 

gemeinschaftlich  haben,  wenn  man  mit  a  und  ß  die  Summe 
der  kleinen  Flächenstücke  bezeichnet,  welche  das  gemein- 
same Stück  bezw.  zu  F{x)  und  F{x  +  ^^)  ergänzen.  In 
Figur  120  ist  z.  B. 

«  =  «i  +  «2     und     ß  =  ßi  +  ß2- 
Dabei  sind  a  und  ß  kleine  Größen,  welche  mit  Jx  zu- 
gleich  verschwindend   klein    werden,    weil   F{x)    als    eine 
stetige  Funktion  von  x  vorausgesetzt  worden  ist. 

Bezeichnet  man  das  Volumen  der  dünnen  Schicht  mit 
^F,  so  wird  JV  im  allgemeinen  größer  sein  als  ein  Zylinder, 
welcher  F{x)  —  a  =  F{x  +  ^x)  —  ß  zur  Grundfläche  und  Jx 
zur  Höhe  hat.  Dagegen  wird  JV  im  allgemeinen  kleiner 
sein  als  ein  Zylinder,  welcher  F(x)  +  ß  =  F{x  +  Jx)  +  a 
zur  Grundfläche  und  Jx  zur  Höhe  hat,  d.  h.  es  wird  im 
allgemeinen 

<6.)  [F{x)  —  a]Jx  ^jy^  [F{x)  +  ß]Jx 

«ein.     Dies  gibt 

<7.)  F{x)-a^^^F{x)  +  ß, 

oder,  wenn  man  Jx  verschwindend  klein  werden  läßt. 


(a) 

^(^)  =  ^Z^^(^)' 

also 

,y                       r* 

(9.) 

^^;=W,     Y  =  fFi, 

Wie  bereits  hervorgehoben  wurde,  gelten  die  Schlüsse 
nur  im  allgemeinen.  Die  krumme  Fläche,  welche  die  be- 
trachtete Schicht  begrenzt,  kann  möglicher  Weise  zwischen 
den  beiden  Schnitten  F{x)  und  F{x  +  Jx)  solche  Ein- 
biegungen oder  Ausbiegungen  haben,  daß  der  Zylinder  mit 
der  Grundfläche  F{x)  —  a  und  der  Höhe  Jx^  nicht  ganz 
innerhalb  der  Schicht  JV  liegt,  oder  daß  der  Zylinder  mit 


YiK.  121. 
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der  Grundfläche  F(x)  +  ß  und   der  Höhe  ^x  die  Schicht 
JV  nicht  vollständig  einschließ.     In  diesem  Falle  lege  man 
durch  eine  Gerade  g^  welche  zur  X-Achse  parallel  ist  und 
die    Schicht    durchbohrt,    eine    beliebige    Ebene    QQiPiP 
(Fig.  121).     Diese  Ebene  sei  auf  der  einen  Seite  durch  die 
Gerade  g   begrenzt   und    schneide    die   Figuren   F{x)  und 
F{x  +  -/x)  bezw.  in   den  Geraden  QP  und  QiPi.    Die  be- 
grenzende Fläche  schneide  sie 
in  dem  Kurvenbogen  PPi,  wel- 
cher in  den  Punkten  Pjt  und 
Pff  bezw.  den  kleinsten  und  den 
größten  Abstand  von   der  Ge- 
raden  g   haben    möge.     Dreht 
sich   nun    die   Ebene    QQiPiP 
um  die  Gerade  g^  so  beschreiben 
die  Punkte  P/t  und  Pg  auf  der 
begrenzenden  krummen  Fläche    zwei  Kurven,    deren  Pro- 
jektionen    in     die     FZ- Ebene   jetzt    mit    F{x)  —  a    und 
F{x)  +  ß  bezeichnet  werden  mögen.     Dann  wird  wieder 
[Fix)  —  alix  ^JV^.  [F{x)  +  ß]Jx, 

F(x)-a^^^^F{x)  +  ß, 

also,    weil    für    verschwindend    kleine   Werte    von   Jx  d:i 
Punkte  Pa  und  P^  mit  P  zusammenfallen,  so  daß  a  und 
verschwindend  klein  werden, 


F{x)^ 


dx 


Fix); 


dies  gibt  wieder 


dV 
dx 


=  F{x),      V 


=/;... 


In  dieser  strengeren  Herleitung  ist  der  zuerst  be- 
handelte, am  häufigsten  vorkommende  Fall  eingeschlossen- 

Die  Berechnung  des  Volumens  der  Körper  nennt  maiC 
j^Kubafur  der  Körper'^ 
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Fig.  122L 


§  72. 

Übungs -Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  be- 
reclinen,  welcher  von  dem  elliptischen  Paraboloid  mit  der 
Gleicliung 
(1.)  y2  ^  ^2^2  ^  2px 

und  von  der  Ebene  mit  der  Glei- 
chung x  =  c  eingeschlossen  ist 
(Fig.  122). 

Auflösung.  Jeder  Schnitt 
senkrecht  zur  X-Achse  schneidet 
ans  der  Fläche  eine  Ellipse  mit 
der  Gleichung 


(2.) 


^     ,   ^^i 


2px  '    2px 
und  mit  den  Halbachsen 

ai  =  V^,     bi  =  -  y2px 

aus.    Der  Flächeninhalt  dieser  Ellipse  ist  bekanntlich 

(3.) 

folglich  findet  man  für  das  Volumen  des  Körpers 

e  c 

(?p:it 


(4.)  V  =  fF{x)dx  =^^^fxdx=?^  [x']^ : 


Aufgabe  2. 

Ellipsoids 


Man  soU   das   Volumen   des  dreiachsigen 


y" 


a^       b^       c^ 


(5.) 
berechnen. 

Auflösung.     Auch  hier  ist  jeder  Schnitt,  senkrecht  zur 
-ST- Achse,  eine  Ellipse  mit  der  Gleichung 

(6-)     62+^-  =  -^2-'    oder    ^^^-^  +  ^^_^=1 
und  mit  den  Halbachsen 
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(7.)  ai  =  -ya'-x^,    6i  =  iya2  — 2:2, 

a  a 

folglicli  ist  der  Flächeninlialt  dieser  Ellipse 
(8.)  F{x)  =  aibiJt  =  4  (a^  —  a^. 

Cr 

Das  Volumen  des  Ellipsoids  wird  daher 
(9.)      V  =  fF(x)dx  =  ^  jla^  —  a?)dx 

— a  -—a 

Aufgabe  3.     Man    soll  das  Volumen   des  Körpers  be- 
reclinen^  welcher  von  der  Fläche  4*«^  Gerades 
(10.)  aV  ^  ^g2  =  j2^ 

und  den  beiden  Ebenen 

(11.)  a:  =  0     und     x  =  a 

eingeschlossen  wird.     Die  durch  Gleichung  (10.)  dargestellte 

Fläche  heißt:  yyConocuneus  von   Wallis^^. 

Auflösung.     Die  Schnitte,  senkrecht  zur  X-Achse,  sind 
wieder  Ellipsen  mit  der  Gleichung 

(12.)  ^S  +  S=^ 

und  mit  den  Halbachsen 

(13.)  ai  =  --?     6i  =  &, 

a 

folglich  wird  der  Flächeninhalt  eines  solchen  Schnittes 

(U.)  ir(a:)  =  a,6i:r  =  — • 

a 

Das   Volumen   des   oben    beschriebenen   Körpers  wird 
daher 

a  a 

2 


(15.)         V  =JF{x)dx  =  ^-^-jxdx  =  ^  [^ 


0  u 


Gleichzeitig    gewinnt    man    aus    dieser   Untersuchung 
Auskunft  über  die  Gestalt  der  Fläche, 
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Ans    Gleicliung    (10.)    ergibt   sich    zunächst,    daß    die 

Koordinaten -Ebenen  Symmetrie -Ebenen  der  Fläche  sind, 

und  ans  Gleichnng  (12.)  erkennt  man,    daß    die  Schnitte, 

aenkrecht  znr  X-Achse,  Ellipsen  sind,  welche  alle  dieselbe 

Halbachse  6i  =  6  haben ,   während    die   andere    Halbachse 

bx 
ai= —  mit  X  proportional  zunimmt.    Die  XF- Ebene  (mit 

der  Qleichnng  z  =  0)  schneidet  die  Fläche  in  zwei  geraden 
Limen  mit  den  Gleichungen 

(16.)  (^y=  +  6a:, 

imd  die  ZX-Ebene  (mit  der  Gleichung  y  =  0)  schneidet  die 
Fläche  in  der  Doppel -Geraden 

(17.)  x  =  0, 

welche  mit  der  Z- Achse  zusammenfällt,  und  in  den  beiden 
Geraden 

(la)  2  =  +  &,  z  =  —  b. 
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Einführung  mehrfacher  Integrale. 

(VergL  die  Formel -Tabelle  Nr.  198). 
In  den  soeben  behandelten  Aufgaben  war 

V=/F{x)dx, 

wobei  der  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  F{x)  nach  den 
AusfühmngMi  in  Abschnitt  V  selbst  wieder  durch  Inte- 
gration ermittelt  wird,  und  zwar  war  in  allen  drei  Auf- 
gaben 

(1.)  F{x)  =  aibiJt 

der  Flächeninhalt  einer  Ellipse 

(2.)       6iV  +  Äi202  =  ai26i2,    oder    z  =  ±-yai^  —  yK 

Nach  Formel  Nr.  133  der  Tabelle  findet   man   daher 
F(x)  ans  der  Gleichung 
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+ai  +«1 

(3.)      F{x)  =ßz'  -  z")dy  =  ^jdyVai^  —  f 

Dabei  war  in  den  Aufgaben  1,  2  und  3  bezw. 
«1  =  y2px,  bi  =  -  y2px] 

CL 


(4.) 


a,=-  Yd'  -  x2,  6i  =  ~Vd'  —  j?; 
a  a 

a\  =  ■-—  j  Ol  =  0. 
a 


Daraus  erkennt  man  auch ,  daß  in  der  Gleichung  (3.) 
die  Integrationsgrenzen  —  ai  und  +  <^i  noch  Funktionen 
von  X  sind. 


In  ähnlicher  Weise  wird  auch  die  Aufgabe,  das  Vo- 
lumen eines  Körpers  zu  berechnen,  ganz  allgemein  zu  be- 
handeln sein.  Den  Schnitt,  welcher  senkrecht  auf  der 
X-Achse  steht,  und  dessen  Flächeninhalt  mit  F{x)  bezeichnet 
worden  ist,  erhält  man,  indem  man  in  den  Gleichungen 
der  den  Körper  oben  \md  unten  begrenzenden  Flächen 

(5.)  z'  =  g{x,  y)     und     2r"  =  h{x,  y) 

die  Größe  x  als  Konstante  betrachtet.     Setzt  man 

(6.)  z^  -  2-  =  g{x,  y)  -  h{x,  y)  =  f{x,  y\ 

so  ist  der  Flächeninhalt  dieses  Schnittes 

(7.)  F{x)  =j(z^  -  z-)äy  =Jf(x,  y)dy, 

wobei  im  allgemeinen,  je  nach  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe, 
(8.)  y^  =  (p{x),    y2  =  VKx) 

noch  Funktionen  von  x  sein  werden.     Da  nun  nach  Formel 
Nr.  197  der  Tabelle  das  Volumen  des  Körpers 
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(9.)  V=/F{x)dx 


^i 


ist,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (7.) 
(10.)  V  ^^/dx/iz-  -  z")dy  =Jdxff{x,  y)dy . 

Besondere  Aufmerksamkeit  ist  dabei  auf  die  richtige 
Bestimmung  der  Grrenzen  yi  =  (p{x)  und  ^2  =  '^{x)  zu  ver- 
^wenden.  Den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  Glei- 
chung (10.)  nennt  man  „ein  Doppelintegral^^. 


Am  besten  wird  man  das  angedeutete  Verfahren  durch 
die  Behandlung  einiger  Aufgaben  verstehen. 

Aufgabe  1.     Die  Gleichung 

(11.)  p{z  —  zo)  =  ooy 

stellt  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Paraholoid  dar;  man 
soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen,  welcher  oben  von 
dieser  Fläche,  unten  von  der  XF- Ebene,  vorn  und  rück- 
wärts von  den  Ebenen  y  =  c  und  y  =  d,  links  und  rechts 
von  den  Ebenen  x  =  a  und  x  =  b  begrenzt  wird.  Dabei 
ist  zo  so  groß  gewählt,  daß  das  durch  die  angegebenen 
Grrenzen  eingeschlossene  Stück  der  Fläche  oberhalb  der 
XF- Ebene  liegt. 

Auflösung.     In  diesem  Falle  ist 

(12.)  z*  =  zo  +  ^i    ^"  =  0; 

P 

die  Grenzen  der  Integrations -Veränderlichen  y  sind  kon- 
stant, denn  es  ist 

(13.)  ^  yi  =  c,    y2  =  d. 


396 


§  78.    Einfähnmg  mehrf acher  Integrale. 


Man  erhält  daher 

b        d 


(14.)      V  =  ß^ß^  -  ^'*)dy  =  ^ß^fip^  +  ^)^y 

a       e.  a       c 

a 
b 

=  ^jdx[2pzo{d  -c)  +  {cP  —  c8)x] 

a 


also 
(16.) 


{b—a){d  —  c) 
4p 


[4pzo  +  {a  +  b){c  +  d)]. 


Aufgabe  2.     Die  Gleichung 
(16.)  2p{z  —  zo)  =  y^  —  m^x^ 

stellt  ein  hyperbolisches  Parahöloid  dar;  man  soll  das  Vo- 
lumen des  Körpers  berechnen,  welcher  oben  durch  diese 
Fläche,  unten  durch  die  XF- Ebene  und  seitlich  durch  den 
Zylinder 

(17.)  x^-\-y^  =  «2 

begrenzt  wird.  Dabei  sei  zq  wieder  so  groß  gewählt,  daß 
das  von  dem  Zylinder  eingeschlossene  Stück  des  Paraboloids 
oberhalb  der  XF- Ebene  liegt. 

Auflösung.     Eine  Ebene,  welche  man  durch  den  Punkt 
Q  der  X-Achse  parallel  zur  FZ- Ebene  legt,  schneidet  aus 

dem  Körper  eine  Figur  F{x) 
aus,  welche  oben  durch  die 
Parabel 


(18.)  £r'  =  2"  (2p0o  +  y'  -  nflx^, 

unten  durch  die  Gerade 
(19.)  ^'  =  0 

^        und  seitlich  durch  zwei  Gerade 


r 
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Pi  und  WiP2  begrenzt  wird,  in  denen  der  Zylinder  von 
5er  Ebene  geschnitten  wird  (Fig.  123).    Dies  gibt 


)  V  =  jdxlzdy  =  ^  jdxl(2pzo  +  y^  —  rrfix^dy 


Ui 


^jdx^pzoy  +  ^  —  mh;h/j 


Fig.  134. 


In  diesem  Falle  sind  aber  yi  und  y2  Funktionen  von 
ienn  der  Schnitt,  welchen  man  durch  den  Punkt  Q  der 
Achse  parallel  zur  YZ- 
me  legt,  schneidet  den  be- 
nzenden Zylinder  in  zwei 
:aden,  welche  auf  der 
''-Ebene    in    den    Punkten 

und  TF2  senkrecht  stehen 
y.  124).     Deshalb  wird 


\  yi  =  —  ya*  —  x^ 

l 

.)    V=-^J2dxV^^^^[2pzo  —  m^x^  +  {{a^  —  x^)] 


Nun  ist  nach  den  Formeln  Nr.  122,   120  und  123  der 
>elle 

a?dx 


=  i  \x{2x'  —  a^)  Va2  — a^  +  o*arcsin  (|)1 , 
.)       Idzya?  —  ^  =  i)  Vc^  —  ^  +  9"  arcsinf -V 
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Dabei  muß  der  Punkt  Q  den  ganzen  Kreisdorclmiesser     1 1 
BÄ  durchlaufen,  d.  h.  Xi  ist  gleich  —  a  und  X2  gleich  +  a. 
Dies  gibt 

■f« 
(23a.)  '^^^  ^^^        '       "^         .    .       (^^ 


7?dxy  0?  —  0^  =  -j-  arcsinl 


+« 


(24  a.) 

also 
(25.) 


Idxy d^  —  x^  ^  a^arcsinl  =  ■ 


Y  = 


(6p«o  +  <!>%       (3»»2  +  V)a*n 


Qp 


a*yc , 


=  8^[8p.o  +  (l. 


24;? 

•m2)a2]. 


Fig.  125. 


Aufgabe  3.     Die  Gleichung 

(26.)  2pz  =  y^  —  m^a? 

stellt  wieder  ein  hyperbolisches  Paraboloid  dar,  welches  die 

XF- Ebene   in  den  beiden  Greraden  ÄC  und  BD  mit  den 

Grleichungen 

(27.)  y  =  -^  mx    und     y  =  —  mx 

schneidet  (Fig.  125);   man  soll  das  Volumen   des   Körpers 

berechnen,  der  oben  von  der 
Fläche,  unten  von  der  XY- 
Ebene  und  seitlich  von  dem 
Zylinder 

(28.)         7?  +  y'^  =  a^ 
begrenzt  wird. 

Auflösung.  Wenn  die  Kon- 
stante p  positiv  ist,    so  liegt 
nur  derjenige  Teil  der  Fläche 
über  der  XF- Ebene,  für  wel- 
chen y2  >.  ^2^  jg^.  ^^3  Körper- 
stück, welches  berechnet  wer- 
den soll,   liegt  also   ausschließlich  über  dem  schraffierten 
Teile  der  Figur.     Da  die  XZ- Ebene  und  die    FZ- Ebene 
Symmetrie -Ebenen  sind,   so  genügt  es,  das  Volumen  des 
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\ 

\ 


Körpers  zu  berechnen,  welcher  über  dem  Kreissektor  COE 
liegt,  wenn  man  das  gefundene  Eesultat  noch  mit  4  multi- 
pliziert.    Es  wird  also 

(29.)  F  =  4  Idxlzdy  =  ~  jdxjiy'^  —  m'^x^)dy, 


j^i     pi 


•Ti      yi 


wobei 

(30.)  y,=  QP,  =  mx,     y2=QP2  =  y^c^^=^, 

(31.)  a;i  =  0,     002=  OF  =  acosa  = -_^ 

yi-j-mr 

ist,  wenn  man  den  Winkel  XOC  mit  a  bezeichnet.  Es  ist 
nämlich  X2  die  Abszisse  des  Punktes  C,  für  den  die  beiden 
Gleichungen 

y  =  Ya^  —  x^     und     y  =  mx 
gemeinschaftlich  gelten,  für  den  also 

a^  —  X?  =  mra?^     oder    x>^(l  +  w^")  =  «" 
wird.     Deshalb  findet  man  aus  Gleichung  (29.) 

(32.)    V  =  ^ßx^^--m^x^y^  " 

=  ^jdx[Va?  —  x^{a?  —  a?  —  Sm^x^)  +  2m^oi^] 
=  ^  \a?ldxVcf^x^  —  (1  +  3w-)  jaPdxVä^^^ 

Xi  Xi 

fa 

2wi^  la^dx  . 


+ 


(33. 


Nun  ist  nach  Gleichung  (24.)  und  (31.) 
L)  fdxVc^^^^  =  [^yW^^r^^  +  |-  arc sin(^)l''* 


=  ^  [sin a cos«  +  arcsin(cosa)j 
"2  11+^"^  2       ""J' 


nach  Gleichung  (23.)  ist  ferner 
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(34.)    lx^dxVa?—x^  =  ^^2x2—  d?)yä?—a?+  a*arcsm(|)l 

=  Q-  [sinacosa(2cos2a  —  1)  +  arcsiii(co8o)]    I 


(1  +  »»2)2 


~8L 


+ 


f-«]' 


und  endlich  ist 


(35.)  jo^dx  =  I J I  =  ^  cos*o  = 


4(1  +  »»2)2 


folglich  wird  nach  Gleichung  (32.) 

2a*rl/__m_    ,  Jr_  \      l  +  3«»2/tn(l— m2)      ;r       \ 
3i)L2\l+»i2  +  2     V  8      \(l  +  m2)2+2      7 


+ 


«i^ 


oder 
(36.) 


2(1 +  »i' 


^]' 


7=^[2m  +  (l-m2)(j,_2a)]. 

Fig.  128. 


Aufgabe  4.  Aus  einer 
Kugel  mit  der  Gleichung 
(37.)  7?  +  f  +  z^—d?=^ 
bohren  die  beiden  E[reis- 
zylinder  mit  den  Glei- 
chungen 

(38.)  a?-\-y^  —  ax=^0 
und 

^  +  y^  +  öw;  =  0 

Öffnungen   heraus ;    wie 

groß  ist  das  Volumen  des 

übrig  gebliebenen  Teiles 

der  Kugel  (Fig.  126  und  127). 

Auflösung.  Die  XF- Ebene  schneidet  die  Kugel  in 
einem  Kreise  mit  dem  Halbmesser  a  und  die  beiden  Kreis- 
zylinder in  Kreisen  mit  den  Halbmessern  ^  (Fig.  126  und 
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127).  Legt  man  durch  den  Punkt  Q  der  X-Achse  einen 
Schnitt  senkrecht  zur  X-Achse,  so  schneidet  derselbe  aus 
der  Kugel  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser 

(39.)  QRi  -  ya2  — x2 

und  aus  dem  einen  Zylinder  die  beiden  Geraden  Pi'Pi  und 

P2*P2  (Fig.  128),  deren  Abstand 

vom  Mittelpunkt  Q   des 

Kreises     sich     aus     der 

Gleichung 

(40.)  x^  +  y^—ax  =  0, 

oder 


Fig. 

127. 

r  ^ 

r 

^ 

ßt 

c 

V 

) 

(40  a.)   y  =  Vax —  x^ 

ergibt.  Der  Durchschnitt 

des  Zylinders  über  0  WiA 

mit   der  Kugelfläche  ist 

in  Figur  126  durch  die 

Kurve  CPiÄ  dargesteUt. 

Da  der  Kreis  um  Q  auf 

der  Kugelfläche  liegt,  so 

genügen  die  Koordinaten 

der  Punkte  Pi  und  Pi    der  Gleichung  (37.),   die  man  auf 

die  Form 

1   z*  =  +  ya?  —  a?  —  jß, 
(41.)  , - 

bringen  kann.  Man  erhält  da- 
her für  den  Flächeninhalt  des 
Schnittes  P(x),  welcher  aus  den 
beiden  Kreissegmenten  P2R2P2 
und  PiEiPi*  besteht. 


(42.)    F{x) 


y\ 


z'')dy 


=  ^Jdy  yc? — x^ — y2  ^ 
wobei 

Kiepert,  Integral •Beohnong. 


2^ 
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(43.)    yi  =  QWi  =  yax  —  a^,    ya  =  Q-Ri  =  Va^^^  =  f 
ist.    Nun  wird  nach  Formel  Nr.  123  der  Taboue 

(44.)  ßlyy^Z^2  =  1  V^^p  +  J  arc 8in(D, 

folglich  ist,  wenn  man  <?  =^  o?  —  a?  setzt, 

(45.)  !.(.)  =  4[|T/^=^=^+^arc8in(^^)J. 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichimgen  (43.) 

F{p^  =  2(a2  —  o^)izxQ,^vcL\  —  aresin  V  — 2 0  ) 

—  ^ax  —  0?  Va-  —  ax, 
also 

(46.)  i^(x)  =  2(a2  — a:2)g_arcsiny-^)— 2(a  — x)Vai. 

Setzt  man  in  Formel  Nr.  98  der  Tabelle,  nämlich  in 

Judv  =  UV  — Jvdu, 

(47.)     w  =  -  —  arcsinl/      —  ?     rfi'  ^  (a^  —  2?)dx^ 

also 

(48.)  du  = p=  j     t*  =  (]?x  —  77  » 

2{a+x)V^  3 

so  wird 

,/ 


(49.)  ha?  —  x^(^  -  arcsinl  ^-)'^a; 

0 

=  [g-arcsin|/:-|-)(a^.-  |)J+  \j'^^^^ 
/x  .   i/r\2a3       1   A8a2  —  a!2)Väx  ^ 

Setzt  man  noch 
(50.)  X  =  a/-,     also     dx  =  2aidt^     Yä^  =  at  ^ 

so  wird 
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^     '  J        a+x  J  a(l  +  <2)     ^'*"*'        "7    «2^1 

0  0  0 

1 

-  2rf^(- C  +  P  +  2  -  j-|^)* 

=  2«.[-  ^  +  ^  +  2,  -  2arotg<|_  2^(g  -  0, 
also,  da  aresin T/^  gleich  ^  ist, 

(52.)  ßa^  -  a;2)g  _  aresin  ]/^)d^ 

^2^    JT       g8/32       3r\_32a3 
3  ■  i"*"  3\16       2/        45  ■ 

Außerdem  ist  mit  Rücksicht  auf  dip  Gleichungen  (50.) 

a  11 

(53.)  j{a—x)Väx.dx  =  a^j{l  —  t^)t.2tdt  =  2ofif{fi—t*)dt 

Deshalb  wird 
^)       V=2fF{x)dx 

0 
a  a 

=  'icka^ — ^Hq  —  arcsinl/— r— jdx  —  4/(a  —  x)yaxdx 
u  u 

128a3       16a8       16a? 


45  15 


Man  hätte  auch  das  Volumen  Vi  der  beiden  Zylinder 
berechnen  können,  soweit  sie  in  der  Kugel  liegen.  Zieht 
man  dann  das  gefundene  Resultat  von  dem  Volumen  der 
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ganzen  Kugel,  nämlich  von  — ö— »  ab,  so  ist  die  Aufgabe 

gelöst    Nach  Figur  126,  127  und  128  wird  bei  dieser  Be- 
handlung 

(55.)  Fi{x)  =  i/dyVa^  —  a^  —  f^ 

0 

wobei  wieder 

(56.)  yi  =  Q  Tf  1  =  Yax  —  x^ 

ist.     Dies  gibt  nach  Formel  Nr.  123  der  Tabelle 

(57.)  Fi{x)  =  2\yya^—a?-^+{a^—a?)8J^C8in(-—^.^ ' 

=  2(a  —  x)y€Üc  +  2{a^  —  a?\arcsinl/ — - —  j 

f  a  -\-  X 

folglich  findet  man 

a  a 

(58.)     Fl  =  2  JFi{x)dx  =  ij{a  —  x)Y^ .  dx 

+  4/(a2  —  a^^Narcsinl/  — .  —  dx. 
J  f  a  +  x 

ü 

Nach  Gleichung  (53.)  ist 

a 

(59.)  La  —  x)yc 

u 
Setzt  man  hier 

u  =  aresin  1/-  - .-    »     dv  =  (a^  —  x^)dx , 

also 

adx  „         a?^ 

a  w  = ,-r^  ?     v  =  a^x  —  77-  J 

2(a  +  x))/ax  3 

so  ergibt  sich  durch  partielle  Integration 

1    i%a?  —  x^)yRx,, 
'  '        dx. 


'^oa;.  dx  =  ---• 
15 


6  J         a  +  ^ 
u 
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Nun  ist  nach  Gleichung  (51.) 

J        a  ■\-x  \lo       2/ 

0 

folglich  wird 

(61.)    /(a2  _a:2)arcsin y—^da;  = 
u 

also 

.„.      ^       16a3      4aajr       128o3 
(62.)      7i  =  -^  +  -3 -^- 
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(63.) 


Deshalb  findet  man  wieder 
4a% 


7  = 


Fi  = 


3      4 

3Vl5 

a% 

32a3 

3 

45  • 

4a8jr 
3 

16a3 
9 

16a3 

=   ■ • 

Mit  demselben  Rechte,  mit  welchem  man  bisher  die 
Schnitte  senkrecht  zur  X-Achse  legte,  darf  man  natürlich 
auch  zunächst  Schnitte  senkrecht  zur  F- Achse  oder  senk- 
recht zur  ^T- Achse  legen.  Wenn  man  z.  B.  in  der  letzten 
Aufgabe  den  Körper,  dessen  Volumen  berechnet  werden 
soll,  durch  Schnitte,  senkrecht  zur  ^T- Achse,  in  Schichten 
zerlegt,  so  stellt  Figur  129  einen  solchen  Schnitt  dar,  wo- 
bei OS  =  z  der  Abstand 
dieses  Schnittes  von  der 
ZF- Ebene  ist.  Die  Kugel 
wird  in  einem  Kreise  mit 
dem  Halbmesser 


Fig.  19ft. 


(64.)    SL  =  ya^  —  z^, 
und   die   beiden   Zylinder 
werden    in    Kreisen     mit 


dem 


Halbmesser    ^ 


ge- 


schnitten. Da  die  Achsen  SL  und  SM  die  Figur  in  4 
symmetrische  Teile  zerlegen,  so  ist  der  Flächeninhalt  dieses 
Schnittes 
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fi 


(65.)  F{z)  =  4:SPiM  =  4/0/^  —  y**)dx, 

0 

wobei  JP*    ein   Punkt   der  Kugel   und  P"    ein   Punkt  de 
Zylinders  ist,  so  daß 

(66.)  y*  =  ya^  —  z^  —  a^,    y''  =  yax  —  aß 

wird,  folglich  erhält  man 

(67.)  F{z)  =  4/(Va2  —  z^  —  a?  —  yax  —  x^)dx. 

0 

Im  Punkte  Pi  werden  y*  und  y**  einander  gleich;  ni 
findet  daher  den  Wert  von  Xi,  indem  man 

(68.)  y*  =  y*\    oder    a?  —  z^  —  ofi=^ax  —  x^ 

setzt;  dies  gibt 

^2 z2 

(69.)  x,=  - -' 

a 

Nun  wird  nach  Formel  Nr.  123  der  Tabelle 
(70.)  fVa^  —  z^-x^.dx 


.)  fya?  —  z^-, 

=  T^ya?  —  z^  —  a?  H ^ —  arcsin(— t —     -  ) 

oder,  wenn  man 

(71.)  0  =  acos9), 

also 

q2 ^2 

(72.)        «2  —  ^2--  ^2  sin^g),     xi  = =  aB,VD?q> 

a 
setzt, 

(73.)  fya?-z^  —  a?dx  =  \^ ya^sm'g)  —  :;^ 

,   a^sin^o)         .    /     x    \f^ 
H ö"^  arcsmf — : —  ) 

2 

=  -^  sin-9)(sin9)cos9)  +  ^p). 

Femer  ist,  wenn  man 
(74)  X  =  asin^f , 

also 
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(75.)  a — x=acos%  Yax — a?=asiiLtc^0Bt^  dx=2asinfcos^d^ 
setzt, 

(76.)  fdxyax—a?  =  2d?ßmH  cosHdt = 2a^J{cosH  —  cos^^)^^ 

0  0  0 

r    1  1  1  / 

=  2^2  — jcos^sinf +  oCOs^sinf  +  öH 

=  —  [sing)  cos  9)(1  —  2cos^q))  +  y]. 
Aus  den  Gleichungen  (67.),  (73.)  und  (76.)  folgt  daher 
(77.)  F(z)  =  4tfdxVa?  —  z^  —  t?  —  A/dxVax  —  a? 

0  0  I 

=  2ä?^\i^(f{smq)  QOS(p-\-g))—(j?[sijig)  cos^l— 2005^9))+ gp] 

=  a^  [sin  (f  cos  y  +  9)(2  sin^y  —  1)] . 

Dies  gibt  nach  Gleichung  (71.) 

a  0 

(78.)  Y  =  2fF{z)dz  =  ^a^J{ —  sin^y Q0Bq)—.2(psiT?qi'^ipBixi(p)d(p 

=  2a^    /sYD?(p(^osq)d(p — Jg){smg)  —  2sin^9))d9)  . 
L  0  0  J 

Dabei  ist 


n 


2  -  —        ^ 

(79.)  fsin^ip  cos  y dg)  =  g  [sin^g)]^  =  ^  ; 

sodann  findet  man  durch  partielle  Integration 

Jg){8m(p  —  2sin^^)dq>  =^Jq}{2cos^q)  —  l)sinq>dg) 
=  (f.(co3(p  —  ^  cos^y  j  —  if  cosy  —  ^  cos^q)jd(p 

=  gpfcos^)  —  ^ cos^g) j  —  ff ö^  +  Q  sin^^pj cos 9)^9) 

/  2       „  \      1    .  2.3 

=  q)lcos(p  — ö^os^y  j  —  ^  siny  —  —  sin^y, 

also 
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(80.) 


Deshalb   wird   nach    den    Gleichungen   (78.)  und  (79.) 
wieder 

<81.,  .=  2..(|  +  |)  =  i^. 


§  74. 

Theorie  der  mehrfachen  Integrale. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  199.) 

Wie  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  zu  ersehen 
ist,  wird  man  durch  die  Kubatur  der  Körper  auf  Doppd- 
integrale  geführt,  und  zwar  in  folgender  Weisa    Es  war 

(1.)  Fix)  =fnx,  y)dy, 

wobei 

(2.)  fix,  y)  =  z'-  z"  =  gix,  y)  —  Ä(x,  y) 

und 

(3.)  z'=9ix,y\     z''  =  Mx,y) 

die  Gleichungen  der  beiden,  den  Körper  oben  jund  unten 
begrenzenden  'Flächen  [sind.  Bei  dem  in  Gleichung  (1.) 
aufgesteUten  Integrale  ist  y  die  Integrations -Veränderliche, 
während  x  als  Konstante  betrachtet  werden  muß.  Deshalb 
dürfen  auch  die  Grenzen 

(4.)  yi  =  q>ix),     yi  =  tpix) 

dieses  Integrals  noch  Funktionen  von  x  sein,  wobei  die 
Gleichungen  (4.)  auf  der  XY- Ebene  senkrecht  stehende 
Zylinder  darstellen,  welche  den  Körper  vom  und  rückwärts 
begrenzen.     Das  Volumen  des  Körpers  wird  dann 

(6.)  y  =/Fix)dx  =/dx/fix,  y)dy. 
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Dabei  kann  der  Fall  eintreten,  daß  der  Körper,  dessen 
Tolumen  bereclmet  werden  soU,  allseitig  von  krummen 
Tlächen  begrenzt  wird,  die  weder  Zylinderflächen  noch. 
Ebenen  sind.  Man  denke  z.  B.  an  das  Volumen  des  drei- 
achsigen EUipsoids.  Die  vorstehende  Untersuchung  bleibt 
aber  auch  dann  noch  richtig;  es  schrumpfen  aber  die 
Zylinder 

2/1  =  Vi^)    und     2/2  =  M.x) 
zu  Kurven  und   die  begrenzenden  ebenen  Figuren  in  den 
Ebenen 

x  =  a    und     x=^h 
zu  Punkten  zusammen. 

Aus   dem  Vorstehenden  folgt   gleichzeitig,    daß    auch 
umgekehrt  ein  solches  Doppelintegral  stets  als  das  Volumen 
eines  Körpers  Ijetrachtet  werden  kann,  der  oben  von  der 
Fläche 
(6.)  z  =  f{x,y), 

unten  von  der  XF- Ebene,  vom  und   rückwärts  durch  die 

Zylinder  y.^  ^ 

(7.)     yi  =  (p{x),     y2  =  xp{x),  z 

links   und   rechts  von   den 

Ebenen 

(8.)  aJi  =  a,  X2  =  b 
begrenzt  wird.  Die  Rich- 
tigkeit dieser  Behauptung 
folgt  aus  Figur  130;  dabei 
entspricht  der  Gleichung 
(6.)  die  Fläche  CDFE,  den 
Gleichungen  (7.)  entsprechen 
die  Zylinder  CCiEiE  und 
DDiFiF,  und  den  Glei- 
chungen (8.)  entsprechen 
die  Ebenen  CCiDiD  und  EEiFiF. 

Für  einen  konstanten  Wert  von  x,  z.  B.  für  x  =  OR 
erhält  man  eine  Ebene,  senkrecht  zur  X-Achse,  welche  aus 
dem  Körper  die  ebene  Figur 
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(9.) 


Fig.  181. 


GGiHiH=  F(x)  =/f{x,  y)dy 

ausschneidet. 

Aus  dieser  geometrischen  Deutung  des  Doppelintegrals 
folgt  auch,  daß  es  als  eine  Summe  von  zweifach  unendlich 
vielen,  unendlich  kleinen  Größen   aufgefaßt  werden  kann. 

Der  betrachtete  Körper  wird 
nämlich  durch  die  Schnitte, 
senkrecht  zur  X-Achse,  in 
unendlich  viele,  imendHch 
dünne  Schichten  zerlegt, 
und  jede  solche  Schicht 
wird  wieder  durch  Schnitte, 
senkrecht  zur  F- Achse,  in 
unendlich  viele,  unendlich 
dünne  Säulchen  (Fig.  131) 
zerlegt,  deren  Höhe 
(10.)     QP=z  =  f{x,y), 

und  deren  Grundfläche  ein 
unendlich  kleines  Rechteck 
QQ1Q3Q2  ndt  den  Seiten  dx, 
dy  und  dem  Flächeninhalte 
dxdy  ist. 
Da  bei  der  Integration  in  bezug  auf  y  die  Größen  x 
und  dx  konstant  bleiben,   so  kann  man  natürlich  die  Glei- 
chung (5.)  auch  in  der  Form 

(11.)  V=f  ff{x,y)dxdy 

schreiben,  wobei 

(12.)  f{x^  y)dxdy  =  zdxdy 

das   Volumen    eines   solchen   unendlich    dünnen    Säulchens 

QQ1Q6Q2PP1P3P2  ist. 

Auch  die  Reihenfolge  der  Integrationen  darf  man  ändern, 
denn  man  kann  die  unendlich  dünnen  Säulchen,  welche  zu 
demselben  Werte  von  y  gehören,  durch  Summation  zu  einer 
unendlich  dünnen  Schicht  vereinigen,  welche  zur  X^T-Ebene 
parallel  ist,  und  dann  durch  Summation  aller  dieser  Schichten 
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den  ganzen  Körper  erhalten.  Zu  beachten  ist  aber,  daß 
hierbei  im  allgemeinen  auch  eine  Änderung  der  Integrations- 
grenzen  stattfindet. 

Nur  in  dem  Falle,  wo  die  Integrationsgrenzen  g){x)  und 
^x)  von  X  unabhängig  sind,  werden  die  Zylinder 
(13.)  y  =  ^{x)     und     y  =  tp{x) 

in  Ebenen 

(14.)    y  =  c    und    y  =  d 

übergehen  (Fig.  132).     Dann  folgt  aus   der  geometrischen 
Deutung   des   Doppelinte- 
grals ohne  weiteres 


Fig.  132. 


(15.)      fdx/f{x,y)dy  = 

a        e 
d       ö 

ßyff{x,^)dx, 

e       a 

denn  in  diesem  Falle  ist 
der  Körper  begrenzt  von 
der       krummen      Fläche 
z  z=  f(Xj  y),  von  der  XY- 
Ebene  und  den  4  Ebenen 
CiCDDu    EiEFFi, 
CiCEEi,    DiDFFi 
mit  den  Gleichungen 
(16.)  a;  =  a,     x  =  bj 

Dies  gibt  den  Satz: 

Sind  die  Grenzen  eines  Doppelintegrals  in  bezug  auf  x 
und  y  konstante  Oröfien,  so  unrd  der  Wert  des  Doppdinte- 
grals  nicht  geändert,  wenn  man  die  Reihenfolge  der  Inte- 
grationen in  bezug  auf  die  beiden  Veränderlichen  x  und  y 
umkehrt  und  die  Integraiionsgrenzen  unverändert  läßt. 


y=c^    y  =  d. 


Jetzt  ergibt  sich  von  selbst,    was    man   unter   einem 
dreifachen  Integrale 

b      \p{x)     ^x,  y) 

fdxjdy  ff{x,  y,  z)dz 

a     ip{x)     h{x,  y) 
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zu  verstellen  hat.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  ein 
n-faches  Integral  erklären  und  als  eine  Summe  von  n-fach 
unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Größen  deuten. 

Es  ist  möglich,   das  Volumen  eines  Körpers  auch  als     | 
ein  dreifaches  Integral  darzustellen,  denn  es  ist 

z'  —  0"  =fdz  =fdz, 
also 

b      tfix)    g{x,y)         b    y^x)    ffix,y) 

(17.)  V  =Jdxßy  /dz  =/  /     /dxdydz. 

a      (p{x)    h{x,y)         a    y(x)    ^(:r,  y) 

Hierbei  ist  dxdydz  ein  imendlich  kleines  rechtwinkliges 
Parallelepipedon  (Fig.  133),  welches  das  Vdumendemeni  ge- 
nannt wird.  Die  angegebenen  Integrations- 
grenzen deuten  darauf  hin,  daß  man  zuerst 
in  bezug  auf  z^  dann  in  bezug  auf  y  und  zu- 
letzt in  bezug  auf  x  integrieren  soll.  Man 
darf  aber  auch  die  Reihenfolge  der  Inte- 
grationen ändern,  nur  muß  man  dabei  beachten,  daß  sich 
dann  im  allgemeinen  auch  die  Integrationsgrenzen  ändern. 
Wenn  man  z.  B.  zuerst  in  bezug  auf  x  integriert,  so  sind 
die  Grenzen  Xi  und  X2  im  allgemeinen  noch  Funktionen 
von  y  und  2,  welche  durch  die  Gleichungen  der  begrenzen- 
den Flächen  beslimmt  sind. 


§  75. 

Einführung  von  neuen  Integrations -Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  200  bis  202.) 

Wie  man  bei  den  einfachen  Integralen  durch  Sub- 
stitution eine  neue  Integi'ations -Veränderliche  zur  leichtern 
Ermittelung  des  gesuchten  Integrals  einführte,  so  kann  man 
auch  bei  den  ?i- fachen  Integralen  durch  Substitution  « 
neue  Veränderliche  einführen  und  dadurch  möglicherweise 
die  Berechnung  des  mehrfachen  Integrals  wesentlich  er- 
leichtern.    Bei  einem  Doppelintegrale 
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(1.)  V=f  ff{x,y)dxdy 

a    fp{x) 

setze  man  z.  B. 

(2.)  X  =  A(w,  v),    y  =  f4,u,  v) 

und  mache  u  und  v  zu, Integrations-Veränderlichen.  Während 
aber  bei  der  Darstellung  von  V  durch  Gleichung  (1.)  kon- 
stante Werte  von  x  Schnitte,  senkrecht  zur  X-Achse, 
lieferten ,  erhält  man  für  u  =  c  aus  den  Gleichungen  (2.) 
die  Gleichungen 
(3.)  X  =  fi{c,  v),    y  =  f^c,  v), 

welche  für  jeden  Wert  von  c  einer  Kurve  in  der  XF- Ebene 
oder  einer  Zylinderfläche  im  Räume  entsprechen.  Ebenso 
erhält  man  für  konstante  Werte  von  v  aus  den  Gleichungen 
(2.)  wieder  Zylinderflächen,  welche  auf  der  XF-Ebene  senk- 
recht stehen.  Setzt  man  z.  B. 
(4.)  x  =  rcos<p^     y  =  rsm(p^ 

indem  man  die  beiden  neuen  Integration^- Veränderlichen 
mit  r  und  gp  bezeichnet,  so  erhält  man  für  konstante  Werte 
von  r  konzentrische  Kreise 
(Fig.  134),  bezw.  koaxiale 
Kreiszylinder,  und  für  kon- 
stante Werte  von  9)  gerade 
Linien  durch  den  Nullpunkt, 
bezw.  Ebenen  durch  die 
Z'  Achse. 

So  lange  x  und  y  die 
Integrations  -Veränderlichen 
waren,  mußte  man  sich  den 
Körper  in  zweifach  unendlich 
viele,  unendlich  dünne  Säul- 
chen zerlegt  denken,  deren 
Höhe  ^  =  A^jy)j  ^^<i  deren 

Grundfläche  ein  B/echteck  mit  den  Seiten  rfx,  dy  und  dem 
Flächeninhalte  (ixdy  ist.  Jetzt  wird  der  Körper  auch  in 
zweifach  unendlich  viele,  unendlich  dünne  Säulchen  mit 
der  Höhe 


Fig.  LS4. 
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(5.)  z  =  f{x,y)  =  f[fi{u,v),    Mu,v)] 

zerlegt,  aber  die  Grundflächen  PPiP^P2  (Fig.  135)  sind  nicht 
mehr  Rechtecke  mit  dem  Flächeninhalte  dxdy^  sondern 
kleine  Vierecke  mit  den  Ecken  P,  Pi,  P3, 
P2.  Die  Koordinaten  dieser  Punkte  ent- 
sprechen nach  den  vorhergehenden  Aus- 
führungen bezw.  den  Werten  (u,  r), 
{u  +  du ,  v),  {u  +  dw,  V  +  äv)^  (w,  v  +  dr), 
d.  h.  es  wird 


Fig.  185. 


(6.)     a:i  =  x  +  -^dw, 

öx  öx 

(8.)     a;3  =  aj  +  ^-<Zu  +  g^di;, 


Nun  ist  der  Flächeninhalt  des  Vierecks  PPiPjjPo,  da 
man  die  Seiten  als  gerade  Linien  betrachten  kann, 
(9.)     ö  =  i  [x{yi  —  yz)  +  Xiiy^ —y)  +  X'd{y2  —  yi)  +  x4y— y^)\ 

=  i  [(^3  —  x)  (1/2  —  2/1)  —  {xz  —  Xi)  {ys  —  y)] , 
oder 

Xs  —  Xj      X2  —  Xi 

2/3  —  2/,     2/2  —  2/1 
Dies    gibt    mit    Rücksicht    auf    die    Gleichungen    (6.) 
bis  (8.) 


(9a.) 


2G 


2G 


öx  öx 

du  dv       ' 


dv 


du 


dv 


:.d^  +  l^äv, 


dx 
dv 


dv . 


dx 
du 

du 


du 


du 


oder,   wenn   man   die  Elemente   der  zweiten  Kolonne  von 
denen  der  ersten  Kolonne  subtrahiert. 


(10.)  20  =  2du 


also 


dx 
du  ' 

dy  ^ 
du  ' 


dx  j        dx  j 

-^-  -dv =r-  du 

dv  du 


dy  , 
^•^-  dv 
dv 


du 


=  2dudv 


dx 
du 

dy 
du 


öx| 
dv 

dy\ 
dv  I 
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(10  a.) 


o 


( 


dx  dy       dx  dy\ 
dv  du) 


dudv*). 


öx  öv 
so    gewählt   werden,    daß    der   Ausdruck    -^  ~- 


\,du  dv 

Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  u  mit  v,  so  ändert 
sich  das  Vorzeichen  von  G.  Da  nun  bei  dieser  Darstellung 
die  Veränderlichen  u  und  v  gleich  berechtigt  sind,  so  ist 

<■•»>■)     <'~±(Sit-^^*''- 

und  zwar  ist  das  Vorzeichen  immer  so  zu  wählen,  daß  O 
positiv  wird.    Auch  müssen  die  Grenzen  von 

u     und     V 

dx  dy 
dv  du 

innerhalb  dieser  Grenzen  das  Vorzeichen  nicht  wechselt. 
Deshalb  ist  das  Volumen  eines  solchen  Säulchens 

tu.)  ±rt^v)-(£|-*^||>^.. 

und  das  Volumen  des  ganzen  Körpers 

wobei  man  für  x  und  y  noch   die  in   Gleichung  (2.)  an- 
gegebenen   Werte   einsetzen    und    die   Integrationsgrenzen 
passend  bestimmen  muß. 
Den  Ausdruck 

dx      dx 

du      dv 

dy^     dy_ 

du      dv 
nennt  man  „die  Funktionaldeterminante''. 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (12.)  folgt  ganz  allgemein 
für  die  Doppelintegrale  die  Formel 


(13.) 


dx  dy 
du  dv 


dx  dy 
dv  du 


a    tp{x) 


o    ff{u) 


*)  Die  Bechnniig  ist  ancli  sehr  leicht  ohne  Anwendung  der 
Determinanten  ausziif üliren ,  indem  man  in  Gleichung  (9.)  die  Werte 
von  x^  —  x,  t/i^yi,  x,2  —  Xi,  y^  —  y  einsetzt. 
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Für  den  Fall,  daß  man  durch  die  Gleichungen 

(15.)  x  =  rco8q),    y  =  rsm^ 

ebene  Polarkoordinaten  einführt,  wii-d  z.  B. 

öx  öx 

(^6.)  ^~  =  cos9),    ^— =  — rsin^, 

dy  dy 

(17.)  ^^-  =  sinf/),     ^  =  +  rcos^; 

die  Funktionaldeterminante  ist  daher 
^^^,  dx  dy       dx  dy  „      , 

folglich  geht,  da  r  immer  positiv  ist,  Gleichung  (14.)  über  in 
(19.)     //fix,  y)dxdy  =//f{r  cos  ff ,     r sin  ^) .  rdq^dr . 

a    (fix)  a    ff{tp) 

Hier  ist  vorausgesetzt,  daß  man  zuei'st  in  bezug  auf  f 
und  dann  in  bezug  auf  y  integriert;  man  kann  aber  auch 
zuerst  in  bezug  auf  (f  und  dann  in  bezug  auf  r  integrieren, 
nur  muß  man  dann  die  Grenzen  anders  bestimmen. 

Das  in  Gleichung  (19.)  enthaltene  Resultat  findet  man 
noch  leichter,  wenn  man  beachtet,  daß  die  Gnmdflächen 
PP1P3P2  in  diesem  Falle  kleine  Rechtecke  mit  den  Seiten 
nhp  und  dr  sind  (Fig.  134). 

Wie  nützlich  die  Einfühlung  von  neuen  Integrations- 
Veränderlichen  mitunter  bei  der  Ermittelung  von  Doppel- 
integralen ist,  kann  man  z.  B.  aus  den  in  §  73  behandelten 
Aufgaben  ersehen.     So  war  in  Aufgabe  2 

(20.)  7  =  l^j  l{2pz,  +  f-  -  mWa-%. 

Führt  man  in  diesem  Falle  für  die  rechtwinkhgen 
Koordinaten  x  und  y  ebene  Polarkoordinaten  dui*ch  die 
Gleichimgen  (15.)  ein,  so  erhält  man  nach  Gleichung  (19.) 
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(a.) 


0         0 


2jc        a 

[2pzQ  +  /^(sin^^)  —  ni^cos'g>)]rdr 


2jt 


0 

und  dies  gibt  nach  Formel  Nr.  99  und  100  der  Tabelle  in 
Übereinstinunung  mit  dem  früher  gefundenen  Resultate 

^^     _        a2r                  1  +  ^2        .                      i_^2        -12^ 
ßi)    F  =  ^|^4p2roV 2 — Ä^sm^cos^pH ^ — a^^^ 


=  ^[Sp^o  +  a-m^a^' 


In  Aufgabe  3  (vergl.  Fig.  125)  sollte 
(23.)  F=.  -  I  f{f  —  nfi7?)dxdy 


•Ti   y\ 


berechnet  werden,  wobei 

«  =  tga,  yi  =  mx^  y2  =  Va^  —  aP,  a;i  =  0,  X2  =  acosa 
war.  Durch  Einführung  von  Polarkoordinaten  wird  nach 
Gleichung  (19.) 

n 

(24.)  V=  -  jd(p  jr^{s\v?fp  —  m-CQ^-(f)rdr 


m-cos^q))dq)^ 


also  nach  Formel  Nr.  99  imd  100  der  Tabelle 


(25.)    V^-r-[ —  (1  +  m2)sin^cos9)  +  (1  —  m-)q)] " 

dtp  a 

=  j-  (1 — »»2)—  -j-  (1  +  m2)  sina  cosa  —  (1  —  m^)a  , 


Ki«pflrtv  Integral 'Reehnung. 


^ 
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oder,  da  l  +  m^  =  l  4-  te^a  =  — s-  ist, 

'  '  '       ^  008%       ^ 

(26.)  F=  g  [2m  +  (1  -  tn^(^  -  2«)]. 


Bei  Aufgabe  4  war  nach  den  Grleichungen  (42.),  (43.) 
nnd  (54.)  in  §  73 

a       Ka*— JE« 

(27.)  7  =  8/  fVa^  —  a?  —  y^.dxdy. 

Durch  Einführung   von    Polarkoordinaten    wird   nach 
Gleichung  (19.) 


n 

2        a 


(28.)  V=8  fdg>jrdrya^  —  r», 

also  nach  Formel  Nr.  124  der  Tabelle 


(29.)  V  = 


=  8  IdJ—  ~  (a2  _  r^)Y^—  r^T 


=  —^  js\TiP(pd(p  = Q~/(l  —  cos2gc>)d(cosg)). 

0  t» 

Dies  gibt  wieder 

n 

(30.)  F= g-  cosg)  —  gCosV     =-g— • 


Mitunter  wird  man  sogar  bei  Anwendung  derartiger 
Substitutionen  einfache  Integrale  dadurch  ermitteln,  daß  man 
sie  auf  Doppelintegrale  zurückfülirt.     Es  sei  z.  B. 

oo 

(31.)  J=le-'^dx 

zu  berechnen ;  dann  ist  auch,  wenn  man  x  mit  y  vertauscht, 
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(32.) 


J  =  J€r^dy. 


Indem  man  die  Gleichungen  (31.)  und  (32.)  miteinander 
multipliziert,  erhält  man 


(33.) 


J2 


=  ler^  dx  ler^dy  =  j    jer^^'^f^dxdy . 


Fig.  196. 


Dieses  Integral  stellt  das  Volumen  eines  Körpers  dar, 
welcher  oben  durch  die  Rotationsfläche 
(34.)  £r  =  e-<^+y»), 

unten  durch  die  XY- 
Ebene  und  seitlich 
durch  die  JT^Z"- Ebene 
und  durch  die  FZ- 
Ebene  begrenzt  wird 
(Fig.  136).    . 

Durch  Einführung 
von  Polarkootdinaten 
findet  man  daher  nach 
Gleichung  (19.) 

n 
~2    oo 

(ßo,)J^=fle-^rdq>dr. 


2    oo 


Dies  gibt,  indem  man 
(36.)  r^  =  —  t,     also     2rdr  =  —  dt 

setzt, 

n  n 

2 


n 

2     — oo 


(37.)  J'  =  -\jdipjm  =  -\jd^[^i^=\fd<p  =  ''^. 

0         0  0  0 


folglich  wird 

(3a) 


j=ler^dx  =  \y~jc. 


Dieses  Integral  spielt  eine  wichtige  Rolle  in  der  höheren 
Vermessungskunde. 

27* 
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§  76. 

Komplanation  der  Flächen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  203.) 
Wie  man  sich  den  Bogen  einer  Kurve  zusammengesetzt 
denken  kann  aus  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Sehnen 
ds,  d.  h.  wie  man  den  Bogen  einer  Kurve  als  ein  Polygon 
mit  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Seiten  betrachten 
kann,  so  kann  man  sich  eine  gekrümmte  Fläche 
(1.)  F(x,  y,  £?)  =  0,     oder    z  =  f{x,  y) 

aus  zweifach  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  ebenen 
Stücken  zusammengesetzt  denken,  man  kann  also  die  ge- 
krümmte Fläche  als  ein  Polyeder  mit  zweifach  unendlich 
vielen,  imendlich  kleinen  Seitenflächen  betrachten. 

Verbindet  man  nämlich  einen  beliebigen  Punkt  P  der 
Fläche  mit  allen  unendlich  nahen  Punkten  durch  gerade 
Linien,  so  sind  diese  geraden  Linien  Tangenten  der  Fläche 
im  Punkte  P  und  liegen  im  allgemeinen  sämtlich  in  einer 
Ebene,  welche  die  Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte 
P  genannt  wird  und  die  Gleichung 

(2.)  Fi{x^  -x)  +  F2{y'  —  y)  +  Fs{z*  -z)  =  0, 

oder 

dz  ,  .        .   .    dz 


(2a.) 


'^-'=öx^^ 


^)  +  ö^(y'-y) 


Fig.  137. 


hat.     (Vergl.  D.-R,  Formel  Nr.  242  der  TabeUe.) 

Legt  man  also  wieder  unendlich  viele  Schnitte,  senk- 
recht zur  X-Achse  und  senkrecht  zur  F- Achse,  so  zerteilen 
diese  die  Fläche  in  unendlich  viele,  un- 
endlich kleine  Vierecke  PP1P3P2,  deren 
Eckpunkte  sämtlich  in  der  Tangential- 
ebene des  Punktes  P  liegen  (Fig.  137). 
Man  kann  also  das  Viereck  PP1P3P2  als 
eben  betrachten  und  findet  den  Flächen- 
inhalt dO  desselben  aus  der  Gleichung 
(3.)  PPiPaP2  .  cos/  =  dO  .  cosy 

=  QQ1Q3Q2  =  dxdy, 
^s  wobei     QQ1Q3Q2     die     Projektion     von 
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PP1P3P2  auf  die  JTF- Ebene  und  7  der  Winkel  ist,  welchen 
lie  Tangentialebene  des  Punktes  P  mit  der  XF- Ebene 
)üdet*). 

*)  Der  hierbei  angewendete  Satz  ergibt  sich  unmittelbar  aus 
rigor  138. 

Wird  nämlich  das  beliebige  Viereck  PP^F^P^  in  der  Ebene  s  auf 
ie  Ebene  «j  projiziert,  so  liegen  die  Lote  QPy  QiPi,  Qe-^a»  Qi^a 
»'eiche  man  bezw.  von  den  Punkten  P,  Pj,  P3,  Pg  auf  die  Ebene  «^ 
ällt,  in  den  Ebenen  PSQ,  PiS^Qu  Pa-^aQa»  Pa-^aQs»  welche  durch  die 
^kpunkte  des  Vierecks  PPjPgP2  hindurchgehen  und  auf  der  Schnitt- 
Inie  AB  der  Ebenen  e  und  «j  senkrecht  stehen.  Die  Winkel  PSQ, 
\'^iQif  Pa'^aQa»  P2'^2Q2  ^^^^  ^^^  ^®°^  Neigungswinkel  y  gleich,  so  daß 


SQ  =  SP.  cosy 

Fig.  laa 

L). 

S,Q,  =  S,P,.cosy, 

^ 

S8%=SsJ8-cosr, 

*  ^"^ 

[S3Qj  =  SijPs.cosy 

8               N 

it.      Da    nun   das    Fa- 

/  A 

^---:?^ 

alleltrapez 

/  / 

^ 

\ 

•■QQiSi  = 

/// 

// 

\ 

i(SQ  +  SM.SSi, 

'^// 

// 

/ 

/ 

md  das  Paralleltrapez            / 

//5 

V 

^/ 

/ 

»PPJ&l  =                    -«^ 

/      / 

A 

.      / 

V^ 

i(6P  +  SiP0.ÄSi,        ^ 

/      / 

/ 

^- 

/  \ 

0   folgt   mit  Rücksicht 

kr 

Z 

V 

\ 

\ 

nf  die  Gleichungen  (4.), 

^  >/^  V 

/ 

>s 

\ 

^ä\     ^ 

/  } 

ft 

^x 

Aß 

/ 

^ 

V 

\ 

fi^PPiSi.cosy. 

K 

/^ 

h 

''  V 

s 

Ebenso  findet  man 

5-)                               SiQiQsSs 

=  S,P,P,S,, 

cosy, 

7.)                               SaQsQsS« 

=  ^8^8^3^2  • 

cos;', 

3.) 

SjQaeS 

=  S,P,P 

s  . 

cos 

7' 

Dies  gibt 

9.)       QeiQae2  =  ÄiQiQa^a  +  Äaeae2^2  -  ^2^2«^  -  -»««i^i 

=  (SiPiPa^a  +  S^P^P^S^-S.;,P,PS-SFP,SOcosy 
=  PPiPgPg.  cosy. 
In  ähnlicher  Weise  kann  man  zeigen,    daß   die  Projektion  jP^ 
ines  beliebigen  Polygons  F  in  der  Ebene  e  auf  eine  andere  Ebene  «j 
gleich  F .  cos  y  wird,  wenn  y  der  Neigungswinkel  zwischen  den  beiden 
Hbenen  ist.    Da  man  eine  krummlinig  begrenzte  Figur  als  ein  Polygon 
alt  unendlich  vielen  Seiten  betrachten  kann,  so  gilt  die  Formel 
10.)  Fi  =  F.cosy 

kuch  für  jede  beliebige  ebene  Figur  F  und  deren  Projektion  F^« 
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Dabei 

(11.)     cos  7 


Dabei  ist  nach  Gleichung  (2.)  und  (2  a.)  in  diesem  Falle 

2^3  1 


folglich  wird 

(12.)  dO  =  ^^^  =  ^^VW+W+F?, 

oder 


(12a.)  .O  =  .x.,yH-(0+0. 

Die  Integration  dieses  Ausdruckes  in  bezug  auf  y  be- 
deutet, daß  man  alle  diese  unendlich  kleinen  Vierecke  sum- 
miert, welche  zu  demselben  Werte  von  x  gehören.  Die 
erste  Integration  gibt  also  einen  unendlich  dünnen  Flächen- 
streifeui 

Integriert  man  dann  noch  in  bezug  auf  x,  so  erhält  man 
die  ganze  Oberfläche 

a     <p{x)  a      q>{z) 

Die  Berechnung  des  Inhalts  krummer  Oberflächen  nemi-'*^ 
man:  „Komplanation  der  Flächen'^ 


§  77. 

Übungs- Beispiele. 

Aufgabe  1.    Die  Gleichung 
(1.)  pz  =  xy 

stellt  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Parabdoid  dar;   man 
soU  den  Inhalt  der  Oberfläche  zwischen  den  Ebenen 
(2.)  x  =  0    und    x  =  a,    y=  0    und    y  =  b 

berechnen. 

Auflösung.  Das  hyperbolische  Paraboloid  wird  von  den 
begrenzenden  Ebenen  in  geraden  Linien  geschnitten,  so  daß 
die  gesuchte  Fläche  die  Seiten  eines  räumlichen  Vierecks 
miteinander  verbindet.     Aus  Gleichung  (1.)  folgt  dabei 
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^  dz        y       dz        X 

ox       p      äy       p 

deshalb  wird 

a       b 

(5.)  0  =  -  fe /rf?/  VF+^H^  • 

Dies  gibt  nach  Formel  Nr.  129  der  Tabelle 

Setzt  man 

so  wird 

(a)  t;=i)2a:  +  ^  =  |(3y  +  x2), 

f   , 

xdx  xdx 

(9.)         du  = 


_(yj?^  +  6^  +  a:^— &Mg         a:dx  M) 
~  {p^  +  a?)  y~p^  +  62^^      P^  +  ^ 
hxdx 

folglich  erhält  man  nach  der  Formel 

fudv  =  UV  — fvdu  ■  *  f ) 

durch  partielle  Integration 

<-'>'+-'-('±-^^- 
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Nun  ist  nach  Formel  Nr.  127  und  35  der  Tabelle 

dx 


'''■'k 


yj,2"+ 62  .}.  a^        -^^(^2  +  a?!)V52  +  62 +V 


-2p{ ^-™   -• 

Setzt  man  noch 
(12.)  Y^-fb'^  =  c    und     x  =  c.tgt, 

so  wird 

{13.)  dx=--L   >^q:^+^=.%,    -=^_.  =  8inf, 
^      '  cos2/       '^     '         '  cos/       y^2^52_|_a:2 

also 

Wenn  man  femer 
(16.)  6sinf=^ti;,     also     hcost  .dt  =pdw 

einführt,  so  findet  man  aus  Gleichung  (14.) 

(16.)  f f^      -  ^^  =  .1/15«.,=  Uctg(-"'-) 

1        .    /  hx  \ 

^  -,  arctel  — 7=-^-—  ^^—  - 1» 
pb         ^VpV72  +  62  +  a:2/ 


folglich  geht  Gleichung  (11.)  über  in 

(x*^-f  3p-x^)dx 

'^  +  x^)Vp-  +  b^+x- 


<"'i 


2'^   ^      ^  2  \       Yp^  +  b^       / 

2p'^        .    /          bx  \ 

\    arctfi:! — 7 — -■- -  1? 


und  Gleichung  (10.)  ergibt 
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_j_  (3p2-&-')6,^/a;+Kl)2+6='+ 


Da  nun  noch  nach  Formel  Nr.  129  der  Tabelle 


(^2  +  62)6     /a;+Vj>ä+y  +  -^v 


(19.)  fbdxy^2  +  b^  +  a^  =  ^-^yp^  +  b-'  +  a^ 

Vp^+b- 
ist,  so  folgt  aus  Gleichung  (6.) 

+L^^ln(*±l'efi5-?)-2f!arctg(-  ^-^  )i: 
also 

(21.)  o=f  |/^q:^M:F+^§?^ 

+  -^-^ln(^+^giS^)-^arctg(     ,_  «^    -=)• 

Da  bei  dieser  Aufgabe  die  Integrationsgrenzen  kon- 
stant sind,  so  hätte  man  auch  die  Reihenfolge  der  Inte- 
grationen umkehren  können,  ohne  die  Grenzen  zu  ändern. 

Aufgabe  2.    Die  Gleichung 
(22.)  1pz  =  o?  — 1/2 

stellt  wieder  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid  dar; 
man  soll  den  Inhalt  der  Oberfläche  innerhalb  des  Zylinders 
(23.)  x^  +  y^  =  a^ 

berechnen. 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (22.)  folgt 
dz       X      dz  y 


^      '  ox      p      oy  p 


— ) 
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I 


<-^'    f+iWH^hly^^^^' 


deshalb  wird 


V«._^ 


(26.)  0  =  ^jdxjdyVp^  +  a?  +  !^. 


0        0 


Durch  Einführung  von  ebenen  Polarkoordinaten  erhalt 
man  nach  Formel  Nr.  201  der  Tabelle 


2        a 


(27.)  0  =  -  fdtffrdrYp^  +  r^ 

und  daraus  nach  Formel  Nr.  130  der  Tabelle 

T 
(28.)  0  =  3|/^9>[(1'=^  +  t^V^'+^J^ 

n 

= ^  [(y + o2)v^2"+^  -i>«]yrfgp 

Auch  hier  hätte  man   die  Reihenfolge  bei   den  Inte- 
gi-ationen  ändern  und  die  Gleichung  (27.)  auf  die  Form 

n 
a  ~2  a 

(29.)  0  =  -frdrVf  +  ^ld(p  =  —  frdrVp'^  +  f^ 

U  0  0 

bringen  können. 

Aufgabe  3.     Man  soll  denjenigen  Teil  der  Kugelober- 
fläche mit  der  Gleichung 

(30.)     x^  +  y^-  +  z^  —  a^  =  0,     oder     £?  =  +ya^  —  a?—y2 

berechnen,  der  von  den  beiden  Zylindern 
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(31.)  7?  -^-y^  =  ax    und     a?  -\-  y^  =  —  ax 

herausgebohrt  wird*).     (Vergl.  die  Figuren  126  bis  129.) 

Auflösung.     Aus  deu  Gleichungen  (30.)  folgt 
(32.)  i^i  =  2a:,     i^2  =  2y,     JF3  =  2^, 


(33.)    ^\F,^+F2^+F^^  =  \ya?+,f+z^=-^  = : 


a 


Da  die  gesuchte  Oberfläche  durch  die  Koordinaten- 
Ebenen  in  8  symmetrische  Teile  zerlegt  wird,  so  braucht 
man  nur  einen  solchen  Teil  zu  berechnen  und  mit  8  zu 
multiplizieren.  Dadurch  erhält  man  nach  den  Formeln 
Nr.  203  und  34  der  Tabelle 

a        Va»—J^ 

(34.)  0  =  8a'^-''         ^^ 


a 


x^  —  y^ 


also 


(35.)  0  =  8a  \dx .  arcsinl/  — ; —  • 

7  }  a-\-x 

Setzt  man 

(36.)  u  =  arcsinl/ — ; —  i    dv  =  dx. 

1  a  +  X  ' 

also 

(37.)  du  = 7=  ?     V  ='X. 

2{a  +  x)Vc^ 

so  findet  man  durch  partielle  Integration 

a  a    

(38.)    /da;. arcsinl/ — ; —  =  hr.arcsinl/ — ; —    — ^1— — -^- 

J  f  a  +  x      L  fa  +  a:Jo      2J  a  +  x 

oder,  wenn  man  wieder 


dx 


*)  Diese  Aofgabe  ist  schon  von  Viviani  (Acta  Emditomm  1692) 
etwa  in  folgender  Einkleidung  gestellt  worden :  ^Ein  halbkugelf Örmiges 
Tempelgewölbe  liat  zwei  gleiche  Fenster  von  der  Beschaffenheit,  daß 
der  Best  des  Gewölbes  eine  quadrierbare  Oberfläche  hat.  Welches  ist 
die  Gestalt  der  Fenster?''    (Vergl.  Joh.  Bemoulli,  Opera,  t.  III,  p.  212.) 
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(39.)  X  =  at^^    also     Y^  =  at,    dx  =  2atdt 

setzt, 

(40.)  fdx .  arcsin|/I|^  =  ^  -  af-^, 

0  0 

1 

=  _  _  a[f  -  arctgf]^  =  —  -  a^l--^  =  ^ a; 

folglich  wird  nach  Gleichung  (35.) 

(41.)  0  =  8a/da:.arcsin|/— J-  =  4a2jr  — 8a2. 

0 

Da  die  ganze  Kugel  die  Oberfläche 
(42.)  K  =  4a% 

hat,  so  bleibt  für  den  außerhalb  der  beiden  Zylinder  liegen- 
den Teil  der  Kugeloberfläche 
(43.)  Ol  =  Sa? 

übrig.  * 

Die  Lösung  der  Aufgabe  wird  bedeutend  einfacher, 
wenn  man  ebene  Polarkoordinaten  einführt;  dadurch  geht 
nach  Formel  Nr.  201  der  Tabelle  Gleichung  (34.)  über  in 


n 

2       a  cos  (p  2 


,44.)    0-ufä„f^y..Bafä„[-Yi'-^l 


^aoo^ip 


U         l» 

n 

2 


=  Sajdffla  —  asin^p]  =  8a?[(f  +  ^osg)]  , 

0 

folglich  erhält  man  wieder 

(45.)  0  =  ia^Jt  —  8a?, 

Aufgabe  4.     Man  soll  die  Oberfläche  der  beiden  Kreis- 
zylinder 
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(46.)  a?  +  y^  —  ax  =  0    und     x^  +  y^  +  ax  =  0 

berechnen,  soweit  dieselbe  innerhalb  der  Kugel 
(47.)  Qc^  +  y^^  +  z^  —  a^^O 

liegt     (Vergl.  die  Figuren  126  bis  129.) 

Auflösung.  Die  gesuchte  Oberfläche  wird  durch  die 
Koordinaten-Ebenen  in  8  symmetrische  Teile  zerlegt;  man 
braucht  daher  wieder  nur  einen  dieser  Teile  zu  berechnen 
und  das  gefundene  Resultat  mit  8  zu  multiplizieren.  Die 
GHeichung  der  Fläche  ist 
(46a.)  Fix,  y,z)  =  x^  +  y^  —  ax  =  0 

und  enthält  die  Veränderliche  z  gar  nicht.  Damit  die  ge- 
gebene Methode  anwendbar  wird,  muß  man  die  Koordi- 
naten in  Formel  Nr.  203  der  Tabelle  miteinander  ver- 
tauschen. Indem  man  z.  B.  y  als  Funktion  von  x  und  z 
ansieht,  geht  diese  Formel  für  die  Berechnung  der  krummen 
Oberfläche  über  in 

(48.)  0=  sfdxfp^  yF?Zf-F?^rF,2 . 

Aus  Gleichung  (46  a.)  findet  man 
(49.)  F,^2x-a,    F2  =  2y,    Fs==0, 

(50.)  Fi^  +  F2^  +  Fs^^4tx^  —  iax  +  a^  +  4y^, 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (46  a.) 
(51.)     Fi^  +  F2^  +  F's^  =  a?,    VW'+W'+W^^a, 
folglich  wird 


dz. 


<52.,  0  =  8.yY|  =  Yjra/ 

Da  zij  der  Grenzwert  von  z,  zu  einem  Punkte  gehört, 
welcher  auf  der  Kugel  und  auf  dem  Kreiszylinder  liegt, 
so  wird 

zi  =  ya^  —  a?  —  y^, 

wobei  aber  noch  nach  Gleichimg  (46  a.) 

x?'^'  y^  =  ax 
ist,  folglich  erhält  man 
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(53.)  zi  =  ya?—  ax. 

Dies  gibt 


0  0      '^ 

also 

(55.)  0=8a2. 

Die  Fläche  der  beiden  Kreiszylinder,  soweit  sie  von 
der  Kugel  eingeschlossen  wird,  ist]  also  gerade  so  groß 
wie  derjenige  Teil  der  Kugeloberfläche,  welcher  außerhalb 
der  beiden  Zylinder  liegt. 

Aufgabe  5.     Aus  der  Schraubenfläche 

(56.)      F{x,y,z)  =  y-xig(^  =  0,     oder    tg(J)  =  | 

schneiden  die  beiden  koaxialen  Kreiszylinder 
(57.)  a?  +  f  =  a?,    a?  +  ^  =  h^ 

und  die  beiden  Ebenen 

(58.)  ^^~~2'    ^^+T 

einen  Teil  der  Oberfläche  heraus;   man   soll  den  Flächen- 
inhalt dieses  Teiles  berechnen. 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (56.)  folgt 
(59.)  i.,  =  _tg(0  =  -|,i^.  =  l,  i.3  =  -f[n-tg3(f)] 

o^  +  V" 


ex 


(60.)  F,^+F,^+F,-  =  '^'±^J^^J^{f?-\-a?-\-y^), 


(61.)         ^^  rFr^  +  F,^  +  ^3^'  =  +  ]/^  +  ^+^ . 

also,  da  hier  nur  das  obere  Zeichen  in  Betracht  kommt, 

Die   Bestimmung    der   Integrationsgrenzen    ist   unter- 
blieben, weil  durch  die  Gleichungen 
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(63.)  X  =  rcoaq>j    y  =  rsingp 

neue  Integrations -Veränderliche   eingeführt  werden  sollen. 
Dadurch  erhält  man  nach  Formel  Nr.  201  der  Tabelle 

^^2      b  *  ^  2  J 

(64.)  0  =  IdtpfrärV^^  =  fdrV^+P-fdip  =  jtidrY^~+i^. 

x_  a  a  Ä  a 

2  2 

Die  Grenzen  (p  =  —  ^  und  9^  =  +  ^    bestimmen    sich 

daraus,  daß  nach  Gleichung  (56.) 
(65.)  z  =  cq) 

wird.     Nach  Formel  Nr.  129  der  Tabelle  erhält  man  daher 

ö  

(66.)   0  =  JtfdrV?+^  =  ^  Ly?+^+(^]n(p'-^'^—^ 

a 


§  78. 

Einführung  zweier  variablen  Parameter. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  204.) 
Ist  die  Gleichung  einer  Fläche  in  der  Form 
(1.)  z  =  f{x,  y) 

gegeben,  so  kann  man,  wie  es  auch  bereits  in  §  75  bei  der 
Einführung  von  neuen  Integrations- Veränderlichen  ge- 
schehen war,  X  und  y  als  Funktionen  von  zwei  neuen,  von 
einander  unabhängigen  Veränderlichen  u  und  v  darstellen, 
indem  man 

(2.)  X  =  A(w,  v),    y  =  ^(w,  v) 

setzt,  wo  fi{u ,  v)  und  /2(w ,  v)  für  den  jedesmaligen  Zweck 
passend  gewählte  Funktionen  sind.  Trägt  man  diese  Werte 
von  X  und  y  in  die  Gleichung  (1.)  ein,  so  erhält  man 

(3.)  z-=f[au,v),    Uu,v)]=^fs{u,v). 
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Man  kann  also  eine  Fläche  durch  die  drei  GHeichnngen 

(4.)  x  =  A(w,  v),     y  =  /*2(u,  v),     2r  =  /3(w,  v) 

darstellen;  und  umgekehrt:  Sind  die  drei  Gleichungen  (4) 
beliebig  gegeben,  so  stellen  sie  eine  Fläche  dar,  deren 
Gleichung  man  durch  Elimination  von  u  und  v  aus  den 
Gleichungen  (4.)  erhält. 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  folgt  sodann 


(5.) 

also 
(6.) 

(7.) 


(8.) 


dz  __dz  dx       dz  dy 
du  ~  dx  du      dy  du  ' 


dz_ 
dv 


dz  dx       dz  dy 
dx  dv       dy   öi; ' 


dx  dy\  dz 


(dx  dy  dx  cly\ 

du  dv  dv  du)  < 

(dx  dy  dx  dy\  dz 

du  dv  dv  du)  dy 


dz  dy 
du  dv 

dx  dz 
du  dv 


dz  dy 
dv   du' 

dx  dz 
dv  du 


Setzt  man  also 
dy  dz      dy  dz 
du  dv       dv  du 

dx  dy 


.     dz  dx       02?  öx  _  ^ 
'    du  dv       dv  du  '^     ' 


_dx  dy_  ^  Q 
du  dv      dv  du  ' 


so  wird 
(9.) 

(10.) 


dz 
dx 


A 
C 


y 


dy 


B 


i+ri)+(|^t 


±±yA^  +  B'+CP. 


\dxj^\dyj 

Deshalb  erhält  man  nach  Formel  Nr.  200  der  Tabelle, 
da  die  Funktional -Determinante  gleich  +  C  ist, 

(11.)  0-=ffdxdy^^(^£J+(^^)=±ffdudvV:^^mC\ 

wobei  nur  das  obere  Vorzeichen  einen  Sinn  hat. 

Wie  diese  Formel  verwendet  werden  kann,  möge  das 
folgende  Beispiel  zeigen. 
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Aufgabe.  Durch  die  Gleichungen 
(12.)  x  =  u^  —  3uv^—3u,  y  =  3u^  —  3v^,  z  =  'i^  —  3uh  —  3v 
wird  eine  Flache  dargestellt,  welche  die  „Enn^ersche 
Minimalfläche"  genannt  wird,  und  auf  welcher  man  für 
konstante  Werte  von  u  und  v  zwei  Scharen  von  ebenen 
Kurven  dritten  Grades  erhält,  die  einander  rechtwinklig 
schneiden*).  Man  soll  auf  der  Fläche  den  Inhalt  eines 
Vierecks  berechnen,  welches  durch  die  Kurven 
(13.)  w  =  a,    M  =  6,     i;  =  o,    v  =  d 

begrenzt  wird. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (12.)  folgt 

g=8(„W-l),    1  =  6«,       ^=-6»., 


|?=-6„.,  ||  =  -6.,    ^=3(^-„._l,, 


(14.) 

deshalb  wird 

f  ^  =  —  18m(m2  +  t^2  +  1), 
(15.)  I  B  =  9(u2  +  iP  +  l){u^  +  t^  —  l), 

l  C  =  18v(u2  +  v2+l), 
(16.)  Ä^  +  B^+C^  =  81{u^  +  iP  +  lY. 

Dies  gibt  nach  Gleichung  (11.) 

6        d 

(17.)     0  =  9/ä«/(M2  +  t;2^1)2^y 
a        e 
b        d 

=  9/du/(u^  +  2mV  +  v^  +  2u^  +  2v^  +  l)dv 

a         e 
b 

a 
also 

(la)  0  =  9[|-(66— ««X«'— c)+|(d6— c6)(6— a)+f  (63— o3)(d3_c3) 
+  W-on.ä-c)  +  |(d3_c3)(6-ß)  +  {l-atd-c)\ . 

*)  Diese  Linien  sind  die  Krümmungslinien  der  .Bwwepcrschen 
Minimalfläche.  Davon  soll  aber  bei  dieser  Anfgabe  kein  Gebrauch, 
gemacht  werden,  weil  in  diesem  Lehrbuche  wegen  der  Beschränkung 
des  Stoffes  eine  Erklärung  der  Krümmungslinien  nicht  gegeben  wer- 
den konnte. 

Ki«i»«rfc,  Integral -Beohntmg.  2E 
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§  79. 

Einführung  räumlicher  Polarkoordinaten. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  205.) 
Führt  man  räumliche  Polarkoordinaten  ein,  indem  man 
(1.)  a;  =  rcos^lcos^),     y  =  rcosXsinq>j    z  =  rsmjL 

yjg  189  s®^^'    s^    is^   (^^S-  139)    OP 

z  gleich   r    der   Radius    vector, 

X  der  Neigungswinkel  QOP 
von  OP  gegen  die  XF-Ebene, 
und  q>  der  Winkel  XOQ.  wel- 
chen die  Projektion  OQ  des 
Radius  vectors  OP  auf  die 
XF- Ebene  mit  der  positiven 
Eichtimg  der  X-Achse  bildet. 
Wenn  man  dabei  X  und  q>  als 
die  beiden  unabhängigen  Ver- 
änderlichen betrachtet,  so  wird  r  eine  Funktion  von  X  und 
g,  also 


und  man  erhält 

dx dr 

~dx  ~  ex 

dy        dr 


(2.) 


r  =  F{X,  9)), 


cosJlcosgp  —  rsin^lcos^p, 


==  ^.  cosAsingp  —  rsin^lsin^), 

dz       dr    ,    .    .  , 

v^  =  -^--  sm/  +  >'cos/, 
dx       oX  ' 


dx       dr 

^-  =  ^  -COSACOSQP 

öq)       d(p 


rcosilsin^, 


öy       dr        ^  ,        , 

^    =  ^  -  cos/smg?  +  rcos/cosg), 


dz_ 
d(p 


dr 

dg) 


sin^; 


folglich  wird,  wenn  man  m  mit  X  und  v  mit  g>  vertauscht, 


(3.) 
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dr  .  dv 

A  =  —  r^sin^cos^cos^ — r^-s\n(p — r^cos^Acos^p, 

^  = — r^sin>lcos^sin9)  +  r3— cos^  —  r^cos^Asing), 

dr 
C=  +  r  .>-cos2;i  —  r^sinAcosJl, 


(4.)     A^  +  B^  +  C^  =  r^Q^cosn  +  ^(|^t  +  ^  cos^A 


=  4^+(D']e.n  +  ^(0 


also,  da  auch  hier  nur  das  positive  Zeichen  bei  der  Wurzel- 
ausziehung  in  Betracht  kommt, 


o-ffVÄ 


(5.)  0  =  11  VA^  +  B^+  C^dudv 


Konstanten  Werten  von  q>  entsprechen  Ebenen  durch 
die  ^- Achse,  und  konstanten  Werten  von  X  Kegelflächen, 
welche  die  2^- Achse  zur  Achse  haben.  Durch  diese  Ebenen 
und  Kegel  wird  die  Fläche  in  imendlich  viele,  unendlich 
kleine  Vierecke  zerlegt  Indem  man  in  bezug  auf  y  inte- 
griert, erhält  man  die  Summe  von  diesen  Vierecken  auf 
einem  ringförmigen,  unendlich  schmalen  Streifen  zwischen 
zwei  benachbarten  Kegelflächen.  Alle  diese  unendlich 
schmalen  Streifen  werden  sodann  durch  Integration  in 
bezug  auf  X  summiert.  Daraus  ergibt  sich  für  jeden  ein- 
zelnen Fall  die  Bestimmung  der  Grenzen. 

Wie  dies  geschieht,  möge  die  folgende  Aufgabe  zeigen. 

Aufgabe.     Die  gegebene  Fläche  habe  die  Gleichung 

(6.)  (0?  +  ^  +  z^f  =  a^x'  -  y2), 

oder    bei  Einführung   räumlicher   Polarkoordinaten    durch 
die  tJleichungen  (1.) 

(7.)  r^  =:  a^  cos2;i  cos{2(f) ; 

man  soll  die  gesamte  Oberfläche  berechnen. 

28« 
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Auflösung.  Um  sich  eine  Vorstellung  von  der  Mäche 
zu  machen,  beachte  man,  daß  r-^a  sein  muß,  daß  die 
Fläche  also  ganz  innerhalb  einer  Kugel  mit  dem  Halb- 
messer a  liegt.  Die  XF- Ebene,  in  der  1  gleich  0  ist, 
schneidet  die  Fläche  in  einer  Lemniskate  mit  der  Gleichung 
(8.)       {x^  +  y^f  =  a\x^  —  f),    oder    t^  =  a?cos(2(p). 

Gibt  man  g)  einen  konstanten  Wert  und  setzt 
(9.)  a  yco8{2q>)  =  ai , 

so  erhält  man  den  Durchschnitt  der  Fläche  mit  einer  Ebene, 
welche  durch  die  Z- Achse  hindurchgeht.    Die  Schnittkurve 
zerfällt  in  zwei  Kreise  mit  den  Gleichungen 
(10.)  r  =  +  aicos^    und    r  =  —  aicosjl, 

oder 
(10a.)       a?  +  y^  =i '\' aix    und     x2-}-^  =  —  aix. 

Die  Fläche  entsteht  also 
aus    der    LemnLskate    in    der 
Xr-Ebene   (Fig.  140),    indem 
man  sämtliche  Radii  vectores 
OP     zu    Durchmessern     von 
Kreisen  macht,  deren  Ebenen 
auf  der  XF- Ebene  senkrecht 
stehen. 
Da  die  Koordinaten -Ebenen  die  Fläche  in  8  symme- 
trische Teile  zerlegen,   so  braucht  man  nur  die  Oberfläche 
eines  solchen  Teiles  zu  berechnen  und  das  gefundene  Re- 
sultat mit  8  zu  multiplizieren.    Die  Grenzen  von  q)   sind 

dabei  0  und  -ji  die  von  X  sind  0  und  ^r- 
4  2 

Aus  Gleichung  (7.)  folgt  dann 

dr 
(11.)  r^r  =  —  a2cos^sin^cos(2y), 

dr 
(12.)  r  ^  -  =  —  a^  cos^Jl  sin(29)) ; 

deshalb  wird 

(13.)    r^Cj^  =  a^cos2;isin2;i  cos2(2y>)  =  a^t^  sinn  C08{2g>) , 
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(14.)    r2('|^Y=  a^co^Xsm?{2(p)  =  aVcos^Jl  •  — S|^  i 
\Ög)/  ^  cos(29)) 

(15.)   [r2  +  (|0]co82^  +  (|^)=  a2cos(29))cos2^ 

cos(2y) 

cos  (2^)       cos"'^(29)) 
Dies  gibt  nach  Gleichung  (5.) 


(16.)    0  =  8fdzf^^  =  8a^fcosndxfd<p 


0         Ü 


2  .'L 

=  2a^jtjoos^XdX  =  (j?n  sin;icos;i  -f.  jl     =  — f^-  • 


XIV.  Abschnitt. 

Integration  der  Differentiale  der  Funktionen 
Ton  mehreren  Yeränderlichen. 

§80. 

Vollständige  DifTerentiale  der  Funktionen 
von  zwei  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  206.) 
Ist 
(1.)  u=:f{x,y) 

eine  Funktion  'von  [zwei  voneinander  unabhängigen  Ve^^ 
änderlichen,  so  ist  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  221  der  Tabell^ 
das  vollständige  oder  totale  Differential  von  u 

(2.)  du  =  gdx-f-|^%, 

wobei 

(3.)  i^  =  ^(^>y).  a7  =  ^(^'^) 

noch  Funktionen  von  x  und  y  sind,  so  daß  Gleichung  (2.) 
übergeht  in 

(2  a.)  du  =  M{Xj  y)dx  +  N{x^  y)dy* 

Wie  in  dem  Vorstehenden  die  Gleichung  (2  a,)  aus 
Gleichung  (1.)  abgeleitet  ist,  so  könnte  man  sich  jetzt  auch 
die  Aufgabe  stellen:  „Man  soll  u  als  Funktion  der  beiden 
Veränderlichen  x  und  y  bestimmen,  wenn  du  durch  die 
Gleichungen  (2a.)  gegeben  ist,  oder,  was  auf  dasselbe  hin- 
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auskommt,  wenn   ^  und  -^   durch  die  Gleichungen  (3.) 
gegeben  sind." 

Dabei  erkennt  man  aber  sogleich,  daß  die  Funktionen 
Jf(x,  y)  und  N(x^  y)  nicht  willkürlich  gegeben  sein  dürfen; 
es  müssen  vielmehr  M  und  N  die  partiellen  Ableitungen 
ein  und  derselben  Funktion  u  =  f{x^  y)  sein.  Wenn  diese 
Bedingung  erfüllt  ist,  muß  nach  D.-E.,  Formel  Nr.  224  der 
Tabelle 


<£)  *(l) 


>»^.  _     Kdy 

oder  mit  B.ücksicht  auf  die  Gleichungen  (3.) 
dM(x,y)      dN{x,y) 

sein.     Diese  Bedingung  ist  notwendig^  wenn 
(5.)  du  =  Jf  (x,  y)dx  +  N{x^  y)dy 

ein  vollständiges  Differential  sein  soll;  sie  ist  aber  auch,  wie 
sogleich  gezeigt  werden  soU,  hinreichend  dafür,  daß  es  eine 
Funktion 

(6.)  u  =  f{x,y) 

gibt,  deren  vollständiges  Differential  mit  Mdx  +  Ndy  über- 
einstimmt. 

Beweis.     Wie  die  Gleichung 

(7.)  ^  =  M{x,y) 

aus  Gleichung  (6.)  hervorgeht,  indem  man  y  als  eine  Kon- 
stante betrachtet  und  die  Funktion  u  nach  x  differentiiert, 
so  wird  Gleichung  (6.)  aus  Gleichung  (7.)  hervorgehen,  in- 
dem man  y  wieder  als  konstant  ansieht  und  die  Funktion 
3f  (x,  y)  in  bezug  auf  x  integriert.    Dies  gibt 

(8.)  u=/M{x,y)dx+Y, 

Hierbei  ist  die  Integrations- Konstante  mit  F  bezeichnet 
worden,  um  anzudeuten,  daß  sie  noch  eine  Funktion  von  y 
sein    darf,   weil    bei    der   in    Gleichung    (8.)    angedeuteten 
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Operation  x  als  die  einzige  Veränderliche  angesehen  wurde. 
Setzt  man 

(9.)  /M{x,  y)dx  =  V, 

so  geht  Gleichung  (8.)  über  in 
(10.)  u  =  v+Y. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen (3.) 

(11.)  ö27=^^^^=%  +  #' 

also 

/10X  ^^  -KT/  \  ^^ 

In  dieser  Gleichimg  ist  die  linke  Seite  eine  Funktion 
der  einzigen  Veränderlichen  y.  Damit  die  Aufgabe  lösbar 
ist,  muß  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  von  x  unab- 
hängig sein.  Das  ist  auch  nach  der  in  Gleichung  (4a.) 
festgestellten  Voraussetzung  der  Fall,  denn  es  ist  mit  Rück- 
sicht auf  Gleichung  (9.) 


dx 

dN      dM 


(13 )        -    (n  -  ^ -^=    -^-  --^  =    -  -    ^ 
^^        dx\  dy)       dx  dx  dx  dy 


dx        dy 
Dieser  Ausdruck  ist  aber  nach  Gleichung  (4  a.)  gleich 

dv 
0,  folglich  muß  N — ^-  von  x  unabhängig  sein.     Die  Glei- 
chung (12.)  enthält  also  keinen  Widerspruch,   so   daß  man 
daraus  ohne  weiteres  dui'ch  Integration 

(14.)  Y=((N-^^^dy+C 


ermitteln  kann.     Setzt  man  diesen  Wert  von  Y  in  die  Glei- 
chung (10.)  ein,  so  findet  man 

(15.)  u  =  v+j(N-^^yy+C, 

wobei 

(16.)  V  =/M(x,  y)dx 
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ist.     Damit  ist  die   Aufgabe  gelöst,   denn  nach  den  Glei- 
clmngen  (15.)  und  (16.)  ist  in  der  Tat 

Man  nennt  den  Ausdruck 

M{x,  y)dx  +  Nix,  y)dy 
„ein   vollständiges  oder  \totales  Differential^^  wenn   die  Be- 
dingung 
.1QX  dM{x,  y)  _  dN(x,  y) 

erfüllt  ist.    Man  muß  daher,  wenn  man  sicher  gehen  will, 
ehe  man  integriert,  untersuchen,   ob   Gleichung  (19.)    be- 
friedigt wird.     Man  kann   aber  auch  mit  der  Berechnung 
von 
(20.)  V  =fM{x,  y)dx 

dv 
beginnen  und   dann  untersuchen,  ob  N —  ^  unabhängig 

von  X  ist.     Wenn   dies   zutrifft,   so  wird  ja,  wie  schon  in 
Gleichung  (13.)  gezeigt  wurde, 

ö /..      dv\^dN      dM 
öy/        Sx        dy 
d.  h.   die  in  Gleichung  (19.)   angegebene  Bedingung  wird 
befriedigt. 


<^^->  Ä(^-|)  =  f-f  =  o. 


§  81. 

Übungs- Beispiele. 

Aufgabe  1.  Man  soll  u  als  Funktion  von  x  und  y  be- 
stimmen, wenn 

(1.)  du  =  (3x2  ^  8xy)dx  +  (ia?  +  3f)dy 

gegeben  ist. 

Auflösung.  Um  zunächst  zu  untersuchen,  ob  die  rechte 
Seite  von  Gleichung  (1.)  ein  vollständiges  Differential  ist, 
bilde  man 
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öy  dy 

^   ^  dx  dx 


(4.) 


Aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  folgt,  daß 
dM{x,  y)      dN(x^  y) 


dy  dx 

ist,  daß  also  in  diesem  Falle  Mdx  +  Ndy  ein  vollständiges 
Differeyitial  ist.  Man  darf  daher  ohne  weiteres  das  in  §  80 
angegebene  Integrations-Verfahren  anwenden  und  erhält 

(5.)       V  =jM{x,  y)dx  =  J\^3i?  +  S3iy)äx  =  x^  +  Axhf. 
Femer  wird 

(6.)  i\r-||  =  4:r>  +  3jr^-4x2  =  3y^ 

und  deshalb 

(7.)  Y=ßN-  ^dy=ßfdy  =  i^+C. 

Dies  gibt 
(8.)  u  =  v+Y=x'  +  ia^y  +  j^  +  C, 

Die  Richtigkeit  dieses  Resultates  kann  man  sehr  leicht 
durch  Differentiation  prüfen. 


Man  kann  selbstverständlich  die  Aufgabe  auch  so  lösen, 
daß  man  zunächst 

(9.)  u  =/Ndy  +  X=w  +  X 

bildet,  wobei  X  eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen 
X  ist,  und  daß  man  dann  X  aus  der  Gleichimg 

,10.)  .T=y(jf-*>. 

berechnet. 

Aufgabe   2.      Man   soll  u   als  Funktion   von    x  und   y 
bestimmen,  wenn 
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(11.)    du  =  (20x3  —  21a?y  +  2y)dx  +  {—7a^  +  2x  +  3)dy 
gegeben  ist. 

Auflösung.     Man  kann  zunächst  durch  Bildung  von  -^ — 

und  ^—  zeigen,  daß 

(12.)  ^  =  ^  =  -21a-  +  2 

'  öy        dx 

wird,  und  daß  deshalb  die  rechte  Seite  in  Gleichung  (11.) 
ein  vollständiges  Differential  ist     Dann  erhält  man 

(13.)  V  =/Mdx  =f{207?  —  21x^y  +  2y)dx 

=  5x*  —  Icc^y  +  2ocy^ 

(14.)    iV^— 1^  =  (— 7x8  +  2x  +  3)  — (— 7ar^  +  2x)  =  3, 

(15.)  T=j(N-l^)dy  =ßdy  =  Sy+C. 

Dies  gibt 
(16.)        u  =  v+  Y  =  bx^  —  7a?y  +  2xy  +  dy+  C. 

Aufgabe  3.     Man  soll  u  als  Funktion  von  x  und  y  be- 
stimmen, wenn 

(17.)        du  =  {2ax  +  6y  +  c)dx  +  (&^  +  2my  +  n)dy 
gegeben  ist. 

Auflösung.     Hier  wird 

folglich  ist  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (17.)  |ein2[voK- 
ständiges  Differential]  man  erhält  daher 

(19.)     V  ^=/Mdx  =^  ß^ax  +  hy  -{-  c)dx  =  aa?  +  hxy  -f  esc, 

dv 
(20.)   iV^—  g-  =  (6x  +  2my  +  n)  —  hx=2my  +  w, 

(21.)    T=ßN-^yy=ß2my  +  n)dy  =  mf  +  ny+C. 

Dies  gibt 
(22.)     u=^v  +  Y=aoi^  +  bxy  +  ex  +  my^  +  ny  +  C. 
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Aufgabe  4.     Man  soll  u  als  Funktion  von  x  und  y  be- 
stimmen, wenn 

gegeben  ist 

Auflösung.     Die  Gleichung  (23.)  kann  man  auch  in  der 
Form 

<^-)  ^»  =  -^  +  47 

schreiben,  aus  der  man  leichter  erkennt,  daß 

y    ,   jv=    ^ 

a?  +  f^  a?  +  y^ 


(240  M=--^,.     N=^^ 


ist.     Daraus  folgt 

dM_    y^  —  x^       dN _   f  —  x^ 
^^^  dy~  {a?  +  y^^'    dx  ~  (x^  +  y'f  ' 

Da  diese  beiden  Ausdrücke  einander  gleicli  sind,  so  ist 
die  rechte  Seite  von  Gleichung  (23.)  ein  vollständiges  Diffe- 
rential; man  erhält  daher  nach  Formel  Nr.  28  der  Tabelle 


(26.) 


V  =fMdx  =  -  yj:/f^  =  -  ^ctgQ, 


(27)  jv^_^!i  =  _f ^— =  0, 

^      '  dy       x2  +  y2      3?  +  t^       "' 

(28.)  r=/(i^-|).,  =  c. 

Dies  gibt 
(29.)  u  =  v+Y=C—  arctg(^- 

Aufgabe  5.  Man  soll  u  als  Funktion  von  x  und  y  be- 
stimmen, wenn 

gegeben  ist. 

Auflösung.  Den  Nachweis,  daß  die  rechte  Seite  von 
Gleichung  (30.)  ein  vollständiges  Differential  ist,  kann  man 
führen,  indem  man 
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(31)  öM^dN^  2xy 

'  dy        dx  (x  —  yf 

bildet.     Man  darf  aber  auch  ohne  weiteres 
(32.)  v=fMä.^j(^-^:)ä. 

=  \nx  +  -^— 
x  —  y 

berechnen  und  erhält  daraas,  daß 

dy      \{x  —  yf       y/       (x  —  yf 
^x^  —  2xy  +  y^       1^^       1 
(x  —  yf  y  y 

eine   Funktion   der   einzigen  Veränderlichen   y  ist,   diesen 
Nachweis.    Da  nun  noch 

(34.)     Y=J(N-  ^^)dy  =f(l  - ^)dy  =  y-lny+C 

ist,  so  ergibt  sich 

(35.)         u==v+T=^]nx  +  ~^  +  y-hiy  +  C, 

X      y 

oder 

(35  a.)  u=^]n(^+  -^-  +  C. 

\y/      x  —  y 

Aufgabe  6.  Man  soll  u  als  Funktion  von  x  und  y  be- 
stimmen, wenn 

(36)  d^  =  (^^  +  y-^y^  +(- ^^+x-1y-T)dy 
gegeben  ist. 

Auflösung.  Den  Nachweis,  daß  die  rechte  Seite  von 
Gleichung  (36.)  ein  vollständiges  Differential  ist,  kann  man 
auch  hier  führen,  indem  man  zeigt,  daß 

^"^'•^  dy   ""  dx         ip^  —  y^f    "^ 

ist.     Man  kann  sich  aber  diese  etwas  umständliche  Diffe- 
rentiation auch  ersparen  und  ohne  weiteres 
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,,  =jMdx  =/(^i^  +  y  -  5)dx 
berechnen.     Dadurch  erhält  man 


J  x^  —  y^      Ja 


ydx 


oder  nach  den  Formeln  Nr.  29  a  und  28  der  Tabelle 


Daraus  folgt 


dv      /       2xy^  o        A     /       ^^^ 


=  -2y-7. 
Da  dieser  Ausdruck  von  x  imabhängig  ist,  so  Hst  die 
rechte    Seite    von    Gleichimg  (36.)    ein   voüsiändiges  Diffe- 
rential^ und  man  erhält 

(40.)    T  =f{N-  ^dy  =  -ß2y  +  l)dy  =  -yi-7y+C, 

(41.)  u  =  v+Y 


§  82. 

Vollständige  DifTerentiale  der  Funktionen  von  drei 
Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  207.) 
Ist 
(1.)  u  =  fix,  y,  z) 

eine  Funktion  von  drei  voneinander  unabhängigen  Ver- 
änderlichen, so  wird  nach  D.-R,,  Formel  Nr.  223  der  Tabelle 
das  volUtändige  oder  totale  Differential  von  u 

(2.)  du  =  ^^^dx^.^^dy  +  ^^dz, 

wobei 

^'^     ö^"=^(^'2/, '^),    ö^  =  0{x,y,z),    ^  =  H{x,y,z) 
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noch   Funktionen  von  x,  y,  z  sind,   so   daß  Gleichung  (2.) 

übergeht  in 

(2a.)  du  =  Fdx  +  Gdy  +  Hdz, 

wenn  man  ^bezw.  F,  O,  H  statt  F{Xy  y,  z),  G{x,  y,  z), 
H(x,  y,  z)  schreibt.  Wie  in  dem  Vorstehenden  die  Glei- 
chung (2  a.)  aus  Gleichung  (1.)  abgeleitet  ist,  so  könnte  man 
sich  jetzt  auch  die  Aufgabe  stellen:  „Man  soll  u  als  Funk- 
tion der  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  bestimmen,  wenn  du 
durch  die  Gleichimg  (2a.)  gegeben  ist,  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  wenn  ^s— '  ^r—  nnd  -^s-  durch  die  Glei- 
'  ox     oy  dz 

chungen  (3.)  gegeben  sind.'* 

Dabei  erkennt  man  aber  wieder  sogleich,  daß  die  drei 
Funktionen  F,  O,  H  nicht  willkürlich  gegeben  sein  dürfen; 
sie  müssen  vielmehr  die  partiellen  Ableitungen  ein  und  der- 
selben Funktion  u  =  f{x^  t/,  z)  sein.  Wenn  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  so  ergibt  sich  aus  D.-R.,  Formel  Nr.  224  der 
Tabelle 

<fe)  Kl)  <£)  <i?)  <%)<^) 


(4.) 

od( 
(4a.) 


dy  dx  dz  dx  dz  dy 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (3.) 

dt[_dO      dF^_dE     ^_dS 
dy        dx       dz        dx      dz        dy 
Diese  Bedingungen   sind   notwendig^   wenn   die  rechte 
Seite  von  Gleichung  (2  a.)  ein  vollständiges  Differential  sein 
soll;  sie  sind  aber  auch,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll, 
hinreichend  dafür,  daß  es  eine  Funktion 
(5.)  u  =  fix,  y,  z) 

gibt,  deren  vollständiges  Differential  mit 

Fdx  +  Ody  +  Hdz 
übereinstimmt 

Beweis.     Wie  die  Gleichung 

(6.)  ^  =  F{x,y,z) 

aus  Gleichung  (5.)   hervorgeht,    indem   man   y  und  z  als 
Konstanten  betrachtet  und  die  Funktion   u  nach  x  diffe- 
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rentiiert,  so  wird  Gleichung  (5.)  aus  Gleichung  (6.)  hervor- 
gehen, indem  man  y  und  z  wieder  als  konstant  ansieht 
und  die  Funktion  F{x,  y,  z)  in  bezug  auf  x  integriert. 
Dies  gibt 

(7.)  u  =jF{x,  y,  z)dx  +  giy,  z). 

Hierbei  ist  die  Integrations-Konstante  mit  guiy,  z)  be- 
zeichnet worden,  um  anzudeuten,  daß  sie  noch  eine  Funktion 
von  y  und  z  sein  darf,  weil  bei  der  in  Gleichung  (7.)  aus- 
geführten Integration  x  als  die  einzige  Veränderliche  an- 
gesehen wurde.     Setzt  man 

(8.)  fF{x,y,z)dx  =  v, 

so  geht  Gleichimg  (7.)  über  in 

(9.)  u  =  v  +  q>{y,z). 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen (3.) 

ao,  1  =  „,«,„„  =  |+i^|^, 

,n.)  |j  =  ^,.,„.,  =  |  +  i^, 

oder 

(12)  ^^^!ill=Q  —  ^,  ^y(y>g)^jy     Sv 

^     '^  dy  öy'        dz  dz' 

Hierbei  sollen  — J^  -  und  -^-^ — -  von  der  Veränder- 
oy  dz 

liehen  x  unabhängig  sein,   folglich  muß   auch   die  rechte 

Seite  dieser  Gleichungen  (12.)  von  x  imabhängig  sein,  wenn 

die  Aufgabe  lösbar   sein   soll.     Das   ist  auch  nach  den  in 

den    Gleichungen  (4  a.)    aufgestellten  Voraussetzungen    der 

Fall,   denn   es   ist  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (8.) 

und  (4  a.) 

d  /     _  dv\^dG  _    dh)    ^dO_  ^_{dv\ 

dx\  dy)       dx       dxdy       dx       dy\dx/ 

^dG_dF^^ 
dx        dy         ' 
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(14^     ^  (h       ^^\  =  ^^         ^^    —^^        d/dv\ 
'^   dx\  dz/~  dx       dxdz~  dx       dz\dx) 

dx        äz 

Die  Gleichungen  (12.)  enthalten  daher  keinen  Wider- 
spruch, so  daß  man  die  Funktion  qiy,  z)  aus  der  Gleichung 

(15.)  d^={G-^^^dy+{E-^£)dz 

bestimmen  kann.  Auch  die  Bedingung,  daß  hierbei  der 
Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichimg  (16.)  ein 
vollständiges  Differential  ist,  wird  erfüllt,  denn  man  erhält 
nach  den  Gleichimgen  (4  a.) 

''        dz\  dy)       dz       dydz       dy       dzdy 

"~Ö2/\     ~dz/' 

Man  kann  daher  die  Gleichung  (16.)  nach  dem  in  §  80 
angegebenen  Verfahren  integrieren,  wie  folgt.     Es  sei 


dPi 


dann  ist  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (15.) 
(18.)  g>{y,z)  =  w  +  tl){z), 

oder 

Daß  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  eine  Funk- 
tion der  einzigen  Veränderlichen  z  steht,  folgt  schon  aus 
den  Erläuterungen  in  §  80,  läßt  sich  aber  auch  zeigen,  in- 
dem man  den  Ausdruck  nach  y  differentiiert.  Dann  er- 
hält man  nämlich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (17.) 
und  (4  a.) 

Kiepert,  Integral -Rechnung.  29 
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dh)  dhv 


*'        dy\  dz       dz)      dy       dydz       dydz 


dy       dy  dz       dz 

dH_dG^Q 
dy        dz 


("-D 


Aus  Gleichung  (20.)  folgt  daher 

also  nach  den  Gleichungen  (9.)  und  (18.) 
(23.)  u  =  v  +  w  +  tp{z), 

wobei   sich   die  Werte   von  v,  to  und  tp{z)  aus   den  Glei- 
chungen (8.),  (17.)  und  (22.)  ergeben. 

Man  ist  natürlich  nicht  an  eine  bestimmte  Reihen- 
folge der  Integrationen  gebimden,  d.  h.  man  ist  nicht  ge- 
zwungen,  zuerst    IF(x,  y,  z)dxj  sodann   J(G  —  w~)^y  ^^ 

endlich  Us —  ^ TT)^^  ^^  bilden,  sondern  man  kann 

auch  mit  JG{x,  y,  z)dy  oder  fH{x^  y,  z)dz  beginnen  und 
dann  die  Rechnung  in  ähnlicher  Weise  fortsetzen  wie  bei 
dem  angegebenen  Verfahren. 

Man  erkennt  auch,  wie  sich  die  angegebene  Methode 
auf  Funktionen  von  n  Veränderlichen  übertragen  läßt.  Da- 
bei kann  die  rechte  Seite  von  der  Gleichung 

(24.)  du  =  Midxi  +  M2dx2  -\ h  MndXn 

nur  dann  ein  vollständiges  Differential  einer  Funktion 

(25.)  u  =  f{Xi,   X2,...Xn) 

sein,  wenn  die  -^— ^ — -  Bedingungen 

(OR)  dMa^^dMj    für    a=  1,  2,  3,...n, 

^     ■■'  dxß        dxa  /?  =  1,  2,  3, . . .  n 

befriedigt  sind.     Indem  man 
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7.)         V  =jMidXi    und     u  =  v  -{-  ^{X2,  a?3, . . .  x„) 

tzt,  hat  man  den  vorliegenden  Fall  einer  Funktion  von 
Veränderliclien  auf  den  einfacheren  Fall  einer  Funktion 
m  n  —  1  Veränderlichen  zurückgeführt,  da  dann  noch  die 
onktion  q>{x2j  :i?3)  •  •  •  ^m)  aus  der  Gleichung 

i  bereclmen  ist 


§83. 

Obungs- Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  u  als  Funktion  von  x,  y,  z  be- 


immen,  wenn 

-                    ,         adx       ax  +  bz  .     ,   bdz 
)                  du  = 5 —  dy-\ 

y          y^       ""  '    y 

5geben  ist. 

Auflösung.     In  diesem  Falle  ist 

y                  y^               y 

so 

\dF_dO_      a 
dy  ~  dx           y*' 

•) 

dF      dS 

dz  ~  dx~    ' 

dO      dS          b 

{  dz  ~  dy  ~      y* 

Die  rechte  Seite  von  Gleichung  (1.)  ist  daher  ein  vdU- 
indiges  Differential,  und  man  erhält 

-h-n-T 

>    "-%- 

ax  -\-hz       ax           bz 

y'      '^y'~     y'' 

"ia* 
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(6.) 
(7.) 


w 


=k-^y—j>= 


> 

y 


dv ^       dw h        _      dv      dw 

dz         '      dz       V '  dz       dz         ' 


dz       y 
ax  -\-hz 


folglich  wird 
(9.) 


u  = 


y 


+  c. 


Aufgabe  2.     Man  soll  u  als  Funktion  von  Xy  y^  z  be- 
stimmen, wenn 

(10.)  du  = 

(f  +  yz^)dx  +  ißxy'^  +  xz^  +  ^z)dy  +  (4^^  -f.  2xyz  +  fßz 
gegeben  ist. 

Auflösung.    Hier  ist 

(11.)  F=f+yz'^,    G=bxy^-{'Xz^+^y^z,    B:=A2^+2xyz+f, 
also 


(12.) 


(dF_dO_ 
dF      dS     „ 


Die  rechte  Seite  von  Gleichung  (10.)  ist  daher  ein  voll- 
ständiges Differential^  und  man  erhält 

(13.)  V  =/Fdx  =/{y^  +  yz^dx  =  xf  +  xyz^, 

dv 
(14.)  G--^y  =  i^xf  +  a;^2  +  ^fz)  -  (Say!  +  x!^)  =  ^fz, 

1 15.)   w  =  Ug  —  ^dy  =  jSfzdy  =  i^z, 

(16.)  H-  p^  -%  =  (4^^  +  '^yz  +  2/^)  -  2xy^  -  yä  =  4^«, 


§  83.    Integratdon  vollfitändiger  Differentiale;  Übnngs-Beispiele.  453 

(17.)     M.z)=f(S-%-^)dz=j^dz  =  z^  +  C, 

folglich,  wird 

(1&)  «  =  xt/«  +  xyz^  j^t^zJ^^j^c. 

Aufgabe  3.    Man  soll  u  als  Funktion  von  x,  y  und  z 
bestimmen  wenn 

(19.)     du  =  \-yA-^  —    ,      ^  +  -  •  e' Va; 

W^  +  r)       Y^ZI^^  z       J 

[1                      3?Z/                      X     —  "1 

— I : «  e^  —  cos 2:  \dz 

gegeben  ist,  wobei 

(20.)  r  =  Yi^  +  y^  +  z^ 

sein  soll. 

Auflösung.     Die  Untersuchung,  ob  die  rechte  Seite  von 

Gleichung  (19.)  ein  vollständiges  Differential  ist,  kann  über- 

dv 
gangen  werden,  da  sich  ergeben  wird,  daß  O  —  ^  von  x 

unabhändig  ist,  und  daß  H —  ^ ^  nur  noch  die  ein- 
zige Veränderliche  z  enthält.  Es  wird  nämlich,  da 
6r       X  .  ^ 

(21.)     V  =  [Fax  =  f\,^,     ,  —    ,      ^  +  -  •  e' Vx 

J  J  lr{z  +  r)       Yzi  —  xY       ^       -I 


(22.) 


=  \n{z  +  r)  —  arcsin^— J  +  e', 
dv  V  x 


dy       r{z  +  r)       YziZTxY 


(23.)  a-^  =  -siny, 

(24.)         w  =  j(q  —  ^dy  =  —  Isiaydy  =  coay, 
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(26.)     y>{z)  =  f(H—  1^  —  ^dz  =  -fcoszdz  =  —amz+C, 

folglicli  wird 

(27.)  u  =  ln{z  +  r)  —  arcsinf ^^  +  e'+  cosy  —  sin«  +  C. 


XV.  Abschnitt. 

Theorie  der  gewöhnlichen  Dilferential- 
Gleichungen  erster  Ordnung. 

§  84. 

Begriff  und  Einteilung  der  Differential -Gleichungen. 

Jede  Gleichung,  in  der  mehrere  Veränderliche  und 
außerdem  noch  Differentiale  oder  Differential -Quotienten 
beliebig  hoher  Ordnung  enthalten  sind,  heißt  eine  Diffe- 
rential- Gleichung, 

Man  unterscheidet  gewohnliche  und  partielle  Differential- 
Gleichungen,  je  nachdem  dieselben  Funktionen  von  einer 
einzigen  oder  Funktionen  von  mehreren  unabhängigen  Ver- 
änderlichen enthalten.  Hier  soll  zunächst  nur  von  den 
gewohnlichen  Differential -Gleichungen  die  Rede  sein. 

Da  die  veränderlichen  Größen  a;,  y,  z ,..  selbst  endliche, 
die  Differentiale  aber  unendlich  Meine  Größen  gleicher  Ord- 
nung sind,  die  neben  den  endlichen  Größen  vernachlässigt 
werden  dürfen,  so  müssen  beide  Seiten  einer  Differential- 
Gleichung  homogene  Funktionen  der  Differentiale  sein,  d.  h. 
sie  dürfen  sich  gar  nicht  ändern,  wenn  man 
dx^  dy^  dz  ...  mit  ^, 
d^,  d^,  d^z^ . . .  mit  ^*, 


d'^x^  d^y^  d**z^ . . .  mit  t^ 
multipliziert  und   dann  beide  Seiten  der  Gleichimg  durch 
eine  passend  gewählte  Potenz  von  t  dividiert 

Dies  gilt  auch  noch,  wenn  in  der  Differential-Gleichung 
partidle  Differentiale  imd  Differential -Quotienten  auftreten. 
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Man  teilt  die  gewöhnlichen  Differential -Gleichungen 
in  verschiedene  Ordnungen  ein  nach  der  Ordnung  des 
höchsten  darin  enthaltenen  Differentials,  bezw.  des  höchsten 
Differential -Quotienten.  Es  gibt  also  Differential-Glei- 
chungen erster  Ordnung,  zweiter  Ordnung  usw.,  allgemein 
n^cr  Ordnung,  Beschränkt  man  sich  zunächst  auf  den  Fall, 
wo  nur  zwei  Veränderliche  x  und  y  mit  ihren  Differentialen 
vorkommen,  so  sind  z.  B.  die  Gleichungen 

(1.)  (3y2  4-  7x^y  +  {12xy  —  8x^x  =  0, 

oder 

(1».)  (%«+7l>)^+12xy-&c»  =  0, 

<»■>  yf^'-" 

(4.)  g+y./-(^)  =  g,(^) 

Differential 'Oleichungen  erster  Ordnung  \  die  Gleichungen 
/-  V  dhj        ,    X 

(6.)  Fi.,y)%=Oi^.,y)f^0ß, 

dx' 

sind  Differential- Oleichungen  zweiter  Ordnung^  und  Aw 
Gleichung 

ist  eine  Differential' Gleichuyig  n^^^  Ordnung^  und  zwar  heißt 
diese  Gleichung  eine  Differential -Gleichung  n*«'  Ordnung 
und  ersten  Grades  oder  eine  lineare  Differential-Gleichung 
„tor  Ordnung,  weil  sie  in  bezug  auf  die  Größen 


§  85.  Auflösbarkeit  der  Differential-Gleichlingen  erster  Ordnung.     457 

dy     d?y        d^y 

vom  ersten  Grade  ist. 


^'    dx'    dx^'      dx^ 
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erster  Ordnung  zwischen  zwei  Veränderlichen. 

Integrations-Konstante. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  208.) 
Die  einfachste  Form  einer  gewöhnlichen  Differential- 
Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen  x  und  y  tritt  bei 
der  Ermittelung  eines  jeden  Integrals  auf,  wo  die  Gleichimg 

(1.)  i=rt«) 

gegeben  und  die  Gleichung 

(2.)  y^f{x)+C 

so  zu  bestimmen  ist,  daß  Gleichung  (1.)  daraus  durch  Diffe- 
rentiation abgeleitet  werden  kann.     Man  nennt  dann 

(2a.)  y=fp{x)dx  =  f{x)+C 

das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential -Glei- 
chimg.  Dabei  tritt  noch  eine  beliebige  Integrations-Kon- 
st  ante  C  auf,  welche  man  so  bestimmen  kann,  daß  y  den 
Wert  b  annimmt,  wenn  x  gleich  a  wird.     Setzt  man  nämlich 

C=h-f{a), 
so  wird 

(2b.)  y  =  6  +  Rx)  -  f{a)  =  F(x,  a,  ^). 

Will  man  das  angegebene  Verfahren  auf  eine  beliebige 
Differential -Gleichung  erster  Ordnung 

,3.)  <-.!/•  2)  =  0 

Übertragen,  so  heißt  auch  dabei  die  gesuchte  Funktion 
(4.)  y  =  F{x,  a,  6), 

welche  für  x  =  a  den  Wert  b  annimmt,  das  allgemeine 
Integral  der  vorgelegten  Differential -Gleichung,  wenn  Glei- 
chung (3.)  durch  Einsetzen  dieses  Wertes  von  y  befriedigt 
wird,  wenn  also 
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(6.)  0[x,  F{x,  a,  ft),  F\x,  a,  ft)]  =  0 

wird,  was  auch  a?,  a  und  b  sein  mögen. 

Man  kann  sich  zunächst  durch  ein  graphisches  Ver- 
fahren davon  überzeugen,  daß  ein  solches  allgemeines  Inte- 
gral immer  existiert,  bei  welchem  man  den  Anfangswert  i 
von  y  noch  beliebig  annehmen  darf. 

Bringt  man  nämlich  die  Q-leichimg  (3.)  auf  die  Form 
dy 


(6.) 


dx 


=  ^{x,  y), 


und  beachtet  man,  daß  der  gesuchten  Gleichung 

(7.)  y  =  Fix,a,b) 

eine  Kurve  in  der  XF- Ebene  entspricht,  so  erkennt  man 

aus  der  geometrischen  Deutung  des  Differential-Quotienten 

(vergl.  D.-R,  Formel  Nr.  17  der  Tabelle),  nämlich  aus  der 

Gleichung 

dy 


(8.) 


di  =  *g"' 


Fig.  141. 


daß  Gleichung  (6.)  für  jeden  Wert  von  x  die  Eichtung  der 
Kurventangente  angibt;  denn  a  ist  in  Gleichung  (8.)  dar 
Winkel,  welchen  die  Tangente  mit  der  positiven  Richtung 
der  JT- Achse  bildet.  Bewegt  sich  also  ein  Punkt  P,  von 
einem  beliebigen  Anfangspunkte  Ä  ausgehend^  so,  daß  er 
in  jedem  Punkte  der  durchlaufenen  Kurve  die  durch  Glei- 
chung (6.)  gegebene  Eichtung  hat,  so  nennt  man  diese 
Kurve  „eine  Integral- Kurve''  und  die  Gleichimg  zwischen 
X  und  y,  der  eine  solche  Integral-Kurve  genügt,  „eine  Inte- 
gral-Oleichung''  der  vorgelegten 
Dif  f  erent  ial  -  Gleichung.  Nähe- 
rungsweise kann  man  sogar  solche 
Integral  -  Kurven  konstruieren. 
Ist  z.  B.  Ä  der  Anfangspunkt 
der  Kurve  (Fig.  141)  mit  den 
Koordinaten  a  und  6,  so  kann 
man  die  Tangente  im  Punkte  Ä 
konstruieren,  weil  man  aus  der 
Gleichung 
(9.)  tga  =  9<a,  b) 

den  Winkel  a  berechnen  kann. 
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Auf  dieser  Tangente  liegt   aber    noch  ein  unendlich 
her  Kurvenptinkt  Äi  mit  den  Koordinaten  ai,  fti.     Auch 
r  diesen  Punkt  findet  man  aus  der  Gleichung 
).)  tgai  =  y(ai,  fti) 

3  Richtung  der  nächsten  Tangente  -4.1-4.2,  wobei  der  Punkt 
dem  Punkte  Äi  unendlich  nahe  liegen  möge,  so  daß  auch 
noch  ein  Punkt  der  Kurve  ist.     Jetzt  findet  man  aus 
r  Gleichung 

L.)  tga2  =  9>(a2,  62) 

3  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  -4.2.  Indem  man  so 
äter  fortfährt,  findet  man  beliebig  viele  Punkte  und  Tan- 
nten  der  gesuchten  Kurve,  welche  der  vorgelegten  Diffe- 
itial- Gleichung  genügt 

Da  man  in  Wirklichkeit  die  Punkte  Ä,  Äi,  -4.2,... 
lander  nicht  unendlich  nahe  legen  kann,  so  liefert  dieses 
erfahren  bei  der  praktischen  Ausführung  zwar  nur  eine 
obe  Annäherung;  in  der  Vorstellimg  ist  man  aber  dieser 
«chränkung  nicht  unterworfen,  so  daß  man  damit  be- 
esen  hat,  daß  die  vorgelegte  Differential^  Gleichung  immer 
le  Integral-Kurve  besitzt,  bei  welcher  der  Anfangspunkt  A 
ch  hdidng  ist. 

Gleichzeitig  erkennt  man  aus 
38em  graphischen  Verfahren, 
ß  die  Differential  -  Gleichung 
3ht  ein  Integral,  sondern  un- 
dlich  viele  Integrale  besitzt, 
eil  nämlich  Gleichung  (6.)  für 
ien  beliebigen  Punkt  P  mit 
n  Koordinaten  x  und  y  nur 
3  Richtung  der  Tangente  an- 
bt,  so  kann  man  für  die  Ab- 
Lsse  X'=  a  die  Ordinate  y  =^b  noch  beliebig  wählen,  d.  h. 

wird  nicht  eine  Kurve  geben,  welche  der  vorgelegten 
Ifferential-Gleichimg  genügt,  sondern  unendlich  viele. 

Dieses  graphische  Verfahren  kann  man  auch  benutzen, 
n  die  aufeinander  folgenden  Werte  b,  fti,  b2,...  von  y 
i  berechnen,  denn  aus]  Gleichung  (6.)  findet  man  zunächst 


Fig.  142. 
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(12.)   — =  9)(a,  ft),     oder     bi  =  b  +  {ai  —  a)^a,b) 

ai  —  a 

und  ebenso 

(13.)  62  =  6i  +  («2  —  dl)  (p{ai ,  61) , 

usw.     Dabei  sind  allerdings  fti,  62,'.«   nur  Näherungswerte^ 

die  um  so  weniger  von  den  wahren  Werten  abweichen,  je 

kleiner  man  die  Differenzen  «i  —  a,  oa  —  «i,...  nimmt. 

Wesentlich  ist  dabei  die  Erkenntnis,  daß,  so  lange  die 
Funktion  q){x,  y)  für  die  betrachteten  Werte  von  x  und  y 
eindeutig  imd  stetig  bleibt,  einer  stetigen  Aufeinanderfolge 
der  Werte  von  x  auch  eine  stetige  Aufeinanderfolge  der 
zugehörigen  Werte  von  y  entspricht.  Macht  man  daher 
die  Voraussetzimg,  daß  die  Differential -Gleichung  (6.)  ein 
Integral  von  der  Form 
(14.)  y  =  F{x,a,b) 

besitzt,  so  kann  man  diese  Integral -Funktion^  welche  der 
Kürze  wegen  mit  f{x)  bezeichnet  werden  möge,  mit  Hilfe 
des  Taylor sohen  Lehrsatzes  nach  steigenden  Potenzen  von 
x  —  a  entwickeln,  wobei  noch  der  Anfangswert  a  ganz  be- 
liebig ist.  Dies  gibt  (vergl.  D.-R,  Formel  Nr.  88  der 
Tabelle) 

(15.)   f{x)  =  f{a)  +  ^-^{x-a)+f-^{x-af  +  -' 

Bezeichnet  man  den  willkürlichen  Wert  von  y,  welcher 
dem  Anfangswert«  x  =  a  zugeordnet  ist,  mit  6,  so  wird 
(16.)  b  =  f{a). 

Nur  diejenigen  Werte  von  a  und  b  sollen  ausgeschlossen 
werden,  füi*  welche  die  Funktion  ^{x^  y)  unstetig  toird. 

Aus  Gleichung  (6.),  nämlich  aus  der  vorgelegten  Diffe- 
rential -  Gleichung 

dy 

folgt  dann  zunächst 
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Hierbei  ist  mit  (;p)     der  Wert  von    -p   bezeichnet, 

welchen    man   erhält,   wenn  man   x  =  a  und  y  =  b  setzt. 
i3)en80  möge 

m  «»)=©)_ 

ans  ^-^  hervorgehen,  indem  man  x  =  a,  y  =  h  setzt.    Aus 

^Gleichnng    (6.)   folgt    dann   -weiter   (vergl.    D.-R.,    Fonnel 
fNr.  130  der  Tabelle) 

nox        ^       dqjx^y)  ,   d(p{x,y)   dy  _  dy 

ePy  _d^9>  d^q>    dy      d^(p/dy^      d(p  fy^ 

^'^        da?~  da?'^     dxdy  dx  "^  dyAdxJ  '^  dy  da?' 


Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen 
ePy  ^  dy(x,  y) 
da?  dx 

6h/       dif'\x,  y) 


^-^■^  ^.,„, 


da^  dx 


mit    g)*Xx,  y), 


so  gehen  die  GHeichungen  (19.)  und  (20.)  über  in 

(Pv  dy 

(19a.)  ^  =  g>i{x,  y)  +  952(05,  S/)  ^  =  9>'(«.  »)  > 

(20a.)  ^  =  <p'i(x,  s/)  +  if'^x,  y)^  =  ^"(a;,  y), 


Daraus  findet  man 
(21.)  na)  =  y(a,  b) ,    /""(a)  =  <pXa,  ft),    /"-(a)  =  ^''(a,  &),..., 

d.  h.  man   kann    sämtliche  Koeffizienten    auf  der  rechten 
Seite  von  Gleichung  (16.)  berechnen. 

Die  Bedingungen  dafür,  daß  der  Rest  R  für  hinreichend 
große  Werte  von  n  beliebig  klein  wird,  sollen  erst  an  einer 


r 
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späteren  Stelle  aufgesucht  werden,  erstens,  damit  die  vor- 
liegende Darstellung  nicht  unterbrochen  wird,  und  zweitens, 
weil  die  Herleitung  dieser  Bedingungen  für  den  Anfanger 
möglicherweise  noch  zu  schwer  ist  Deshalb  möge  die 
Untersuchung  der  Konvergenz  in  einem  besonderen  Para- 
graphen ausgeführt  werden,  den  der  Anfänger  nötigenfalls 
übergehen  kann,  ohne  dsiS  Verständnis  für  das  Folgende 
zu  verlieren. 

Es  möge  hier  also  vorausgesetzt  werden,  daß  die  durcli 
das  beschriebene  Verfahren  aufgefundene  unendliche  Beihe 

(22.)     f{x)  =  f{a)  +  ^(x-a)+^-^{x-af  +  ... 

für  die  betrachteten  Werte  von  x  konvergent  sei;  dann  kann 
man  auch  beweisen,  daß 
<23.)  y=^nx) 

das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential -Glei- 
chung ist,  wobei  nach  Gleichung  (16.) 

f(a)  =  b 
sein  soll.     Setzt  man  nämlich  den  gefundenen  Wert  von  y 
in  die  Funktion  q){x,  y)   ein  und  entwickelt  dieselbe  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  —  a,  so  wird 

(24.)  <fix,  y)  =  9(a,  b)  +  t^(^a^-a)^^(^x-af  +  .••. 

Andererseits  erhält  man  aus  Gleichung  (15.)  unter  der 
Voraussetzung,    daß    für  hinreichend  große  Werte  von  n 

•der  Rest  R  und  die  Ableitung  des  Restes  -j-  beliebig  klein 

worden,  indem  man  die  einzelnen  Glieder  differentiiert, 

(25.)  I  =  na)  +  f"{a)  ^  +  /"(a)  ^^^  +  •  •  • . 

Nun  ist  aber  nach  den  Gleichungen  (21.) 
na)  =  (p{a,  ft),    na)  =  y'(a,  ft),    /"'"(«)  =  (p%a,  6), . . . 
■d.  h.  die  rechte  Seito  von  Gleichung  (25.)  stimmt  Glied  für 
Glied  mit  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (24.)  überein, 
folglich    müssen   auch    die    linken    Seiten    einander   gleich 
jsein;  es  ist  also 
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(26.)  ^  =  ,p{x,y), 

was  zn  beweisen  war. 
Man  kann  demnach 

y  =  M  =  F{x,  a,  6) 
so   als  Funktion  von  x  bestimmen,   daß   einem  gegebenen 
Anfangswerte  x  =  a  ein  beliebiger  Anfangswert  y  =  b  zu- 
geordnet   ist,    und    daß   diese    Funktion    der   vorgelegten 
Differential -Gleichung  genügt. 

Das  angegebene  Verfahren  kann  in  allen  Fällen,  wo 
9>(x,  y)  eine  eindeutige ,  stetige  Funktion  ist ,  angewendet 
werden  und  wird  meist  sehr  brauchbare  Resultate  liefern. 
In  vielen  FäUen  wird  es  aber  möglich  sein,  das  allgemeine 
Integral  m  geschlossener  Yorm^  d.h.  oÄne  Reihen -Entwicke- 
lung  durch  eine  Gleichung 

(27.)  <?(x,  y,  C)  =  0 

darzustellen.  Aus  dieser  Integral- Gleichung  kann  man  im 
allgemeinen  die  Integrations- Konstante  C  so  bestimmen, 
daß  für  x  =  a  die  abhängige  Veränderliche  y  gleich  h  wird; 
man  braucht  ja  nur  die  Gleichung 

(28.)  *(a,  6,  C)  =  0 

nach  C  aufzulösen.  Setzt  man  einen  der  gefundenen  Werte 
von  C  in  die  Gleichung  (27.)  ein  und  entwickelt  wieder  y 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a,  so  muß  man  genau 
dasselbe  Resultat  wie  vorher  erhalten,  weil  in  beiden  Ent- 
wickelungen  das  erste  Glied  gleich  h  wird,  und  weil  sich 
die  Koeffizienten  der  folgenden  Glieder  schon  aus  der  vor- 
gelegten Differential  -  Gleichung 

(29.)  ^  =  ^x,  y) 

ergeben,  welche  aus  der  Integral -Gleichung  (27.)  durch 
Differentiation  hervorgeht   Löst  man  nämlich  Gleichung  (27.) 

nach  y  auf,  berechnet  sodann  -p   und   setzt  diese  Größen 

in  Gleichung  (29.)  ein,  so  muß  die  Gleichung  identisch  be- 


] 
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friedigt  werden,  d.  h.  sie  muß  für  alle  Werte  von  x  und 
C  gelten.  Deshalb  kann  man  auch  die  Differential-Glei- 
chung (29.)  ans  den  Gleichungen 

(30.)  <Iix,y,C)  =  0    und     g  +  ^|  =  0 

durch  Elimination  von  C  herleiten. 

Wie  man  also  auch  die  Integral -Gleichung  aufgefunden 
haben  mag,  man  erhält  in  allen  Fällen  dasselbe  allgemeine 
Integral,  so  lange  g>{x^  y)  für  die  betrachteten  Werte  von  x 
und  y  eine  eindeutige,  stetige  Funktion  ist 


§86. 

Auflösbarkeit  simultaner  DifTerential-Gleichungen 
erster  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel  -  TabeUe  Nr.  209  und  210.) 
Durch  eine  Gleichung  zwischen  a;,  y,  z  wird  die  ver- 
änderliche Größe  z  als  Funktion  der  beiden  unabhängigen 
Veränderlichen  x  und  y  dargestellt.  Will  man  die  beiden 
Veränderlichen  y  und  z  als  Funktionen  der  einzigen  Ver- 
änderlichen X  erklären,  so  braucht  man  dazu  zwei  Glei- 
chungen zwischen  x^  y^  z,  (Vergl.  D.-R,  Seite  637 — 639.) 
In  gleicher  Weise  würde  eine  Gleichung  zwischen  x, 

y,  2,  ^    j  -^  -  nicht  ausreichen,  um  zwei  veränderliche  Größen 

y  und  z  als  Funktionen  der  unabhängigen  Veränderlichen 
X  zu  erklären.  Es  müssen  also  mindestens  zwei  solche 
Gleichungen  gegeben  sein,  die  man  „ein  System  simultaner 
I}iffere7itial'0leichungen^^  nennt,  weil  sie  gleichzeitig  gelten. 
Der  Einfachheit  wegen  kann  man  sich  diese  Gleichungen 
auf  die  Form 

^^'^  dx^^^^^'^'^^'     rfl""^^^'^'^^ 

gebracht  denken. 

Auch  hier  ergibt  sich  ohne  weiteres  die  geometrische 
Deutung  und  damit  die  Auflösbarkeit  dieser  Differential- 
Gleichungen.     Beachtet  man  nämlich,  daß  zwei  Gleichungen 
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F{x^  y,  2?)  =  0  und  ö(ic,  y,  z)  =  0  zwischen  x,  y,  z  un  all- 
gemeinen einer  Baumkurve  entsprechen,  und  daß  nach 
D.-R,  Formel  Nr.  230  der  Tabelle  die  Tangente  an  die 
Raumkurve  im  Pimkte  P  die  Gleichungen 

(2.)  2^_y  =  ^(a:^_a:),     z*-z  =  ^{x*-x) 

hat,  so  erkennt  man,  daß^die  Gleichungen  (1.)  für  jeden 
beliebigen  Punkt  der  Raumkurve  die  Richtung  der  Tan- 
gente angeben.  Den  Anfangspunkt  Ä  mit  den  Koordinaten 
CL,  b,  c  kann  man  noch  beliebig  annehmen  und  findet  dann 
aus  den  Gleichungen  (2.)  die  Gleichungen 

(b.)     6i  —  b  =  {ai  —  (i)g>{a,  ft,  c),  ci  —  c  ^  («i  —  a)y}{a,  ft,  c) 

die  Koordinaten  ai,  &i,  Ci  eines  benachbarten  Punktes  Äi 
auf  dieser  Tangente,  wobei  man  noch  den  Wert  von  ai  so 
nahe  an  a  annehmen  darf,  wie  man  will,  damit  der  Punkt 
Äi  auch  noch  auf  der  Raumkurve  liegt.  Ebenso  findet 
man  aus  den  Gleichungen 

(4.)  62—61  =  («2— ai)9<ai,  61,  öl),    C2—ci  =  (02— ai)V<ai,  61,  ^i) 

die  Koordinaten  eines  dritten  Kurvenpunktes  Ä2  und  kann 
in  dieser  Weise  beUebig  fortfahren. 

In  Wirklichkeit  kann  man  auch  hier  die  Punkte  J., 
Ai,  A2,...  einander  nicht  unendlich  nahe  legen  und  erhält 
daher  bei  der  praktischen  Ausführung  dieses  Verfahrens 
nur  ein  angenähertes  Resultat'^  in  der  Vorstellung  ist  man 
aber  dieser  Beschränkung  nicht  unterworfen. 

Gleichzeitig  erkennt  man  aus  dieser  Betrachtung,  daß 
die  Anfangswerte  6  und  c  von  y  und  z^  welche  dem  An- 
fangswerte x  =  a  entsprechen,  noch  ganz  beliebig  sind ,  so 
daß  das  System  simultaner  Differential -Gleichungen  noch 
zweifach  unendlich  viele  Lösungen  besitzt. 

Dieses  Resultat  ergibt  sich  auch  aus  der  analytischen 
Behandlung  der  Aufgabe.     Setzt  man  nämlich 
(5.)  y  =  f{x)     und     z  =  g{x\ 

(6.)  f{a)  =  h    und    g{a)  =  c, 

wobei  die  Anfangswerte  h  und  c  noch  ganz  beliebig  gewählt 
werden  dürfen,  so  wird  nach  dem  Taylor  sehen  Lehrsatze 

Kiepert,  Integral -Rechnung.  ^ 
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(7.)    y  =  f{x)  =  f{a)  +  (^^^{x-a)  +  ('-lf{x-af^... 

ni 

{8.)     2=^x)=5'(a)  +  ^^(x-a)+^||^(a;-a)2  +  ... 

und  man  erhält  nach  den  Gleichungen  (1.) 

Femer  wird 
^"•^  da:2  -  ^  W  -  ^^  -  5^  -t-  ^y  a^  ^  dz  dx       ^^'^'  ^'  ^' 

also 

(13.)  na)  =  9P'(a,  6,  c), 

(14.)  g-\a)  =  ip'(a,  6,  c). 

In  derselben  Weise  setze  man 

und  fahre  mit  der  Bildung  der  höheren  Ableitungen  fort  bis 

dann  findet  man 

(15.)  /■(«>(a)  =  y<"-i)(a,  i,  c) , 

(16.)  5K»)(a)  =  ^'"-')(a,  6,  c). 
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Wenn  fp{x,  y,  z\  tp(x,  y,  z)  und  die  partiellen  Ableitungen 
dieser  Funktionen  für  die  betrachteten  Werte  von  x,  y,  z 
stetig  und  eindeutig  sind,  so  läßt  sich  wieder  durch  funk- 
tionen- theoretische  Untersuchungen  zeigen,  daß  die  Best- 
^eder    Ri   und    R^    für   hinreichend    kleine    Werte    von 
j «  —  a\  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  verschwindend  klein 
werden.    Dann  sind  die  Gleichungen  (7.)  und  (8.)  die  oH- 
gemeinen  Integral^  Gleichungen  der  gegebenen  Differential- 
Gleichungen,  denn  man  kann  zeigen,  daß  die  gefundenen 
Werte  von  y  und  z  den  Gleichungen  (1.)  genügen,  wie  man 
auch  die  Anfangswerte  6  und  c  wählen  mag.     Setzt  man 
nämhch  die  gefundenen  Werte  von  y  und  z  in  (p{x^  y,  z) 
tmd  v^^,  y,  z)   ein  und   entwickelt  diese   Funktionen   nach 
steigenden  Potenzen  von  x  —  a,  so  wird 

(17.)  9<ar,y,e)  =  9<o,6,c)+?^^^\x-a) 

y"(a,  h,  c) 
H 2] — (^  — «)  H ) 


2! 

Andererseits  findet  man  unter  der  Voraussetzung,  daß 
die  Größen  Ri  und  S2,  -^  und  -5-^  für  hinreichend  große 

Werte  von  n  beliebig  klein  werden,   aus  den  Gleichungen 
(7.)  und  (8.)  durch  Differentiation 

(19.)  |  =  na)4-^(x-a)  +  ^2^^(.-a)^  +  -, 

(20.)   |  =  ^(a)+?>)(x-a)+^(.-«)3  +  .... 

Aus  den  Gleichungen  (13.)  bis  (16.)  erkennt  man  aber, 
daß  die  rechten  Seiten  von  Gleichung  (17.)  und  (19.)?  des- 
gleichen auch  von  Gleichung  (18.)  und  (20.)  Glied  für  Glied 
miteinander  übereinstimmen,  folglich  sind  auch  die  linken 
Seiten  einander  gleich,  d.  h.  es  wird 
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(21.) 
(22.) 


dx 
dz 


dx 


=  ¥pc,  y,  ^)- 


Besonders  zu  beachten  ist  dabei  der  Umstand,  daß  man 
über  zwei  willkürliche  Integrations -Konstante  verfügt,  in- 
dem man  die  Anfangswerte  6  und  c  von  y  und  z  noch  be- 
liebig wählen  darf. 


Man  kann  dieses  Verfahren  ohne  weiteres  auf  ein 
System  von  m  simultanen  Differential -Gleichungen  erster 
Ordnung  mit  m  Funktionen  yi,  ^2,  •  •  •  y»»  der  einzigen  unab- 
hängigen Veränderlichen  x  übertragen. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  Gleichungen  auf  die  Form 

dyi^ 
dx 

dyi 


(23.) 


-r  =  ^i{^\  yu  3/2,... ym), 


dx 


=  <P2{x\  yi,  y2,...ym), 


dy,^ 

dx 


=  g>m{x\  yi,  yz^-'-ym) 


gebracht,  so  kann  man  noch  die  dem  Anfangswerte  x  =  a 
zugeordneten  Anfangs  werte  6i,  62  »...&/«  von  yi,  yo^.,,y^ 
beliebig  annehmen  und  dann  diese  Funktionen  yi,  y-y^-  --ym 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a  entwickeln.     Dies  gibt 


(24.) 


1! 


2! 


2/2  =Ux)=Ua)  +  ^-^{x-a)+f^\x-af  +  ••., 


ym^Ux)=f,M+^-^^\x-a)-{-^^^{x-af  +  ..., 


wobei  für  a  =  1,  2, . . .  »n 


(25.)     Ua)  =  ö„,    U'{a)  =  (-£'')^=  9^a(o;  öi,  62,  •  -  •  6«), 
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96.)  M.)=(&)_=(^)_=  «>.■(«;  «u  h....K). 

allgemein 

I  imd  zwar  findet  man  nach.  D.-R..  Formel  Nr.  223  der  Tabelle 
'^  =  9a{x]  yi,  y2,...ym)  aus  der  Gleichung 


(28.)  ^^  =  ^^  4-  ^^  ^  4-  ^^  ^  4- 
dx         dx        dyi  dx        dy^  dx 


+ 


Q^>a  dy„ 


äym  dx 
wobei  man  noch  aus  den  Gleichungen  (23.)  die  Werte  von 


dyi    dy2        dy^ 


dx     dx 


dx 
Gleichung  (2a) 

(29.) 


einsetzen   muß.      Ebenso  findet  man   aus 


-^-^  =  9)«w(a;;  yi,  ya, . .  •  ym), 

indem  man  q>a  mit  9)«^*^^^  vertauscht. 

Aus  dieser  Lösung  ergibt  sich,  daß  man  bei  der  Inte- 
gration noch  über  m  willkürliche  [Integrations- Konstanten 
61,  62,... 6»,  verfügt. 

Gelingt  es,  das  System  simultaner  Differential- Glei- 
chungen in  geschlossener  Form  zu  integrieren ,  so  ist  es 
natürlich  nicht  immer  nötig,  daß  die  m  Integrations -Kon- 
stanten gerade  die  Anfangswerte  61,  62, ... 6m  von  yi^y-i^-'-ym 
sind.     Die  Lösung  kann  auch  durch  das  Gleichungs- System 

Fi{x',  yi,  ya, . . .  ym\  ^i,  ^2, . . .  c^)  =  0, 
F^x;  yu  ^2, . . .  ym\  ci,  C2, . . .  O  =  0, 


(30.) 


Fm[x\  yi,  ^2, . . .  y^;  ^i,  C2, . . .  O  =  0 

gegeben  sein.  Ob  diese  Gleichungen  wirklich  ein  System 
von  Integral- Gleichungen  sind,  kann  man  ermitteln,  indem 
man  aus  den  m  Gleichungen  (30.)  und  aus  den  m  Glei- 
chungen 


(31.) 


dx 


=  0, 


dFi 


=  0, 


dt\ 


=  0 


die  m  (Größen  Ci,  02,. 


dx       "'  "  ■  da; 

,  c„  eliminiert  und  dann  untetaudB^ 
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ob  das  sich  daraus  ergebende  System  von  m  Gleichimgen 
mit  den  Gleichungen  (23.)  gleichbedeutend  ist.  Sollen  die 
Gleichungen  (30.)  das  System  der  allgemeinen  (oder  voll- 
ständigen) Integral -Gleichungen  sein,  so  muß  es  möglich 
sein,  die  Konstanten  Ci^  C2^...c^  so  zu  besUmmen,  daß 
Vit  Vit-'-Vm  für  x  =  a  die  beliebig  vorgeschriebenen  An- 
fangswerte &i,  62? -..&;«  annehmen. 


§  87. 

Auflösbarkeit  der  DifTerential -Gleichungen  höherer 

Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  211.) 

Auf  den  soeben  erläuterten  FaU  läßt  sich  auch  die 
Integration  der  Differential -Gleichungen  höherer  Ordnung 
zurückführen.     Ist  z.  B.  die  Gleichung 

oder 

gegeben,  so  setze  man 

Dadurch  kann  man  die  gegebene  Differential-Gleichung 
auf  die  Form 

^^^  "^^  ^  ^^'  ^'  ^^'  ^^'  *  • "  ^'^-'^ 

bringen,  d.  h.  man  hat  die  Differential -Gleichung  nnf^^  Ord- 
nung durch  ein  System  von  m  Differential -Gleichung  erster 
Ordnung  ersetzt,  welche  durch  die  Gleichungen  (3.)  und 
(4.)  gegeben  sind. 

Bei  der  Lösimg  kann  man  noch  dem  Anfangswerte 
x^=-a  die  willkürlichen  Anfangswerte  6,  61,  fto?  •  •  •  6m— 1  von 
Z/j  3/1  j  y2,...ym-i  zuordnen. 
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Daraus  ergibt  sich  für  y  die  Reihen -Entwickelung 

(5.)   y  =  fix)  =  na)  +  f-^{x-a)  +  (^(x-af-\-..., 

wobei 

(6.)  Aß)  =  6,    f'{a)  =  b,,    na)  =  b2,...f^'--M  =  b,„-i 

ganz  beliebige  Größen  sind.    Die  höheren  Ableitungen  findet 

man  aus  den  Gleichungen 

/•(^)(a)  =  (jP(a,  6,  6i,...  6,^-1 ), 
(7.)  {ß'-^Ha)  =  fp\a,  ft,  6i,...6^^i), 


Die  hier  angedeutete  Methode  hat  den  Nachteil,  daß 
sie  die  Integral -Gleichungen  nicht  in  endlicher,  geschlossener 
Form  liefert,  aber  sie  gibt  den  Nachweis,  daß  bei  der  Inte- 
^ation  einer  Differential -Gleichung  m^^^  Ordnung  m  be- 
liebige Integrations- Konstanten  auftreten. 

Die  Anzahl  der  Fälle,  wo  man  die  Integral-Gleichungen 
in  endlicher,  geschlossener  Form  auffindet,  ist  verhältnis- 
mäßig klein;  in  den  meisten  Fällen  führt  die  Integration 
der  Differential -Gleichungen  durch  unendliche  Reihen  auf 
bisher  unbekannte  Funktionen. 

In  den  späteren  Paragraphen  sollen  nur  einige  Auf- 
gaben hervorgehoben  werden,  bei  denen  die  Lösung  in  end- 
licher Form  möglich  ist 

Zunächst  aber  soll  noch  die  Untersuchung  nachgeholt 
werdei},  unter  welchen  Bedingungen  die  Integration  der 
Differential  -  Gleichung 

durch  eine  konvergente  Reihe  von  der  Form 

y  =  f{x)  =  f{a)  +  ^-^{x-a)  +  ^-^{x-af  +  ... 

möglich  ist  Da  aber  die  dazu  erforderlichen  Beweise  etwas 
schwierig  sind,  so  darf  der  Anfänger,  wie  schon  oben  be- 
merkt worden  ist,  den  folgenden  Paragraphen  ohne  Nach- 
teil für  das  Verständnis   der  späteren   Paragraphen   über- 
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§8& 

Untersuchung  der  Konvergenz- Bedingungen. 

Es  sei  wieder  die  Differential -Gleichung 

(1.)  t=^^'y^ 

gegeben.  Dabei  sei  g>{x,  y)  für  die  betrachteten  Werte  von 
X  und  y  eine  eindeutige  und  stetige  Funktion,  die  sich  mit 
Hilfe  der  TayZorschen  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von 
(2.)  X  —  a  =  h    und    y  —  ft  =  Ä 

entwickeln  läßt,  so  lange 

I  Ä  I  <  i?    und     I  Ä  I  <  5 
bleibt.     Nach  dieser  Voraussetzung  wird  also 

(3.)   9)(x,  y)  =  g>{a,  b)  +  ^—g^ —  Ä  H ^ — ArJ 

+  3^-1?^'*  +  %^*]" +■■■*' 
eine  konvergente  Reihe,  in  der  alle  Glieder  gleicher  Dimension 
zu  einer  Gruppe  vereinigt  sind.     Es  wird  z.  B. 

oder 

^   '     pWda       '   db    /         |>!^\w/öa^-«ö6« 

♦)  Hierbei  soll  der  Wert  von  — -— —    für    x  =  a,    y  =  b    der 

Kiirze  wegen  mit     -  y^ — »   der  Wert  von  — ^^       fura;  =  a,  y  =  o 

e^tpCay  b)  e»«+»^x,  y) 

mit  — .j— -     und  der  Wert  von  — rz;^-^,."  "    für    x  =  a,    y  =  6    mit 

z^'^i^üL —  bezeichnet  werden. 


I 
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Setzt  man 
(6.)  p  =z  m  -{-  n,     also    p  —  n  =  m 

und  beachtet,  daß 

Ji/P\_   1  p{p  —  l).. .  ip  —  n  +  Vl 
p\ 


p !  \n/       p ! 


p\ 

1  i>(l'-l). 

..{p  —  n  -\-l).m\ 

1  p{p-l). 

m\  n! 
..(m4-l)m(m— 1). 

..3.2.1 

p\ 
1       i,!      _ 

m\  n! 

1 

p\  m\  n\        m\  n! 

ist,  so  erkennt  man,  daß  ein  beliebiges  Glied  der  Eeihe  die 
!Form 

hat. 

Da  in  jeder  konvergenten  Reihe  die  Glieder  immer 
kleiner  und  kleiner  und  schließlich  unendlich  klein  werden 
müssen,  so  wird 

d.  h.  es  wird,  wenn  man  mit  6  eine  beliebig  kleine  Größe 
bezeichnet  und  m  -{-n  hinreichend  groß  macht,  z.  B. 

w  +  n  ^  g, 
ö^+«^(a,  b) 


(9.) 


m\  fil 


Ii^.8''<  6. 


Die  Anzahl  der  Glieder  in  der  durch  Gleichung  (3.) 
gegebenen  Entwickelung  von  (f{x^  y)  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  h  und  /c,  bei  denen  w  +  w  <  g  ist,  wird 

(10.)  1  +  2  +  3  +  .. .  +  g  =  ^^^^- 

Nun  sei  unter  den         T — -  GUedern 


m!  n! 


bei  denen  w  +  n  <  g   ist ,   das    größeste  gleich    O,   wobei 
man  für  hinreichend  große  Werte  von  q  annehmen  dfitrf, 
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daß  ö  kleiner  ist  als  O;  dann  wird  nach  üngleichnng  (9.) 
für  aüe  Werte  von  m  und  n 


1_ 
m\  n! 


oder 
(11.) 


ö'«+'*9)(a,  b)  \ 


m\n\G 


Dies  gibt  den 

Satz  1.  Ist  g>{x,  y)  für  die  betrachteten  Werte  von  x 
und  y  eine  eindeutige  und  stetige  Funktion,  die  sich  in  eihe 
konvergente,  nach  steigenden  Potenzen  von 

X  —  a  =  h    und    y  —  6  =  fc 
fortschreitende  Beihe  enttvickdn  läßt,  so  lange  |  Ä  |  <  i?  und 

\k\  <  8  ist,  ist  femer  unter  den  — --^^ — -  Gliedern 


q>{a,  b)  I , 


ö^(a,  6) 


da 


R, 


2 

!  d<p{a^  h) 
I     dh 


8,... 


1 
ml  n] 


I     da'^db*^     I 


für  m  -\-  n  <  q  das  größoMe  gleich  G,   so  ist,  wenn  man  q 
hinreichend  groß  macht,  für  alle  Werte  von  m  und  n 


ö'«+«^a,  6) 


m\n\  G 


da^'^db'* 

Diesem  Satze    kann    man   noch   eine   andere   Fassung 
geben.     Es  sei 

(12.)  *(x,  y)  =     --  ,;.--,?--  "^  j^- 


dann  wird 

(13)  -"-^'^'^-^^^ 
dx^  dy^ 


(m  +  l)!w!ö 


also  für  a;  =  o,  y  =  h 


(m  +  l)!n!(? 


ft>y«  +  l 


folglich  geht  Ungleichung  (11.)  über  in 


(15.) 
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da*^dh*^ 


1       g^+^^(g,  h)      g^+^^(g,  6) 
w  +  1      da'^db'*  da'^db^ 


Nun  läßt  sich  die  Differential -GHeichimg 
(16.)  ^  =  ^x,y)=  ^ 


sehr  leicht  integrieren,  wenn  man  sie  auf  die  Form 

bringt  und  beide  Seiten  dieser  Gleichung  integriert.  Be- 
achtet man  dabei  noch,  daß  y  =  h  sein  soll  für  a;  =  a,  so 
findet  man 

R 
oder 

(19.)         {y-hf-W{y-h)+  2^^(^-°)   =0. 

^        X  —  a 

R~ 

Dies  gibt 


(20.)  y_fe=g-t.]/^3_2^g(^-°). 


r  Ä 

Ans  dieser  Gleichung  erhält  man  für  x=^  a 
y-b  =  8±S, 
folglich    muß   man  in  Gleichung  (20.)  das  ontere  Zeichen 
nehmen,  damit  y=b  wird  für  x  =  a.    Es  ist  also 

(21.)  y  =  J  +  S-(l-^p)"*.|/s=-^V  +  2(?J!) 

Setzt  man  jetzt 
.„.    1    ,2Ö       1        ,  RS  o  2öiP 

^22-^Ä  +  -Ä=-^'  ^^^^  ^  =  Sqr2äB=^-ST2ÖÄ' 
80  erkennt  man,  daß  g  <  It  wird.  Gleichung  (21.)  geht  da- 
durch über  in 
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(23.)   ',y  =  b  +  8-8(l-  ^)*-(l  -  ^)"* 
Die  Ausdrücke 

kann  man  mit  Hilfe  des  binomischen  Lehrsatzes  nach 
steigenden  Potenzen  von  x — a  entwickehi,  imd  zwar  bleiben 
die  Reihen,  da  ^  <  Ä  ist,  unbedingt  konvergent,  wenn 

\x  —  a\  <g 

ist  Deshalb  kann  man  auch  nach  D.-R,  Formel  Nr.  117 
der  Tabelle  das  Produkt  dieser  beiden  Reihen  bilden  imd 
erhält 

(24.)  y  =  h  +  Ai{x  —  a)  +  A^ix—af  +  Ädx  —  f^f  H • 

Auch  diese  Reihe  ist  dann  unbedingt  konvergent,  wenn 
\x  —  a\  <  g  ist 

Die  Koeffizienten  J.i,  J.2,  -I3,...  dieser  konvergenten 
Reihe  kann  man  aber  auch  nach  den  Angaben  in  §  85 
finden,  indem  man 

(25.)  y  =  F{x),     also     b  =  F{a) 

setzt  und  nach  dem  Taylor  sehen  Lehrsatze  entwickelt. 
Dies  gibt 

(26.)  y  =  b]+-^{x—a)+—^{x—af  +  -^ 

wobei 

'  F*{a)  =  ^(a,  b)  =  G, 

^^^~\dx  "^  dy  dxh^a^^fy 

\_da?  '     dxdydx     dy^\dx/  '  dy  da:^Ja=«,y=Ä 


(27.) 


ist.     Die  Bildung  dieser  Ausdrücke  wird  noch  dadurch  er- 
leichtert, daß  nach  Gleichung  (14.) 

g^-Hn^>(a,  b)  _  (m+  l)\n\0 
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ist  Gleichzeitig  erkennt  man  daraus,  daß  die  partiellen 
Ableitungen  von  ^{x^y)  für  a;  =  a,  y  =  6  sämtlicli  reell 
und  positiv  sind.     Deshalb  sind  auch  die  Größen 

1!    "^  ^'      2!     —  ^'      31     —  ^8j  •  •  • 
sämtlich  reell  und  positiv. 

Vergleicht  man  mit  der  soeben  gelösten  Differential- 
Gleichung  erster  Ordnung  die  allgemeinere 

(29.)  ^  =  9^(^-2')' 

bei  welcher  für  9>(a;,  y)  die  in  Satz  1  angegebenen  Voraus- 
setzungen gelten,  so  findet  man  nach  G-leichung  (22.)  in 
§85 

(ßO.)  y  =  h+f^{x-a)^t^{x-af+t^-{x-af  +  ..., 
wobei  nach  den  Gleichungen  (19a.),  (20a.)  und  (21.)  in  §  85 

f{a)  =  q>{a,b), 


(31.) 


dy  da?],r=a,i^ö 


wird.  Daß  auch  diese  Reihenentwicklung  für  \x  —  €L\<g 
unbedingt  konvergent  ist,  ergibt  sich  unmittelbar  aus  Un- 
gleichimg  (16.),  nämlich  aus 

g^+^y(g,  6)         a^+^^g,  6) 

denn  deshalb  wird  auch 

(32.)  \f\a)\<F\a\  \na)\<F%a),  |/^-(a)|  <  i^-(a),. . . , 
d.  h.  die  in  Gleichung  (30.)  dargestellte  Reihe  konvergiert 
unbedingt  für  alle  Werte  von  x  —  a,  für  welche  die  in 
Gleichimg  (26.)  dargestellte  Reihe  konvergiert     Dies  gibt 
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Satz  2.  Ist  (p{x^  y)  für  die  hetrachieten  Werte  vtm  x 
und  y  eine  eindeutige  und  stetige  Funktion,  die  sieh  in  eine 
konvergente,  nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a  =  A  und 
y  —  b  =  k  fortschreitende  Reihe  entwickein  läßt,  so  langt 
\h\<R  und  \k\<8  ist,  ist  femer  für  hinreichend  große 

Werte  von  q  und  für  m  -\-  n  <,q  unter  den  -— « — -   Oüe- 
dem  — ; — r  — >^  J^^tI       B^  .  S^  das  groß  est  e  gleich  G,  so 


m\  n! 


da'^  db** 


konvergiert  die  Reihe 

unbedingt,  so  lange  \x  —  «  |  < fl^  =  cT^öt^  "ö    Wrifif,    und 

b  -\-  Ztr .  M 

stellt  das  allgemeine  Integral  der  Differential- Gleichung 


i  =  9^(^'  y) 


dar. 


In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  die  Existenz  all- 
gemeiner Integral-Q-leichungen  nachweisen,  wenn  ein  System 
von  m  simultanen  Differential-Gleichungen  erster  Ordnung, 

also  m  Q-leichungen  zwischen  x,  yi,  y-z,  •-^ym^    -^-'    ^    ' 

du 
"'~H~  gögöt)en  sind. 

Auf  diesen  Fall  läßt  sich  dann  auch,  wie  schon  aus- 
geführt wurde,  die  Integration  der  Differential-Gleichungen 
höherer  Ordnung  zurückführen. 


§  89. 

Trennung  der  Variabein. 

(VergL  die  Formel -Tabelle  Nr.  212.) 
Ist  die  Differential -Gleichung  erster  Ordnung 
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gegeben,  so  löse  man  sie  in  bezug  auf  -^     auf,   d.  b.  man 
bringe  sie  auf  die  Form 

(2.)  ^  =  9,(a;,2,)  =  _f^^) 

^    '  dx      ^^  ^  ^'  N(x,  y) 

oder 

(2  a.)  M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dy  =  0. 

Ist  nun  bierbei  Jf  (x,  y)  eine  Funktion  X  der  einzigen 
Veränderlicben  x  und  N{x^  y)  eine  Funktion  Y  der  ein- 
zigen Veränderlicben  y,  ist  also 

(3.)  M{x,y)  =  X,    N{x,y)  =  Y, 

so  kann  man  sofort  das  allgemeine  Integral 

(4.)  /Xdx+/Ydy=C 

bilden.  Hat  die  Differential- Gleichung  diese  Form  noch 
nicht,  so  wird  man  sie  auf  diese  Form  zu  bringen  suchen. 
Das  Verfahren,  welches  man  dabei  ausführt,  nennt  man 
yylntegration  durch  Trennung  der  Variabeln'^.  Ist  z.  B.  die 
Differential-  Q-leichung 

(5.)  Xi  Yidx  +  X2  Y2dy  =  0 

gegeben,  wo  Xi  und  X2  Fimktionen  der  einzigen  Veränder- 
lichen x,  Fl  und  Y2  Funktionen  der  einzigen  Veränder- 
lichen y  sind,  so  dividiert  man  die  linke  Seite  von  Glei- 
chung (6.)  durch  X2Y1  und  erhält 

(6.)  ^^dx  +  ^^dy  =  0, 

also 

(7.)  j^^dx+j'^dx=C. 

Da  ein  Integral  von  der  Form  fXdx  als  der  Flächen- 
inhalt einer  ebenen  Figur  betrachtet  werden  kann  (deren 
Begrenzung  in  Formel  Nr.  4  der  Tabelle  angegeben  ist),  so 
nennt  man  hier,  wo  von  der  Integration  der  Differential- 
Gleichungen  die  Rede  ist,  die  Ermittelung  eines  solchen 
Integrals  eine  yyQuadraiur'^ 
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Beispiele. 
Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential -G-leiclmng 
(8.)  ydx  —  xdy  =  0 

integrieren. 

Auflösung.     Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung 
(8.)  durch  — xy  dividiert,  erhält  man 

(9.)  ^-^  =  0, 

y        X  ' 


/*dy rdx 


]ny  —  lna;  =  ln(7, 


(10.)  y=Cx. 

Die  Integrations- Konstante  ist  in  diesem  Falle  mit 
InC  bezeichnet  worden,  damit  der  Übergang  von  den  Loga- 
rithmen zu  den  Numeri  erieichtert  wird. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential- Gleichung 
(11.)  (a?  —  a^)dy  —  ydx  =  0 

integrieren. 

Auflösung.  Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung 
(11.)  durch  {a?  —  a^)y  dividiert,  erhält  man 

(12.)  ^y-^-0, 

y       7?  —  €?        ^ 
also  nach  Formeln  Nr.  29  a  der  Tabelle 

Aufgabe  3.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(14.)  x^dy  +  (y  —  a)dx  =  0 

integrieren. 

Auflösung.     Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung 
(14.)  durch  3^{y  —  a)  dividiei-t,  erhält  man 
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lii(y  — o)  =  ln(7  +  -=lnCH-ln(f^), 

(16.)  y  —  a=C.^. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(17.)  xydx  —  {a  +  x){b  +  y)dy  =  0 

integrieren. 

Auflösung.     Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung 
(17.)  durch  y{a  +  x)  dividiert,  erhält  man 

a  +  x  y  \        a-\-xß  \        yj  "         ' 

oder 

(19.)  x-y=C-^hi[{a  +  xf.y^], 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential- Gleichung 
(20.)  7?ydx  -f-  ydx  -f-  xy^dy  —  xdy  =  0 

integrieren. 

Auflösung.    Man  kann  die  vorgelegte  Differential-Glei- 
chung zrmächst  auf  die  Form 

{a^+l)ydx  +  x{y'-l)dy  =  0 
bringen  und   dann  durch  ocy  dividieren.     Dadurch  erhält 
man 

(21)  {a^+l)dx       (yi-l)dy^Q 

X  y  ' 

f(x^  +  iyx+f(y-^)dy=C, 
oder 
(22.)  ^  +  lnx  +  ^-lny=(7. 

Kieperfc,  Integral -Beohnnng.  ^V 
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Aufgabe  6.     Man  soll  die  Differential- Gleichung 


(23.)  (1  +  x^)dy  —  yi  —  y^dx  =  0 

integrieren. 

Auflösung.    Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung 
(23.)  durch  (1  +  ^)y  1  —  y^  dividiert,  erhält  man 

also 

^^'^    fv^^ 'fiT^ ^ """""^^ "" ""^^^ ^ ^' 

Aufgabe  7.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(26.)  xdy  —  ydx  =  dyVl  +  a^  +  dxYT+y^ 

integrieren. 

Auflösung.    Man  bringt  die  Differential -Gleichung  zu- 
nächst auf  die  Form 

(27.)  (a:_}/r+^)dy  — (y  +  >/rTj^x  =  0 

und    dividiert    die    linke    Seite    dieser    Gleichung    durch 
{x  —  yi  +  x^)  und  durch  (y  +  Vi  +  y^)]  dies  gibt 

oder 

(29.)         (yr+y  —  y)dy  +  (YlT^  +  x)dx  =  0, 

folgUch  findet  man  nach  Formel  Nr.  129  der  Tabelle 

+ 1  Vi +^  +  2-ln(^  +  VT-f"^  +  ^  =  ^^- C, 
oder 

(30.)  x'—y'  +  xyr+^  +  yyr+^ 

+  in[{x  +  vr+^)  {y  +  Vi  +  f)]  =  a 

Aufgabe  8.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(31.)  smx siaydy  =  cos xcosydx    . 

integrieren. 
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Auflösung.  Indem  man  Gleichung  (31.)  durch  — sinxcosy 
dividiert,  erhält  man 
2  V  cosxdx  _  sinydy  ^  ^ 

sina?  cosy  ' 

also  durch  Integration 

In  (sin  x)  +  In  (cos  y)  =  In  C, 
oder 

(33.)  sina;  cos  y  =  C. 

Aufgabe  9.     Man  soll  alle  Kurven  bestimmen,  bei  denen 
die  Sabtangente  die  konstante  Länge  a  hat. 

.    Auflösung.    Da  die  Subtangente  einer  Kurve  8t  =  y^ 

ist,  so  erhält  man  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 

dx 


(34.) 

Mr.«/ 

'ry=^^ 

(35.) 

y 

(36.) 
oder 

(37.) 

Das  ist  die 

X  —  xo  =  alny, 

y  =  e  «  . 
Gleichung  der  logarühmischen  Linie. 

Aufgabe  10. 

die   Subtangent« 
Abszisse. 

Man  soll  alle  Kurven  bestimmen,  bei  denen 
5   n-mal   so   groß   ist  wie    die  zugehörige 

Auflösung. 

(38.) 

Für  die  gesuchten  Kurven  wird 
dx 

X  y 

(40.)  Ina:  +  ]n(2p)  =  n]ny, 

wobei  man  die  Integrations -Konstante  mit  ln(2j>)  bezeichnet 
hat.     Dies  gibt 

(41.)  y^  =  2px, 

also  die  Gleichung  der  verallgemeinerten  Parabel. 

81* 
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Für  n  =  2  stellt  die  G-leioliang  die  gewöhnliehe  Parabd 
dar,  für  welche  die  Subtangente  doppelt  so  groß  ist  wie  die 
Abszisse. 

Aufgabe  11.  Man  soll  alle  Kurven  bestimmen,  bei  denen 
die  Polar- Subnormale  die  konstante  Länge  a  hat« 

Auflösung.  Die  Polar -Subnormale  ist  i8Vi  =  ^— f  folg- 
lich wird  für  die  gesuchten  Kurven 

dr 
(42.)  —=:a,    oder    dr  =  a.dq>j 

(43.)  r  =  a{q)  —  q>o). 

Die  gesuchten  Kurven  sind  also  Archimedische  Spiralen, 

Aufgabe  12.  Man  soll  alle  Kurven  bestimmen,  bei 
denen  die  Polar- Subtangente  die  konstante  Länge  a  hat 

Auflösung.  Die  Polar -Subtangente  ist  St  =  —r^i 
folglich  wird  für  die  gesuchten  Kurven 

(44.)  -^  =  a,     oder    dq>  =  -^, 

(4B.)  9p  —  g)o  =  —  - ,     oder    r{q>  —  9>o)  =  —  a. 

r 

Die  gesuchten  Kurven  sind  also  fiyperholische  Spiralen. 

Aufgabe  13.  Man  soll  alle  Kurven  bestimmen,  welche 
mit  der  X-Achse,  vom  Nullpunkt  an  gerechnet,  und  mit 
der  Ordinate  QP  ein  Flächenstück  OQP  begrenzen,  dessen 
Inhalt  der  n*®  Teil  des  Eechtecks  xy  ist 

Auflösung.  Da  das  von  der  Kurve  begrenzte  Flächen- 
stück den  Inhalt 

(46.)  F=/ydx 

0 

hat,  so  erhält  man  für  die  gesuchten  Kurven  die  Gleichung 
(47.)         xy  =  njydx,     oder  .  ocdy  +  ydx  =  nydx, 

0 

xdy  =  (n  —  l)ydx, 


ds 
^  dy' 
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(48.)  -^2'  =  („_1)^, 

y  '  X 

\ny  =  {n  —  l)lna7  +  InC  =  ln((7x«-i), 

(49.)  y=Cx''-'^. 

Die  gesuchten  Kurven  sind  wieder  verallgemeinerte 
Parabeln. 

Aufgabe  14.  Man  soll  eine  Kurve  bestimmen,  deren 
Tangente  die  konstante  Länge  a  hat 

Auflösung.    Die    Tangente  einer  Kurve  ist   T  =  j 

folglich  erhält  man 

(50.)  y-^  =  a.    oder    i^{da?  +  dfß)  =  aHiP. 

ay 

fda?  =  {d?  —  y^)dy^j     ±  ydx  =  ya^  —  y^ .  dy, 

(51.)    +dx  =  1^^^3dy=--aL=---Ä=:. 

Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  integriert, 
findet  man  nach  den  Formeln  37  und  31  der  Tabelle 

(52.)       +  (a:  -  OH))  =  l/^=?  -  ahi(^-±^?^^3\. 

Die  Kurve,  welche  dieser  Gleichung  entspricht,  wird 
„Traktrix  von  Huyghens**  genannt. 

Aufgabe  15.  Man  soll  alle  Kurven  bestimmen,  bei  denen 
der  Flächeninhalt  eines  jeden  Sektors  zu  der  Differenz  der 
Quadrate  der  den  Sektor  begrenzenden  Leitstrahlen  pro- 
portional ist. 

Auflösung.  Nennt  man  die  begrenzenden  Leitstrahlen 
Ti  und  r  und  die  zugehörigen  Argumente  9)1  und  9),  so 
wird  nach  Formel  Nr.  134  der  Tabelle  der  Flächeninhalt 
des  Sektors 

(53.)  8==ißdip, 

Vi 

so  daß  für  die  gesuchten  Kurven  die  Gleichung 


(54.)  w(r2  —  ri2)  =  yr^dq) 

9i 


-ri^)  =  iß 


486  dy      ^«\ 

§  90.    Integration  der  Gleichungen  von  der  Form  ^  =  f\z/ 

gilt.  Betrachtet  man  dabei  r  und  g>  als  veränderlich,  wah- 
rend ri  und  9)1  konstant  sind,  so  folgt  aus  Gleichung  (54.) 
durch  Differentiation 


(65.) 

4nrdr 

=  r2d(p, 

(56.) 

4n  — 
r 

=  d9), 

(57.) 

oder,  wenn 

man 

4nlnr  =  9)  —  9)0, 

(68.) 

in  =  ''^ 

€r^9^=  C 

setzt, 

(59.)                  r  = 
Dies  ist  die 

Q-leichung 

oder    r  =  C.&*^. 

der  logarithmischen  Spirale. 

§  90. 

Integration  der  Gleichungen  von  der  Form  ^  =  /(!)• 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  213.) 
In  den  meisten  Fällen  wird  die  Trennung  der  Variabein 
bei  der  Differential -Gleichung 
(1.)  M(x,  y)dx  +  N{x,  y)dy  =  0 

durch  einfache  Multiplikation  oder  Division  nicht  möglich 
sein.  Mitunter  wird  aber  die  Differential- Gleichung  durch 
passende  Substitution  so  umgeformt  werden  können,  daß 
dann  die  Trennung  der  Variabein  durchführbar  ist 

Sind  z.  B.  if(a:,  y)  und  N{x,  y)   beide  homogene  Funk- 
tionen m^^^  Orades,  wird  also 

(2.)       M{tx,ty)  =  P-.M{x,y),    N{tx,ty)  =  t-^  .N{x,y), 
so    kann    man    die  Trennung    der  Variabein    in  folgender 
Weise  ermöglichen. 

Aus  den  Gleichungen  (2.)  findet  man  für  i  = 
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Dividiert  man  also   Q-leichung  (1.)  durch  a^  und  be- 


M\ 


0.-9  .. 


zeichnet mit  f\—y  so  erhält  man 

(4.)  m(i,  D<ii  +  Jf (l,  0iy  =  0, 

oder 

Setzt  man  jetzt 
(6.)  -  =  ^?    also    y  =  ^^j 

X 

80  wird 

(7.)  dy  =  zdx  +  xdz , 

und  G-leichung  (6.)  geht  über  in 

(a)  z  +  x^£  =  m', 

dies  gibt 

(Q\  _d^___dx^ 

^^•^  f{z)  -z~  x' 

die  Trennung  der  Variabein  ist  also  durchgeführt 

Man  hätte  natürlich  auch  mit  demselben  Rechte  x  =  yz 
setzien  kömien  und  dadurch  eine  Dif f erential  -  Gleichimg 
zwischen  y  und  z  erhalten,  bei  der  sich  ebenfalls  die  Tren- 
nung der  Variabein  ohne  weiteres  ausführen  läßt. 

Beispiele. 

In  den  folgenden  Aufgaben  ist  das  angegebene  Ver- 
fahren anwendbar,  weil  M{x^  y)  und  N{x^  y)  jedesmal 
homogene  Funktionen  gleich  hohen  Grades  sind. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(10.)  (x  +  y)dx  +  xdy  =  0 

integrieren. 


488  ^y     ^A 

§  90.    Integration  der  Gleidinngen  von  der  Form  ^  «=  'vi/ 

Auflösung.    Indem  man  y  =  xz  setzt,  findet  man 
{x  +  xz)dx  +  x{zdx  +  xdz)  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  x  dividiert  und  ordnet, 
(11.)  (1  +  2-8r)da:  +  xdz  =  0. 

Jetzt  ergibt  sich  durch  Trennung  der  Variabehi 

(12.)  ^  +  ^^  =  0 

X       1  +  2z 

und  durch  Integration 

21na;  +  hi(l  +  2^)  =  hiC, 
also 

(13.)  a?{l  +  2z)=C,    oder    x(x  +  2y)=C. 

Aufgabe  2.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(14.)  (X  +  y)dx  +  (y  —  x)dy  =  0 

integrieren. 

Auflösung.     Indem  man  y  =  xz  setzt,  findet  man 
{x  +  xz)dx  +  {xz  —  x)  {zdx  +  xdz)  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  x  dividiert  und  ordnet, 
(15.)  (1  +  z^x  +  {z—  l)xdz  =  0. 

Jetzt  ergibt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 

(16.)  ^+(i::zi)^  =  o 

X  1  -\-  Z^ 

und  durch  Integration 

lux  +  iln(l  +  ^^)  —  arctg^  =  InC, 
oder 

ar,  ta(V?TZ)=^t.(D. 

Aufgabe  3.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(18.)  xdy  —  ydx  =  dxYa?  +  V^ 

integrieren. 

Auflösung.     Indem  man  y  =  xz  setzt,  findet  man 
x{zdx  +  xdz)  —  xzdx  =  x!^dz  =  dx  Yx?  +  ^^^  j 
oder,  wenn  man  durch  x  dividiert, 
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(19.)  xdz  =  dxyi'+^^, 

also  durch.  Trennung  der  Variabein 

(20.)  _^  =  *? 

nnd  durch  Integration 

ln(«  +  yT+1^)  =  Inx  +  lnC7, 

y  +  Voe^  +  y^  =  Cx^,    oder    V^^Ty'"  =Ca?  —  y. 

Dies  gibt 

0^2  +  y3  =  (723^  _  2Gr2y  +  y^, 
oder 
(21.)  l  +  2Cy— (72x2  =  0. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Differential- Gleichung 
(22.)  (2^8  —  135y8)da;  +  81  xy^dy  =  0 

integrieren. 

Auflösung.    Indem  man  y  =  xz  setzt,  findet  man 
{2a?  —  l'Sba?^)dx  +  813:822(2.^2!  +  zdx)  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  a?  dividiert, 

(2  —  lZb^)dx  +  81z\xdz  +  zdx)  =  0, 
(23.)  (2  —  M^)dx  +  81  zhidz  =  0. 

Durch  Trennung  der  Yariabeln  erhält  man  daher 
2dx  _  SlzHz 
^^■'  ~ir  ~  27^3  —  1 

nnd  durch  Integration 

ln(z2)  =  hi(272r8  _  1)  _  inC, 
also 
(25.)  Cz2  =  2723  —  1,    oder     Cx?  =  21^  —  a?. 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential- Gleichung 
(26.)  (8y  +  lQx)dx  -f  (5y  -f-  lx)dy  =  0 

integrieren. 

Auflösung.    Indem  man  y  =  xz  setzt,  erhält  man 
{8xz  -\-  10x)dx  +  {bxz  +  7x){xdz  +  zdx)  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  x  dividiert  und  ordnet. 
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(27.)  (5^2  +  ibz  +  10)dx  +  (6^  +  7)xdz  =  0. 

Jetzt  ergibt  sich  durch  Trennung  der  Variabehi 

(Zö.)         ^-  —       ^2  +  3^-^2~       z+1       z  +  2 
und  durch  Integration 

51na;  =  ]nC—2]n{z  +  1)  —  3hi(^  +  2), 
also 
(29.)  x^(z  +  1)2(2  +  2)3  =  (7,    oder    {x  +  yf{2x  +  yf  =  C. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(30.)         {aV^'+f  —  cx)dx  +  (6  yö^~+t^  —  cy)dy  =  0 
integrieren. 

Auflösung.     Indem  man  y  =xz  setzt,  erhalt  man 
(aYüfi+a^z^  —  cx)dx'\-{hya?'\-3fiz^  —  cxz){xdz -{- zd^)  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  rr  dividiert  und  ordnet, 
(31.)   [{a  +  bz)Vl+^—c{l+z^]dx  +  x{bVi+^—cz)dz  =  0. 

Jetzt  ergibt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 

(32.)  '---  +  -  _-iy^l-Ö - -)^_^  =  0, 

X       yi  +  z2{a  +  bz  —  cYl  +  «2) 

oder 

(6-,/l    > 

(32a.)  ^^.^-11  + £^=.0. 

x       a+hz—cVl  +  z^ 

Da  in  dem  zweiten  Gliede  der  Zähler  gerade  das  Diffe- 
rential des  Nenners  ist,  so  erhält  man  durch  Integration 

Inx  +  ln(a  +  6^  —  cj^f  +  '^)  =  InC, 
also 

x[a  +  hz  —  cVl  +  z^)  =  C, 
oder 
(33.)  ax  +  by  —  cV^f+f  =  C. 

Weit  leichter  wird  die  Lösung   dieser  Aufgabe  durch 
die  Substitution 

(34.)  x^  -\-  y^  =^  r^,    xdx  +  ydy  =  rdr^ 

denn  dadurch  geht  Gleichung  (30.)  über  in 
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ardx  +  irdy  —  crdr  =  0, 
oder 

(36.)  adx  +  bdy  —  cdr  =  0, 

-woraus  man  wieder  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (33.) 

CLX  -{-by  —  cr=C 
£ndet. 

Aufgabe  7.  Man  soll  alle  Kurven  bestimmen,  bei  denen 
die  Summe  der  Abszisse  x  und  des  Badiusvektor  r  gleich 
der  Subtangente  idt. 

Auflösung.    IKe  Subtangente  einer  Kurve  ist  bekannt- 
y-j-^  folglich 
rential  -  Gleichung 


dx 
lieh  y-^  j  folglich  gilt  für  die  gesuchten  Kurven  die  Diffe- 


dx 

oder 

(36.)  ydx  =  {x  +  Ya?  +  y')dy. 

Hier  wird  man  zweckmäßigerweise  x  =  yz  setzen,  wo- 
durch Gleichung  (36.)  übergeht  in 

y{ydz  +  zdy)  =  (yz  +  Vfz^+y^y, 
oder,  wenn  man  durch  y  dividiert  und  ordnet. 


(37.)  ydz  =  yi  +  2^dy. 

Jetzt  ergibt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 

(3a)  dz^^dy 

Vr+lä        y 

und  durch  Integration 

ln(2r  +  VT+^)  =  Iny  —  Ina, 
wobei  die  Integrations- Konstante  mit  Ina  bezeichnet  ist. 
Daraus  folgt 

(39.)      o(«  +  Vl"+72)  =  y,     oder     a{x +  yaP +  f)  =  f, 

ay3fi  +  y^  =  y^  —  ax, 

o?aß  -f-  o^y*  =  y*  —  20«;^  +  a'aP, 
(40.)  y'  =  2ax  +  c?. 
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Die  gesuchten  Kurven  sind  also  Parabdn^  deren  Brenn- 
punkt zum  Anfangspunkt  der  Koordinaten  gewählt  ist. 
Dabei  wird 
(41.)  r  =  0?  -f-  ^j     S^  =  0?  +  r  =  2x  +  a. 


§  91. 

Einige  weitere  Fälle,  in  denen  man  die  Trennung 
der  Variabein  ausführen  Icann. 

Mitunter  kann  man  die  Funktionen  M{x^  y)  und  N{pi^  y) 
in  der  Differential -Gleichung 
(1.)  M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dy  =  0, 

auch  wenn  sie  nicht  homogen  sind,  durch  eine  Parallel- 
Verschiebung  der  Koordinaten,  also  indem  man 

(2.)  x  =  x^  +  ^,   y  =  y  +  v 

setzt  und  die  Konstanten  |  und  tj  passend  wählt,  homogen 
machen.  Wie  dies  geschieht,  mögen  die  folgenden  Auf- 
gaben zeigen. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(3.)  2{x  —  2y  —  b)dx  +  {5x  —  y  —  7)dy  =  0      . 

integrieren. 

Auflösung.     Indem  man  die  Werte  von  x  und  y  aus  den 
Gleichungen  (2.)  in  die  Gleichung  (3.)  einsetzt,  erhält  man 

(4.)    2{x'—2y*+§—2fj—b)dx'+{5x'—y*+b§—ti—7)dy*^0. 

Damit  die  Faktoren  von  dx*  und  dy*  in  dieser  Glei- 
chung homogene  Funktionen  ersten  Grades  von  x*  und  }f 
werden,  muß  man  g  und  t]  so  bestimmen,  daß 
(5.)  g  — 2^  — 6  =  0    imd    Bg  — ^  — 7  =  0 

wird.     Dies  gibt 

(6.)  1  =  1,    ^  =  -2, 

also 
(7.)  x  =  x'  +  l,    y  =  y'  —  2. 

Dadurch  geht  Gleichung  (4.)  über  in 
(8.)  2{x'  —  2y')dx'  +  (öx-  —  y')dy'  =  0 . 
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Indem  man  y"  z=zafz  setzt,  erhält  man 
2{af  —  '2afz)dx^  +  (6x^  —  xfz){pc^dz  +  zdaf)  =  0, 
er,  wenn  man  durch  a?'  dividiert  und  ordnet, 
)  {2  +  z  —  z'^)d7^ +  {b  —  z)Qc^dz  =  Q. 

Jetzt  ergibt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 
.V  d^ (^—  g  +  5)^-g ^dz  dz 


X*  Z2  —  Z  —  2  2  +  l^z  —  2 

d  durch  Integration 

Ina:'  =  —  2\n{z  +  1)  +  ln{z  —  2)  +  InC, 
er 

af{z+lf  =  C{z-2), 

L)  {y*  +  af)^  =  C{y  —  2af). 

Daraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (7.) 

i)  ^x  +  y  +  lf  =  C{y-2x  +  4:). 

In    ähnlicher   Weise   kann   man    ganz    allgemein    die 
fferential-  Gleichung 

J.)  {ax  +  by  +  c)dx  +  {aix  +  hy  +  Ci)dy  =  0 

begrieren.     Setzt  man  nämlich  wieder 
L)  x^x'  +  g,    y=y'  +  f], 

geht  Gleichung  (13.)  über  in 
).)  (aa:'  +  6y4-a§+6^  +  c)da5'+(aia:'-f6iy'-faig-fM+^i)dy'==0. 

Jetzt  kann  man  die  Konstanten  §  und  rj  so  bestimmen, 
ß 

J.)        a^  +  bi]  +  c  =  0    und    aig  +  6i^  +  Ci  =  0 
rd,  indem  man 

- .  6^1  —  bic         cai  —  Cia 

abi  —  aift '  abi  —  aj) 

:zt.     Dadurch   werden    in   Gleichung  (15.)   die   Faktoren 
n  dx*  und  dy*,  nämlich 

l)    M{x*,  y*)  =  ax"  +  by*     und     Nix*,  y")  =  aix*  +  biy* 

mogene  Funktionen,   und  die  Differential -Gleichung  er- 
It  die  Gestalt 

).)  {ax'  +  by')dx^  +  {aix^  +  biy')dy*  =  0, 
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80  daß  man  sofort  das   im  vorhergehenden  Paragraphea 
angegebene  Verfahren  anwenden  kann. 

Bei    dieser  Umformung    ist  allerdings  stillschweigaid 
die  Yoraussetznng  gemacht  worden,  daß  die  Determinante 
abi  —  aib  von  Null  verschieden  ist    Wenn 
(20.)  abi  —  aib  =  0,    oder    a:ai  =  b:bi  =  m 

ist,  so  wird 

(21.)  ax  +  by  =  m{aix  +  biy). 

Das  weist  darauf  hin,  daß  man  hier 
(22.)  aix  +  6iy  =  j?,     also     aidx  +  bidy  =  dz 

setzt;  dann  geht  die  gegebene  Differential- Gleichung  (13.) 
über  in 

{mz  -f-  c)dx  +  (^  +  ci)dy  =  0, 
oder 

bi(mz  +  c)dx  +  {z  +  Ci){dz  —  aidx)  =  0, 
[{bifn  —  ai)z  +  {biC  —  aiCi)]dx  +  {z  +  Ci)de  =  0, 
{z  +  ci)dz 


(23.)  dx  = 


{bitn  —  ai)z  -f-  {biC  —  aiCi) 


Beispiel. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(24.)  (x  —  2y  +  9)dx  —  {3x—6y  +  19)dy  =  0 

integrieren. 

Auflösung.    In  diesem  Falle  ist  I 

z  =  —  3x  +  6y,  m  =  —  ^,  bitn  —  ai  =  1 ,  biC  —  aiCi  =  —  3, 
folglich  wird  nach  Gleichung  (23.) 

(26.)         dx  =  —  -^^ ^ —  =  —  dz  +  16 ^> 

z  —  o  z  —  o 

also 

x  =  —  z+  16hi{z  —  3)  +  2C, 

oder 

(26.)  a:  — 3y  +  81n(6y  — 3a;  — 3)  +  (7=0. 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  abi  —  aib  von  Null  ver- 
schieden ist,  kann  man  die  Differential -Gleichung 
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{ax  +  by  +  c)dx  +  {a^x  +  biy  +  ci)dy  =  0 
auch  dadurch  integrieren,  daß  man 

(27.)  M{x,y)  =  aa:  +  by  +  c  =  u,  N{x^y)  =  aix  +  biy  +  Ci=v 
setzt  und  die  Größen  u  und  v  zu  Integrations-Veränder- 
liclien  macht;  dann  wird 

(28.)  du  =  adx  -f  hdy^    dv  =  aidx  -f-  hdy, 

also 

{(abi  —  aib)dx  =  bidu  —  ftdr, 
(abi  —  a\b)dy  =  —  aidu  +  adv. 
Deshalb    geht    die    vorgelegte    Differential -Gleichung 
über  in 

u(bidu  —  bdv)  -f-  v{ —  a\dii  +  odv)  =  0, 
oder 
(30.)  {biU  —  aiv)du  +  ( —  bu  +  av)dv  =  0. 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Faktoren  von  du  und  dv 
homogene  Funktionen  ersten  Grades  von  u  und  v. 

Beispiel. 
Aufgabe  3.        Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(31.)       {4x  —  by  +  n)dx  +  (—3x  +  4y  —  7)dy  =  0 
integrieren. 

Auflösung.    Hier  setze  man 
<32.)         4x  —  5y+ll  =  u,    —3x  +  4y  —  7  =  Vj 
dann  wird 

4dx  —  bdy  =  duy    —  3dx  +  4dy  =  dVj 
(33.)  dx  =  4du  +  bdvj    dy  =  3du  +  4dt;, 

folglich  geht  Gleichung  (31.)  über  in 

u(4du  +  bdv)  +  v{3du  +  4tdv)  =  0, 
oder 

(34.)  (4u  +  3v)du  +  {bu  +  4v)dv  =  0. 

Für  v  =  uz  erhält  man  hieraus 

{4tu  +  3uz)du  +  {bu  +  4uz){udz  -f-  zdu)  =  0, 
oder,   wenn  man  diese  Gleichung  durch  u  dividiert  und 
ordnet, 
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(35.)  (4  +  a?  +  i^du  4-  (5  +  ^)udz  =  0, 

oder 


Mu        4dz  dz 


(37.)  41nu  +  41n  (^  +  1)  -  ^^^^  =  C, 

oder 

41n(ii0  +  u) ; —  =  C. 

uz  +  u 

Dies  gibt 

(38.)  41n(w  +  v) ^  =  C, 

oder 

(39.)  41n(x-y  +  4)-^^|±ii  =  0. 


§  92. 

Lineare  Differential -Gleichungen  erster  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  214.) 

Die  Differential -Gleichungen  erster  Ordnung  kann  man 

dy 
weiter  einteilen  nach,  dem  Grade,  den  sie  in  bezug  auf  ^ 

und  y  haben.  Demnach  versteht  man  unter  einer  Diffe- 
rential-Gleichung erster  Ordnung  und  ersten  Ghrades  eine 
Gleichung  von  der  Form 

(1.)  %  +  y^m  =  <p{x), 

wobei  f{x)  und  (p{x)  noch  beliebige  stetige  Funktionen  von 
X  sind.  Gewöhnlich  nennt  man  eine  solche  Gleichung 
,,eine  lineare  Differential- Gleichung  erster  Ordnung^'  und 
kann  zu  ihrer  Integration'  die  folgenden  Methoden  an- 
wenden. 
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1.  Methode  von  Bernoulli.    Man  setze 

/o\  .        dy         dz    .     du 

(2.)  y  =  uz,    also    _  =  „-  +  .-, 

dann  geht  Gleichung  (1.)  über  in 

Von  den  beiden  Funktionen  u  und  z  kann  man  die 
eine  noch  ganz  beliebig  annehmen;  deshalb  werde  u  so 
bestimmt,  daß  in  Gleichung  (3.)  der  Faktor  von  z  ver- 
schwindet, daß  also 

(4.)  g  +  u.A:r)  =  0 

wird.    Dies  gibt 

(6.) 

also  durch  Integration 

(6.)  Inu  =  — /f(x)dx^     oder     w  =  e  "^  '  '. 

Durch  diese  Bestimmung  von  u  reduziert  sich  Glei- 
chung (3.)  auf 

(7.)  **^  =  9)(a;),    oder    dz^=q>{x).€r    '  *  .  dx, 

folglich  wird 


(6.)  ^=-.f^x)dx, 


{8.)  z  =  /?)(«) .  e^^^'^"'.  dx  +  C, 

also 

(9.)         y  =  uz  =  e--^'"'^\j^x) .  /''^'.  dx  +  c\. 

Beispiele. 
Aufgabe  1.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integrieren. 

Auflösung.    Indem  man  y=:iuz  setzt,  findet  man  aus 
Gleichung  (10.) 

Kiepert,  Integral -Beohnimg.  32 
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<»•)     "l+'(^-ifi)=<'+^''- 

Damit    der   Faktor  von   z    in    dieser   Gleichung  ver- 
schwindet, bestimmt  man  u  so,  daß 

wird.     Dies  gibt 

(13.)  lau  =  2]n{x+l),    oder    u  =  (a;+l)3. 

Für  diesen  Wert  von  u  reduziert  sich  Gleichung  (11.)  auf 

dz 
(14.)  u^  =  (x+lf,    oder    dz  =  {x+  l)dx. 

Hier  findet  man  durch  Integration 
(15.)  2z  =  (x  +  iy+C, 

(16.)  2y  =  2uz  =  {x  +  1)4  +  a(a;  +  1)2. 

Da  es  bei  der  Bestimmung  von  u  nur  darauf  ankommt, 
daß  in  Gleichimg  (3.)  der  Faktor  von  z  verschwindet,  so 
braucht  man  in  Gleichung  (6.)  keine  Integrations-Konstante 
hinzuzufügen. 

Aufgabe  2.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(17.)  ^^-ay  =  a^ 

integrieren. 

Auflösung.  Indem  man  y  =  u2  setzt,  findet  man  aus 
Gleichung  (17.) 


a^. 


Damit    der   Faktor   von    z    in    dieser  Gleichung    ver- 
schwindet, bestimmt  man  u  so,  daß 

(19.)  j aw  =  0,     oder  =z  adx 

dx  '  u 

wird.     Dies  gibt 

(20.)  Inw  =  ax,     oder    u  =  e*»'. 

Für  diesen  Wert  von  u  reduziert  sich  Gleichung  (18.)  auf 

dz 
(21.)  M^  =  a:*,     oder     dz  :=  e-^' .a^dx. 
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Hieraus  erhält  man  durch,  partielle  Integration 

(22.)  z  =  —  ~^'  e-^M^  +  ^o?^  +  12a2a:2  _^  24aa;  +  24)  +  C, 

folglich  wird 

(23.)    a\C^^  —  y)  =  a*a:*  +  4a»a^  +  Yld?Q?  +  24aa:  +  24. 
Aufgabe  3.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(24.)  ^?__L  =  ,-_+vri^. 

^  dx    yv^x'        yi—x' 

integrieren. 

AuflSsung.     Indem  man  y=zuz  setzt,  erhält  man  der 
Reihe  nach  die  folgenden  Gleichungen 

dz    .      /du  w      \  ^  +  V^+  ^ 


(2o.)  u-T+zlj ;       I  =  a 


yi  +  a?/  yi  -  a:' 

rfu  u        ^      du dx 

—  ü,     —  —  : 


.2 


dx       yr+x^  u       Yl+aP 

(26.)        Inu  =  ln(a:  +  VT+a^,    u  =  x  +  Vl+l^. 
Deshalb  geht  Gleichung  (26.)  über  in 

dz         x4-yi  +  aP         ^        dz  a 

u^-  =  a ; — —  j    oder    -j-  =    ^  > 

dx  YY^aP  dx      Yl  —  aP 

also 

Qidx 
(27.)  dz  =  -,  -  Mi=_  1     z  =  a  .  arcsinx  4-  C. 

(2a)         y  =  uz  =  {x  +  Yi~+l^{a .  arcsina:  +  C). 

2.  Methode  von  Lagrange  (Variation  der  Konstanten). 

Man  ersetze  zunächst  die  Differential -Gleichung 

(29.)  ^  +  yJ{x)  =  (p{x) 

durch  die  Gleichung 

(30.)  f-  +  y.f{x)  =  0, 

dy 
welche  in  bezug  auf  y  und  ~-   homogen   ist,   und   bei   der 

ohne  weiteres  die  Trennung  der  Variabein  ausgeführt  wer- 
den kann.     Dadurch  erhält  man 

32* 
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(31.)  ^  =  -f{x)dx 

und  durcli  Integration 

(32.)  ]ny  =  —/f{x)dx  +  Inc, 

oder 

(33.)  y  =  c .  e  -^ 

Versucht  man  jetzt,  ob  die  Qleichung  (33.)  auch  ein 
Integral  der  Gleichung  (29.)  ist,  so  erkennt  man,  daß  dies 
nur  möglich  ist,  wenn  man  c  nicht  als  eine  JTon^an^e,  son- 
dern als  eine  Funktion  von  x  betrachtet.  Aus  Gleichung 
(33.)  oder  (32.)  findet  man  unter  dieser  Annahme  durch 
Differentiation 

1  d!y  .    -,  ^       1  de 

y  dx  c  dx 

oder 

folglich  wird  nach  Gleichung  (29;)  und  (33.) 

(36.)  |  =  ^.)./'-«', 

oder 

(36.)  c  =  fp{x) .  c-^^^'^""  dx  +  C, 

also  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (9.) 

(37.)  y  =  e--^'""^f<pix) .  >'^*  dx+c} 

Beispiele. 
Aufgabe  4.     Man  soll  die  Differential -Gleichimg 

(38.)  ^^  +  ^y=*-^ 

integrieren. 

Auflösung.    Integriert  man  zimächst  die  lineare,  homogene 
Differential  -  Gleichung 
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(39.)  ^|  +  «J/  =  0, 

SO  findet  man  durch  Trennung  der  Variabein 

(40.)  -^  =  —  adx^    also    Iny  =  —  ax  +  Inc, 

(41.)  y  =  c.€r^. 

Wenn   man   hierbei   c   als    eine   Funktion  von  x   be- 
trachtet, so  erhält  man  durch  Differentiation 

1  dy 1  de 

y  dx  c  dx^ 

oder 

Dies    gibt   mit   Rücksicht    auf   die   Gleichungen   (38.) 

und  (41.) 

V  de       ,  ,  de       ^ 

-  -y-  =  h.&^'',    oder    e-^'^  =  h.^'^, 

e  dx  dx 

also 

(43.)  ^|  =  6.e(-+-)-, 

(44.)  e  =  h  p«+^)^ .  dx  =  --^  [e(«+''')^  -f-  (7] , 

(45.)  y=  —-.   {j^''  +  Car-^). 

Aufgabe  5.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integrieren. 

Auflösung.     Durch  Integration  der  linearen,  ho^nogenen 
Differential  -  Gleichung 

(47.)  f^  =  -^.    oder    ^y  = -^"^ 

dx  X  y  X 

erhält  man 

(48.)  Iny  =  ]ne  —  Ina?,     oder    xy  =  c. 

Betrachtet  man  jetzt  e  als  veränderlieh ^  so  erhält  man 
aus  dieser  Gleichung  durch  Differentiation 
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(49.)  ^^  =  ^?--^    oder    ^l+y=yf-  =  ^^. 
^         y  dx       c  dx      X  dx      x    .  c  dx       x  dx 

Deshalb  geht  Gleichung  (46.)  über  in 

(60.)  —  —  =  a,     also    de  =  aacdx^ 

folglich  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (48.) 
(61.)  2c  =  aa?+C,    also    2xy  =  ax^+  C. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(62.)  (l-x^)||  +  ^  =  a 

integrieren. 

Auflösung.     Durch  Integration  der  linearen,  homogenm 
Differential  -  Gleichung 

(63.)        (l_^5^+:ry  =  0,     oder    2-^«^-        ^^ 


'dx  '  *^^       ^'     y  1-a? 

erhält  man 

(64.)      hi(j/2)  =  hi(l— x2)  +  lnc,    oder    y^  =  c{l—Qc^). 

Betrachtet  man  jetzt  c  als  veränderlich^  so  erhält  man 
aus  dieser  Gleichimg  durch  Differentiation 

2  dy  _  —2x    ,    1  ^ 
y  dx       i  —  x^       c  dx 
oder 

(50.)  a-^,|  +  a^=(,_^|-.|. 

Deshalb  geht  Gleichung  (52.)  über  in 

dies  gibt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (54.) 

(57.) '——-        .  -  =a    oder  c    *dc  =  (l  —  x^)   ^,2adx, 

2Vc  dx        '  V  /  , 

also  für  x  =  s'mt,  Vi  —  x^=^cost^  dx  =  co8tdt 

2yc  =  2a  1(1  —  x^f^dx  =  2af—\-  =  2atg^  +  2C, 
f  /  cos  r 

(58.)  Vc=."^       +C. 

yi  —  x^ 
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Deshalb  findet  man  aus  Gleichung  (64.) 
(59.)  y  =  ax-\-C  Vl^l^. 

3.   Methode  des  integrierenden  Faktor». 

Man  multipliziere  die  Differential -Gleichung 

(60.)  ^l  +  y^f{x)  =  <p{x) 

mit  dem  Faktor  y^x)dx^  man  bilde  also 

(61.)  y){x)dy  +  ip{x)  [y .  f{x)  —  ^{x)]dx  =  0 

und  bestinmie  die  Funktion  y)(x)  so,  daß  die  linke  Seite 
von  Gleichung  (61.)  ein  vollständiges  Differential  wird,  d.  h. 
so.  daß  die  Bedingung 

/P,9  X  dM{x,  y)      dN{x,  y) 

((>2.)  ..__„__  =  _____ 

erfüllt  wird,  wobei  in  dem  vorliegenden  Falle 

(63.)       M(x,  y)  =  ip{x)  [y .  f(x)  -  q>{x)] ,     N{x,  y)  =  tp{x) 

ist.     Dies  gibt  also  die  Gleichung 

««.)       »(.).rt.)  =  ^(x),    oder    ^&  =  W&, 

(65.)        ln[y){x)]=  ff  {x)dx,    oder     tp{x)  =  e/^^'^'^'' . 
Deshalb  geht  Gleichung  (61.)  über  in 

(66.)    du  =  J^^'^''\  \y .  f{x)  —  ^>{x)\dx  +  e^^^'^*"'.  dy  =  0, 

folglich  wird  nach  dem  in  §  80  und  81  angegebenen  Ver- 
fahren 

(67.)  u  =fN{x,  y)dy  +  Z  =  y .  e^^^"^^'  +  Z, 

wobei  X  nur  noch   eine  Funktion  der  einzigen  Veränder- 
lichen X  ist.     Dabei  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichimg  (66.) 


also 

(68.)  -^-  =  —  r^  .  (fix) ,     X=  —  h{x) .(/  .(Ix ; 


oder 

(70.) 
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man  findet  daher  in  Übereinstimmung  mit  den  Gleichnngei 
(9.)  und  (37.) 

(69.)  u  =  y  ./"-'""-Lx)./"^'^'  .dx=  C, 

Beispiele. 
Aufgabe  7.     Man  soll  die  Differential -Gleichnng 

/71X  %  ,     _y _arctgx 

^     ^^  dx'^  i  +  7?~  1  +  a? 

integrieren. 

Auflösung.    Durch  Multiplikation  mit  y>{x)dx  geht  Otk 
chung  (71.)  über  in 

(72.)         ^x)(-^-^  -  ^^dx  +  ^x)dy  =  0. 

Damit  die  linke  Seite   dieser  Gleichung  ein   vollstä: 
diges  Differential  wird,  muß 

(73.)  ^A-^  =  tpXa:),     oder     ^;~rdx  =  ; 


\^a?      ^  ^^'  tp{x)  1  +  a? 

sein.     Daraus  folgt,  wenn  man  arctgx  mit  t  bezeichnet, 

(74.)  ln[y(x)]  =  arctgx  =  f,     oder    ^(x)  =  e'. 

Gleichung  (72.)  geht  daher  über  in 

der 
{7b.)  du  =  e'{y-t)^-^-^  +  e^dy  =  0, 

oder 

(75a.)  du  =  e'(y  —  t)dt  +  e'dy  =  0. 

Dies  gibt  durch  Integration 
(76.)  u  =  y.e'+T=C, 

wobei  T  eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  t  v. 
du  ^  ,  dT  V      ,   V 

also 

(77.)  dT=  —  t.e'dt,     T=  —  e'{t—l), 
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(78.)  u  =  y.€^—^{t—l)=C, 

(79.)     y  =  t  —  l  +  C.€r*  =  arctga;  —  1  +  Cer^^'. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  wird   erleichtert,  wenn  man 
von  Anfang  an 

arctgx  =  t ,     also     z. — r- -ö  =  dt 
1  -J-  ar 

einführt.     Gleichung  (71.)  geht  dann  über  in 

Hieraus  erhält  man  durch  Multiplikation  mit  tp(t)dt 

•    yKt)iy  —  t)dt  +  y){t)dy  =  0, 
Damit  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ein  vollstän- 
diges Differential  wird,  muß  man 

m  =  nth     also     ||)-  =  1,     lriW)  =  ty    tp(t)  =  e^ 

setzen.      Dies    gibt   dann    in    Übereinstimmung   mit    Glei- 
chung (7Ba.) 

du  =  {y  —  t)e^dt  +  efdy  =  0. 

Aufgabe  8.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(80.)  ^?+     X,     _     sin. 


dx^  1  +  x^    .  |/]f+ aj2 
integrieren. 

Auflösung.      Indem   man    Gleichung   (80.)   mit    ip{x)dx 
multipliziert,  erhält  man 

(81.)        Hix)  (j-|^  -  ^^)d-  +  mdy  =  0. 

Damit  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ein  vollstän- 
diges Differential  ist,  muß 

/onv  xtpix)  „  ,         ,        tp*{x)dx         xdx 

(«2-)  rf^  =  ''V(x),     oder    ^J--.  =  j-^ 

sein.     Daraus  folgt 

(83.)    ln[^a;)]  =  iln(l  +  ar»),    oder    y^x)  =  yi  +  s^. 
Gleichung  (81.)  geht  daher  über  in 

(84.)    du  =(— -^_^  —  Bmx\dx  +  Vi  ~+aß  .dy  =  0. 
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Dies  gibt  durch  Integration 

(85.)  u  =  yVl  +  a?  +  X=  C, 

wobei  X  eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  x  i 
also  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (84.) 

/0/.X  du  xy        ,   dX  xy 

(86.)  zs-  =  -7-—-^-  +  j-  =  -7=-^=  —  sinx, 

dx       Yi^x^       dx       Vl  +  a? 

(87.)  rfX=  —  Bvaxdx^    X=cosa:, 

(88.)  u  =  yVr+^  +  coBx=  C. 

Aufgabe  9.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(89.)  ^|  — ytgx  =  2cos2x 

integrieren. 

Auflösung.     Indem    man    Gleichung   (89.)   mit   ^x) 
multipliziert,  erhält  man 

(90.)  tp{x)  {—  ytgx  —  2coB^x)dx  +  y){x)dy  =  0. 

Damit  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ein  vollstä 

diges  Differential  ist,  muß 

/nix  /  XX  i/  X        j        y)*{x)dx      — s'mxdx 

(91.)    -  yix)tgx  =  tp\x),    oder    ^ >  ;-  =  -  -  ^^  -- 

VX^)  cosx 

sein.     Daraus  folgt 

(92.)  In  [tp{x)]  =  ln(cosa:) ,     oder     ip{x)  =  cosx. 

Gleichung  (90.)  geht  daher  über  in 
(93.)       du  =  —  {ysinx  +  2cos^x)dx  +  cosa?  .dy^O. 

Dies  gibt  durch  Integration 

(94.)  u  =  ycosx  +  X=C, 

wobei  X  eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  x  i 
also  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (93.) 

(95.)        ^=  —  ysinx  +      =  —  ysinx  —  2cos^x, 

(96.)        dX  =  —  2co8^xdx  =  —  2(1  —  8in^x)co8xdx, 

X=  —  2(sina:  —  |sin^a?), 
(97.)         '6u  =  32/cosx  —  6sina;  +  2sin^ic  =  3C. 
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§  93. 

Gleichung  von  Bernoulli. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  215.) 
In  manchen  Fällen  läßt  sich  eine  Differential-Gleichung 
erster  Ordnung,  welche  nicht  line.ar  ist,  durch  eine  passend 
gewählte  Substitution   zu    einer    linearen  machen.     Es  sei 
z.  B.  nach  BemouUi 

(1.)  !^^  +  r+^A^)  =  !^.y(^), 

wobei  a  und  ß  beliebige  positive  oder  negative,  ganze  oder 
gebrochene  Zahlen  sind.  Setzt  man  dann  ß  —  a  =  n^  so 
kann  man  die  Gleichung  auf  die  Form 

(2.)     ^  +  y-f{x)  =  y'^.<p{x),    oder    lg  +  ^  =  g,(x) 

bringen.     Ist  hierbei  w  =  0,  so  geht  Gleichung  (2.)  in 

(2a.)'  ^  +  y.f{x)  =  ipix) 

über  und  ist  eine  lineare  Differential -Gleichung  erster  Ord- 
nung, wie  sie  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
handelt worden  ist. 

Wird  n  =  1,  so  kann  man  Gleichung  (2.)  auf  die  Form 

(2b.)  g  «  [q>(x)  -  f{x)]y,     oder    ~^-  =  [<f{x)  -  f{x)]dx 

bringen,  d.  h.  man  kann  die  Trennimg  der  Variabein  aus- 
führen. 

Für   alle  übrigen   Fälle   findet    man    durch    die   Sub- 
stitution 

.g  X  ^ ^        dz  ^  n  —  1  dy 

""       y**"^'     dx         y^     dx 
die  lineare  Differential -Gleichung  erster  Ordnung 

dz 

(4.)  -^-{n-l)z.  fix)  =  (n -  l)<p{x). 

Man   kann   auch    die    Differential -Gleichung    (2.)    un- 
mittelbar integrieren,  indem  man  wieder 
(6.)  y  =  uz 

setzt    Daraus  ergibt  sich 
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(6.)  uj-  +  z(^J^+u.f{x)^=^u-z-.9>{x). 

Wenn  man  die  Funktion  u  so  bestimmt,  daß  der  Faktor 
von  z  verschwindet,  erhält  man 

(7.)  ^  +  u.f(x)  =  0,    oder    -^^—f{x)dx, 

(8.)  hiM  =  —J'f{x)dx^     oder     u  =  e-^  '  *. 

Dadurch  geht  Gleichung  (6.)  über  in 

(9.)    u^=--  u^2^ .g>{x)y     oder    --=z^.e    *    -^  *    .^^)- 

(10.)  g=e-<-^^^^'>'".^(.)rfx. 

Da  nach  Voraussetzung  n  ^  1  ist,  so  folgt  aus  Glei- 
chung (10.) 

(11.)      ^l-«  =  (1  —  n)/^"^'*""'^^'^'*".  q>(x)dx  +  C(l  —  n), 

(12.)    y^-"  =  (1  —  w)e      -^         \  je        ^         .  (p(x)dx  +  C  • 

Beispiele. 
Aufgabe  1.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(13.)  1  +  1  =  «^1- 

integrieren. 

Auflösung.     Indem  man  y  ^  uz  setzt,  erhält  man  aus 
Gleichung  (13.) 

Damit   in    dieser   Gleichung   der   Faktor   von    z   ver- 
schwindet, bestimmt  man  die  Funktion  u  so,  daß 

...  ,  du  u         ,        du  dx 

(lo.)  3-  = »     oder    —  = 

dx  x  u  X 

wird.     Dies  gibt  durch  Integration 

(16.)  Inw  =  —  Ina:,     oder     u  =     • 

X 
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Hierd\ircli  geht  Gleichung  (14.)  über  in 

folglich  wird  durch  Integration 

(18.)       _l  =  |(lnx)?+C,    also     -^  =  a;g(lna:)2+c], 

oder 

(19.)  .    xy[a{lnx)^  +  2C]+2^0. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential- Gleichung 
(20.)  ^  +  2ytga:  =  ai/2ctgx 

integrieren. 

AuflAsung.    Indem  man  y  ^  uz  setzt,  erhält  man  aus 
Gleichung  (20.) 

(21.)  ^dx'^  ^(j^'^  2utga;)  =  au^z^ctgx. 

Damit   in    dieser   Gleichxmg   der   Faktor   von   z  ver-- 
schwindet,  bestimmt  man  die  Funktion  u  so,  daß 

/ooA  ^**   I   o   X  A        j        ^^  ^sinicdx 

(22.)  3-  +  2Mtga:  =  0,     oder     —=—2 

^      '  dx  ^  '  u  cosx 

ivird.    Dies  gibt  durch  Integration 

(23.)  Inu  =  21n(cosa5),     oder    u  ==  cos^. 

Hierdurch  geht  Gleichung  (21.)  über  in 

cos^a? '  —  =  a  cos^a; .  s^ctgx, 

oder 

.^ . .        dz       acoePxdx  /    1  \  ,,  .     , 

(24.)        -ö  = -. =  a{ smx  idlamx). 

folglich  wird  durch  Integration 

(25.)        — -  =a[ln(sina;)  — isin2a;]4-  C=— -, 
z  y 

oder 

(26.)        ay[2hi(sina:)  —  sin^x]  +  2(7y  +  2cos2x  =  0. 
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§  94. 

Erklärung  des  integrierenden  Faktors. 

Es  war  schon  früher  gezeigt  worden,  daß  jede  Diffe- 
rential-Gleichung  erster  Ordnung  sich  auf  die  Form 
(1.)  M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dy  =  0 

bringen  läßt  und  ein  allgemeines  Integral 
(2.)  F{x,y,C)=^0 

besitzt    Löst  man  diese  Gleichung  (2.)  nach  der  Konstanten 
C  auf,  so  erhält  man 
(3.)  C=^f{x,y), 

wobei  f{x^  y)   eine  Funktion  von  x  und  y  ist,  die  mit  m 
bezeichnet  werden  möge.    Dann  folgt  aus  Gleichung  (3.) 

(4.)  d«  =  |^dx  +  |^dy  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man 

du  df{x,  y) 

,gv  dy  _      dx dx 


dx~~      du~^       df{x,  y) 
dy  dy 

während  sich  aus  Gleichung  (1.) 

dy  M{x,  y) 


(6.) 


dx  N{x,  y) 


ergibt    Da  diese  beiden  Werte  von  -p  miteinander  über- 
einstinmien  müssen,  so  wird 
du 


(7.) 


dx  __  Jf  (x,  y) 
du  "~  N{x^  y) 
dy 

Bestimmt  man   daher  eine  Funktion  v  von  x  und  y 


durch  die  Gleichung 

du 

(8.)  r=      ^^ 


M{x,  y) 
so  ergibt  sich  aus  Gleichung  (7.)  und  (8.) 


§  94.    Erklänmg  des  integrierenden  Faktors.  511 

(9.)  öx  ""  ^  •  ^^^'  ^^'     öy  ""  ^  '  ^^^'  ^^* 

Es  wird  deshalb  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (4.) 

(10.)  du  =  V .  2f(x,  y)dx  +  v .  i\r(x,  y)dy. 

Damit  ist  bewiesen: 

Satz  1.  Us  gibt  stets  eine  Funktion  v  von  x  und  y, 
welche  die  Eigenschaft  hat,  daß 

v[M{x^  y)dx  +  N{x,  y)dy] 
ein  vollständiges  Differential  wird.    Die  Auflösung  der  Diffe- 
rential -  Gleichung 

M{x,  y)dx  +  N{x,  y)iy  =  0 
ist  dann 
(11.)  w  =  C. 

Hierbei  heißt  die  Funktion  v  „ein  integrierender 
Faktor''. 

Bezeichnet  man  mit  q>{u)  eine  beliebige  Funktion  von 
u,  so  kann  man  die  Integral -Gleichung  (11.)  auch  auf  die 
Form 

(IIa.)  gp(M)=(7i 

bringen,  wobei  die  Integrations -Konstante  Ci  gleich  q){C)  ist 

Die  vorgelegte  Differential -Gleichung  besitzt  daher  un- 
endlich viele  integrierende  Faktoren.  Multipliziert  man  näm- 
lich Gleichung  (10.)  mit  der  beliebigen  Funktion  9)(m)  von  w, 
so  erhält  man 

(12.)  9<u)du  =  df(f{u)du  =  v .  q)(u)M(x,  y)dx  -f  v .  (p{u)N{x^  y)dy. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  ebenfalls  ein  voll- 
ständiges Differential,  nämlich  das  vollständige  Differential 
woTL  J(p{u)du.     Dies  gibt 

Satz  2.  Ist  V  ein  integrierender  Faktor  der  Differential- 
Gleichung 

M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dx  =  0, 

welcher   das   Integral   ü  =  C  liefert,   so   ist   auch   V  gleich 
V  .  q>{ü)  ein  integrierender  Faktor. 
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Damit  sind  aber  alle  integrierenden  Faktoren  erschöpft^ 
denn  es  gilt  auch  der  folgende 

Satz  3.    Sind  V  und  v  zwei  integrierende  Faktoren  der 
Differenticd-  Gleichung 

M{x,  y)dx  +  i\r(x,  y)dy  =  0, 
und  ist  der  Quotient  von  V  und  v  keine  Konstante,  so  iit 

(13.)  Z  =  9)(u)  =  Ci 

ebenfalls  ein  allgemeines  Integral  der  vorgdegten  Differentid" 
Gleichung,  wobei  Ci  eine  unUkürliche  Konstante  bedeutet. 

Beweis.    Nacli  Voraussetzung  sind 
(14.)    du  =  v{Mdx  +  Ndy)    xmd  dU -=V{Mdx  + Ndy) 
vollständige  Differentiale,  folglich  wird 

(16.)  dU^-du,  oder  -^x  + -^dy  =^ -(^  +  ^y). 
also 

<-'         (f-vX-Tl)*-- 

Da  diese  Gleichung  für  unendlich  viele  Werte  von  dx 
und  dy  gelten  soll,  so  muß 

du      V  du         ^     dU      V  du 

(17.)  -ä—  =  —  -ä—     und     -g-  =  —  5-" 

dx        V   dx  dy        V  dy 

sein.     Setzt  man  nun 

(18.)  u^g{x,y\     U=G(x,y), 

so  kann  man  y  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen 
ausrechnen  und  in  die  zweite  einsetzen.  Dadurch  erhält 
man 

(19.)        y  =  tp{x,  w),     U  =  G[x,  fp{x,  u)]  =  H(x,  u). 
Dies  gibt 

(20^  —  -  -  du^_dH      dHdu 

dx  ~  V   dx  ^  dx       du  dx ' 

(2n  ^  =  Z  ^  =  dSdu 

dy        V   dy  "  du  dy  ' 

folglich  ist 
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(22.)  —  =  -^—     und     ^r—  =  0, 

V        du  öx  ' 

d.  h.  U  =  S{x,  u)  und  deshalb  auch  —  =  -^-  sind  Funk- 

V         ou 

tionen  der  einzigen  Veränderlichen  w,  so  daß 

(23.)  ~  =  <p{u)  =  C, 

ein  allgemeines  Integral  der  vorgelegten  Differential -Glei- 
chung ist. 


§  95. 

Beispiele  zur  Erläuterung. 

Zunächst  möge  an  einigen  Differential -Grleichungen 
erster  Ordnung,  die  man  nach  den  früheren  Methoden  inte- 
grieren kann,  gezeigt  werden,  wie  sich  aus  dem  Endresultat 
der  integrierende  Faktor  v  ergibt. 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(1.)  xdy  —  ydx  =  0 

integrieren. 

Auflösung.  Durch  Trennung  der  Variabein  findet  man 
aus  dieser  Gleichung  ohne  weiteres 

~-^  =  0,    Iny-lnx^lnC, 
y       X 

oder 

(2-)  l=C. 

X 

Bezeichnet  man  also       mit  w,  so  wird 

X 

(3.)  du  =  ^J^  =  0. 

Damit  Gleichung  (1.)  diese  Form  erhält,  muß  man  sie 
mit  dem  integrierenden  Faktor 

(4.)  .=  ^ 

multiplizieren. 

Ki«pert»  Integpral  -  Rechnung.  ^ 
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Aufgabe  2.  Man  soll  die  Differential -G-leichimg 
(6.)  ydx  —  {x  +  y)dy  =  0 

integrieren. 

Auflösung.  Da  die  Koeffizienten  in  der  vorgelegten 
Differential- Gleichung  homogen  sind,  so  setze  man  y  =  X2: 
dann  ergibt  sich 

zdx  —  (1  +  z){xdz  +  zdx)  =  0, 

oder 

dx 

zHx  +  (1  +  z)xdz  =  0,     -    +  (2-^  +.  z-'^)dz  =  0, 

1                                                 X 
(6.)  Ina:  +  In  2-  —  ^  =  C,     oder     Iny =  C. 

In  diesem  Falle  ist  also 
(7.)  w=lnj/-|=C, 

(8.)  du  =  -^^  +  ^-^-+-.?^^  =  0. 

y  y^ 

Damit  Gleichung  (1.)  diese  Form  erhält,  muß  man  sie 

—    2  niultiplizieren. 
her  in  diesem  Beispiele 
(9.)  .--■;,■• 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(10.)  [y{x  —  yf  —  xf]dx  +  [x^y  —  x{x  —  yf]dy  =  0 
integrieren. 

Auflösung.  Die  vorgelegte  Differential -Gleichung  kann 
durch  keine  der  bisher  angegebenen  Methoden  integriert 
werden.    Multipliziert  man  sie  aber  mit  dem  Faktor  | 

(11.)  v=    -7—  -;r» 

xrj{x  —  yy 

so  geht  aie  über  in 

(12.)        [^  -  j  -^-  roV^  +  [,— "^   ,,  -  ~]dy  =  0. 

Ix      (x  —  2/)- J        i{x  —  yY      y\  "^ 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  das  vollständige 
Differential  der  Funktion 


mit  —    2  niultiplizieren.     Der  integrierende  Faktor  ist  da- 
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(13.)  u  =  ln('')+-^  -  +  C, 

\y/      x—y 

wie  bereits  in  §  81,  Aufgabe  5  ermittelt  worden  ist. 

Weitere  Beispiele  für  die  Bestimmung  des  integrieren- 
den Faktors  wurden  bereits  bei  der  Integration  der  linearen 
Differential -Gleichungen  erster  Ordnung  in  §  92  (Aufgabe  7, 
8  und  9)  ausgeführt. 


§  96. 

Bestimmung  des  integrierenden  Faictors. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  216  bis  221.) 
Die  Bedingung,   daß   v{Mdx  +  Ndy)   ein  vollständiges 
Differential  wird,  ist  nach  Formel  Nr.  20G  der  Tabelle 
d{vM)  _  d{vN)  ^ 
dy     ~     dx    ^ 


dies  gibt 


dy  dy  ~     dx  dx 


oder 

dy  dx  \dx        dy  ) 

Diese  Bedingung  ist  notwendig,  aber  auch  hinreichend 
dafür,  daß  v  ein  integrierender  Faktor  ist,  und  zwar  ist 
Gleichung  (1.)  eine  partielle  Differential -Gleichung  für  ?', 

denn   sie  enthält  die  partiellen  Ableitungen  ^  imd   ^    • 

Man  kann  schon  daraus  entnehmen,  daß  die  Integration 
dieser  partiellen  Differential -Gleichung  im  allgemeinen 
schwieriger  sein  wird  als  die  Integration  der  ursprünglich 
gegebenen  Differential -Gleichung 

Mdx  +  Ndy  =  0. 
Es  gibt  aber  mehrere  Fälle,  wo  die  Bestimmung  von 
V  ausführbar  ist.    Von  diesen  Fällen  sollen  hier  einige  her- 
vorgehoben werden. 

I.  Fall.  -D^  integrierende  Faktor  v  sei  eine  Funktion 
von  X  allein,  es  sei  also 


J^^  —  -^ — j  von   y   unabhängig,    so   findet  man  einen 
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Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 

_  V—  =  v{--  —  ^^\ 

^  dx~~    \dx        dy  / 

oder 

1  dv  ^  _  1  /dN_dM\ 
^  '^  V  dx'~      N\dx        dy/ 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  nach  Voraussetzung 
eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  x,  folglich  muß 
es    auch    die   rechte    Seite    sein.      Ist    also    der   Ausdnick 

N\  dx        dy 

integrierenden  Faktor  v  aus  Gleichung  (3.) ;  es  wird  nämlich 

Dies  Verfahren  ist  bei  jeder  linearen  Differential -Glei- 
chung erster  Ordnung 

dy 

J^-\-y-  f{x)  =  (fix) ,     oder     \y .  f{x)  —  (f{x)]dx  +  dy  =  0 

anwendbar,  wie  schon  in  §  92  gezeigt  worden  ist;  denn  in 
diesem  Falle  wird 

M=y.f{x)-(fix),     N=l,    _^^-(^-^_-^^)  =  Ax) 

also 

V  =  er  •  der  Tabelle.) 

Beispiel. 
Aufgabe  1.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(5.)  {x'y  +  y  +  l)dx  +  {x  +  x^y  =  0 

integrieren. 

Auflösung.     Hier  ist 
/ßN      1  /dN      dM\  _  (1  +  Sofi)  -  (x2  +  1)  ^     2x 
^  ^^     N\dx       dy)      '  x+V  1-fx^' 

folglich  wird  nach  Gleichung  (3.) 

dv  2xdx        ,  1    /i    ,     2^  1 

(7.)     V  =  -r+x^'     lnt;  =  -ln(l  +  x2),     v=-^^^-^^ 
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Indem  man  Gleichung  (5.)  mit  diesem  integrierenden 
Faktor  v  multipliziert,  erhält  man 

(8.)  du  =  (y  +  j^^^z)^^  +  ^^y  =  0, 

also 

(9.)  u  =/xdy  +  q){x)  =  ooy  +  q>{x)  =  C, 

wobei   qi{x)  eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen   x 
ist,  die  man  aus  der  Gleichung 

(10.)  -^=  y  +  =  y  + 


dx       ^^    dx  ^   '   1  +  ^2 

findet,  imd  zwar  wird 

dx 
(11.)  d(f{x)  =  Yj^I  '     9<^)  =  arctgx , 

folglich  ist 

(12.)  u  =  xy  -{-  arctga?  =  C. 

II.  Fall.     Der  integrierende  Faktor  v  sei  eine  Funktion 
von  y  allein,  es  sei  also 

dv  _  ^      dv  _dv 
dx  '     dy       dy 

Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 
dv  _    /dN      dM\ 
dy  ""     \dx        dy  / 
oder 

^     '^  vdy~M\dx       'dyj 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Funktion  der 
einzigen  Veränderlichen  y,  folglich  muß  es  auch  die  rechte 

sein.     Ist  also  der  Ausdruck  ttA-^ ^ — I  von  x  unab- 

M\dx        dy  / 

liängig,   so  findet  man  einen  integrierenden  Faktor  v  aus 
Gleichung  (13);  es  wird  nämlich 

f/QN      dM\dy  /(«/-«f)^ 

Beispiel. 
Aufgabe  2.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(16.)  (0^2/2  _  y3)^^  +  (1  —  xf)dy  =  0 
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Auflösung.    Hier  ist 

^     '^        M\dx        dy  )  yHx  —  y)  y' 

folglich  wird  nach  Gleichung  (14.) 

(17.)  lni;  =  — 21ny,     v  =  -^' 

Indem  man  Gleichung  (15.)  mit  diesem  integrierenden 
Faktor  v  multipliziert,  erhält  man 

(18.)  röw  =  (x  -  y)dx  +  (\—  ^dy  =  0» 

also 

(19.)    u  =J{x  —  y)dx  +  (p{y)  =  ^  —  xy  +  ^)  =  C, 

wobei  q>{y)  eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  y  ist, 
die  man  aus  der  Gleichung 

findet,  und  zwar  wird 

(21.)  <p'{y)dy  =  -y^    ^(y)  =  _A, 

folglich  ist 

(22.)  „  =  J_x2/-A=C, 

oder 

(22a.)  7?y  —  2xy'^  —  2Cy  —  2  =  0. 

III.  Fall.     Der  integrierende  Faktor    sei    eine  Funktioyi 
der  einzigen  Veränderlichen  z  =  xy\  es  sei  also 

dv  dv       dv  __     dv 

dx  '^  ^  dz^     dy~~     dz 
Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 


(23.)  la^  =  ____A_/<£:?^_ö^^ 


oder 

V  dz'~  xM —  yN\dx        dy  ) 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Funktion  der 
einzigen  Veränderlichen  z^  folglich  muß  es  auch  die  rechte 
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Seito   sein.     Ist  also   — ,>—      ^A  ^     ^  - )  nur  abhanffiff 

xM  —  yN\öx        dy  /  ^^ 

von  xy  =  z^  so  findet  man  einen  integrierenden  Faktor  v 

aus  (ileichung  (23.);  es  wird  nämlich 

(24.)  ^"^^^-jKöx-dy-hM-yN' 

(25.)  V  =  e^  ^'^     ^V  /  'J/  -  y^y. 


Beispiel. 

Aufgabe  3.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(2G.)  (y  +  xf)dx  +  (X  -  :^)dy  =  0 

integrieren. 

Auflösung.    Hier  ist 

^^^•)        öf  -  ^  =^  ^^  ~  2xy)-  (1  4-  2a:y)  =  -  4a:t/, 
(28.)        xM-yN=  {xy  +  a:2y2)  _  (^^  _  ^^2)  _  2x2^2, 
folglich  wird 

(29)  1_    /'5'J^_^\=_2.  =  _2 

a;Jlf — yN\dx        dy  /  xy  z 

eine  Funktion  von  z  =  xy  allein,  so  daß  man  aus  den  Glei- 
chungen (24.)  und  (26.) 

findet.    Multipliziert  man  Gleichung  (26.)  mit  diesem  inte- 
grierenden Faktor,  so  ergibt  sich 


(30.)       lni;  =  — 2/^^  =  — 21n^,     oder    v  =  ^ -=  ~ 


(31.)  du  =  (-j^  +  ^^äx  +  (J^  -  -J)d,  =  0, 

(32.)    u  =yy^  +  ^)dx  +  y(y)  =  -  i  +  Inx  4-  »<y)  =  C, 

wobei  9p(y)  eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  y  ist, 
die  man  aus  der  Gleichung 

findet;  und  zwar  wird 
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(34.)  <p\y)dy  =  —  j^     <3P(y)  =  — Iny, 

folglich  ist 

u  =  \nx  —  Inj/ =  C', 

xy 

oder 

(35.)  ln(~)  —  —==C. 

\y/     xy 

IV.  Fall.     Der  integrierende  Faktor  sei   eine  Funktion 

y 
der  einzigen  Veränderlichen  e  =  -  ;  es  sei  also 

j.^  dv y  dv      dv  _1  dv 

dx~      aß  dz^    dy  "  X  dz 
Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 
xM  +yN  dv  __     /dN^  _  dM\ 
X?         dz  ~~     \dx        dy  /      . 
oder 

{37 )  ^-  ^^-  =        ^        (dN      dM\ 

V  dz      xM+yN\dx       dy ) 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Funktion  der 
einzigen  Veränderlichen  z^  folglich  muß  es  auch  die  rechte 

sein.     Ist  also    -^tft — 1^\  -^ n —  1    ^^^    abhangig    von 

xM+yN\dx        dy  /  ^^ 

—  =  0,  so   findet  man   einen   integrierenden  Faktor  v  aus 

X 

Gleichung  (37.);  es  wird  nämlich 

(38.)  hir  =j(^  -  ^)-^~^^ ' 

(39.)  V  =  e^  Ve-'        öy }  xM  +  |/A\ 

Beispiel. 
Aufgabe  4.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(40.)        Tsajsin^^  +  J/cos(-^^ldx  —  xcos^^dy  =  0 
integrieren. 

Auflösung.     Bezeichnet  man  -  mit  0,  so  wird  in  diesem 
Falle 
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f  _      _    _         x2 _1 

xM  +  yN       {3x^smz  +  xycosz) —  xycosz  ~  3s'mz^ 

SN     dM    ,  .  o 

-^    — -^    =( — cosz — zsinz) — {öcosz-\-co8z — zsmz)  = — 5cos^, 

also  ist 

..^  sf        /dN      dM\_^      5  cos  2 

^     '^  x^+YN\dx~'df)~~'~'Ssmz 

eine  Funktion  von  z  =  —  allein,  so  daß  man  aus  den  Glei- 

X 

ohungen  (38.)  und  (39.) 

/lox      1                5  fcoszdz           5i    ,  .     V                  1 
(42.)      lni;=-^/-^-  -  =  — -ln(sin0),     v= , 

"^J    ^^^^  ^  (sin^)T 

findet.     Multipliziert  man  Gleichung  (40.)  mit  diesem  inte- 
gi'ierenden  Faktor  v,  so  ergibt  sich 


(43.)        du  = 


3x  ycos^l  xcos  zdy 

^ ,         (sm  2r)TJ  (sin  zy^ 


Daraus  folgt 

(44.)  71  =  —  I ^  +  g){x)  =  —  x^jismz) ,  ^cos^df^  +  q){x) 

J    ^sin2f^^  J 


(sin  2?)^ 


*+9P(x)  =  (7, 


=  +   2-(sin^)    ^+9P(^)  =  -^[sin(JJ 

wobei  ^{x)  eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  x  ist, 
die  man  aus  der  Gleichung 

du  —\  —^ 

(45.)        ^  =  3a;  (sin  2)    *^+i/(sin^)   ^cos2  +  9p'(^) 

=  3a:(sin2:)    *4-2/(sin^)   ^cose 
findet.     Es  wird  also 
(46.)  9)'(x)  =  0,     9)(a:)  =  (?. 

Dabei  kann  man  die  Integrations- Konstante  c  gleich 
Null  setzen,  weil  man  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung 
(44.)  bereits  eine  Integrations -Konstante  (7  hinzugefügt  hat. 
Man  erhält  daher 

3x2  r  ,   /tAi-| 


oder 


»=-?K9]  =^. 
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(47.)  3x^-  =  2c\sm(^    - 

Setzt  man  noch  8C^  =  27  Cr,  so  kann  man  diese  Glei- 
chmig  auf  die  Form 


(48.)        a^'  =  Ci2sin2m,    oder    ar^  =  +  Cisin 
bringen. 

V.  Fall.     Der   integrierende  Faktor   sei    eine   Funktion 
der  einzigen  Veränderlichen  z  =  a^  -\-  y^]  es  sei  also 

Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 

oder 

ro)  1  dv  ^  1  /dN  _  dM\ 

^^  '^  ~v  dz       2(yM  —  xN)  \  dx        dy  ) ' 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Funktion  der 

einzigen  Veränderlichen  0,  folglich  muß  es  auch  die  reclite 

,^    .             1         /dN      dM\  .,..     . 

sem.     Ist  also      ^-.         titIT) ^ — j  ^^^    abhangig   von 

•^  +  2r  =  -2: ,   so  findet  man  einen  integrierenden  Faktor  i* 
aus  Gleichung  (50.);  es  wird  nämlich 

(Ol.)  In.  =J(-^-  -  gj)^^yjfzr^y 

(52.)  V  =  e^  v^-^     ^v  /  2(y^-  jtao  . 

Beispiel. 
Aufgabe  5.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(53.)  {aVx^  +  y^  —  cx)dx  +  {byx>^~+f  —  cy)dy  =  0 

integrieren. 

Auflösung.     Bezeichnet  man  x^  +  y^  mit  z ,  so   ist  in 
diesem  Falle 

(54.)  yM —  xN  =  (ay V  z — cxy)  —  (ftxV  z — cxy)  =  (ay — bx)y  z , 

.p.  p, .  dN       dM  _  hx        ay  ^       ay  —  hx 

dx     d^~~  Yz  ~  V  J  ~       yl"~ ' 

folglich  ist 
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/dN_  _  dM\        1  _  _  1 

^*'  \  dx        dy  /yM  —  xN  z 

le    Funktion    der    einzigen    Veränderlichen   z.      Deshalb 

det  man  aus  den  Gleichungen  (51.)  und  (52.) 

.)  ln.  =  -^-ln.,    „  =  -^  =  _^^. 

Multipliziert  man  Gleichung  (53.)  mit  diesem  integrie- 
iden  Faktor  v,  so  ergibt  sich 

« ^•' =(«  -  vÄ?)'^ + (» -  rÄ?^  -  »■ 

ß=^dx+q^)=-ax—cy^^+y^-\-q<y)  =  C, 

•bei  9)(y)  eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  y  ist, 
j  man  aus  der  Gleichung 


.)u^f(a- 


dy  yar^  +  ^Z^^  yx3  +  7/2 

det     Es  wird  also 

L.)  (p'{y)  =  b,    q>{y)  =  hy, 

i.)  w  =  ax  +  fty  —  cYä?  +  y^  =  C. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  noch  eine  ganze  Reihe 
n  besonderen  Fällen  behandeln,  bei  denen  der  integrie- 
ide  Faktor  eine  Funktion  einer  einzigen  Veränderlichen 
ist,  die  selbst  wieder  eine  passend  gewählte  Funktion 
n  X  und  y  sein  darf.  In  allen  diesen  Fällen  ist  zuerst 
r  Ausdruck 

dN_dM_ 

dx        dy 

bilden.    Ist  dieser  Ausdruck  gleich  Null,  so  ist  schon 

Mdx  +  Ndy 
.bst   ein   vollständiges   Differential,   ist   er  aber  von  Null 
rschieden,  so  kann  man  der  Heihe  nach  versuchen,  ob 

1^  ( -J5 ~^  ~)  ^^^®  Funktion  von  x  allem, 

,  ,    1  /ÖN      dM\ 

^^^^  +M\dx-dy)      .  n  .      y       . 


524     §  97.  Differential-Gleichungen  erster  Ordnung  höheren  Grades. 

oder  ob  —^ v\^ ~^~  /  ®"^®  Funktion  von  xy  aUän, 

x2         /dN      dM\  y 


x^ /ÖJS  _  ÖM\ 

xM+yN\dx       ~dy)      " 


X     " 


1         ^dN      dM\ 

^     "      yM—xN\dx        öy/      "  "  » ^+jr  r 

ist.  Trifft  einer  dieser  5  Fälle  ein,  so  kann  man  nach  den 
angegebenen  Regeln  den  integrierenden  Faktor  leicht  be- 
stimmen. 

Erwähnt  möge  noch  werden,  daß  der  häufig  vorkom- 
mende Ausdruck  xdy  —  ydx  die  integrierenden  Faktoren 


a?     y^     ^  +  y^ 
besitzt.     Es  folgt  dabei  aus  den  Gleichungen 

(63.)  rfu,  =  *=?^^^.  ^^^^^-y^^,  rf^  =  ?^^ 
X'^  y^  x^  +  ir 

y  ^ 

X  y 

Der  Ausdruck  xdx  +  ydy  hat  den  integrierenden  Faktor 

^— — sj  und  zwar  folfi:t  aus 
^  +  y-  ^ 


(64.)  ui  =  -  1     U2  = >     W3  =  arctg 

X  y  \x, 


(65.) 

x^  +  f 

(66.) 

u  =  ]^\n{3?  +  f) 

§  97. 

Differential -Gleichungen  erster  Ordnung  höheren 

Grades. 

Eine  Differential -Gleichung  erster  Ordnung  und  n*™ 
Grades  hat  die  Form 

+  /"»(a;,  y)  =  0. 
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Hier  bedeuten  die  Koeffizienten  /i(x,  y),  /2(aj,  y),... 
fn—i{x^  y),  /it(a:,  y)  beliebige  Funktionen  von  x  und  y,  oder 
konstante  Größen. 

Denkt  man  sich   nun  Gleichung  (1.)   in  bezug  auf  —^ 

aufgelöst,   so  erhält  man  n  verschiedene  Differential -Glei- 
chungen erster  Ordnung  und  ersten  Grades,  nämlich 

(2.)  |  =  i^x(x,y),    |  =  %,),...|  =  J='.(x,,), 

^wobei  Fi{x^  y),  -FgC^,  y)»  •  •  •  Fn{x^  y)  Funktionen  von  x  und 
y,  oder  konstante  Größen  sind. 

Durch   Integration   der   Gleichungen    (2.)    erhält    man 
dann 
(3.)     (pi{x,  y,  ci)  =  0,     (p2{x,  y,  C2)  =  0, . . .  (pn{x,  y,  c„)  =  0. 

Jede   dieser   Gleichungen   ist   ein  Integral   der  Diffe- 
rential-Gleichung (1.).     Man  kann  alle  diese  Lösungen  zu- 
sammenfassen, indem  man  die  Gleichungen  (3.)  miteinander 
multipliziert     Dies  gibt 
(4.)  ^i(x,  y,  d) .  (p2{x,  y,  C2) . . .  9^^,(2;,  y,  c«)  =  0 . 

Da  dieses  Produkt  gleich  0  wird,  wenn  man  einen  der 
Faktoren  gleich  0  setzt,  so  wird  die  Allgemeinheit  der 
Lösung  nicht  beschränkt,  indem  man  die  Integrations-Kon- 
stanten ci,  C2j .  ..Cn  alle  einander  gleich  setzt.  Dadurch 
geht  Gleichxmg  (4.)  über  in 
(4a.)  9)i(a:,  y,  c) .  9)2(0:,  y,  c) . , .  (pn{x,  y,  c)  =  0. 

Sind  z.  B.  in  Gleichung  (1.)  die  Koeffizienten  fi{x,  y), 
Mx,  y),  . . .  fn-iix^  y\  fn{x,  y)  konstante  Größen,  die  man  des- 
halb mit  /*!,  /*2,  ,.,fn—\^  fn  bezeichnen  möge,  so  gehen  die 
Gleichungen  (1.)  und  (2.)  über  in 

Daraus  folgen  die  n  Differential -Gleichungen 

/.r  X  ^y  dy  ^y 
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wobei  ai,  »2,  ...a^  auch  konstante  Größen  sind.    Deshalb 

wird  in  diesem  Falle 

(6.)    (pY  =  y  —  aix  -}-c  =  0,     ^2  =  y  —  ^i>^  -{-0  =  0^... 

oder 

(6a.)?^^-ax  =  0,    ?L+^_a3  =  0, -^^^t^-«»  =  0. 

X  X  '  X 

Gleichung  (4  a.)  geht  daher  in  diesem  Falle  über  in 

<^'  (^t--«')(4-'—)- (4^ -»-)=». 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (la.)  in 

(7.)e±')+Aet-')+v<t+-7+...+/^.5^+^.o. 

In  diesem  Falle  ist  also  die  Auflösung  der  Gleichung 

(1.)  nach   ^j    welche    mitunter    bedeutende    algebraische 

Schwierigkeiten    verursachen   würde,    nicht    einmal   erfor- 
derlich. 

Beispiele. 
Aufgabe  1.     Man  soll  die  Diff  erential  -  Gleichung 

(8,  0-».  =  O 

integrieren. 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (8.)  folgt  zunächst 

<^)       i=+«  -*  1=-« 

und  daraus  durch  Integration 

y  +  c  =  ax    und     y  -{-  c  =  —  ax, 
oder 

(10.)      (y  +  c  —  ax)(y  +  c  +  ax)  ^  (y  +  cf  —  a^x^  =  0. 
Aufgabe  2.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integrieren. 
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Auflösung.     Gleichung  (11.)  läßt  sich  auf  die  Form 

bringen,  folglich  erhält  man  für  das  allgemeine  Integral 

(12.)  {y  +  c  —  x)(y  +  c  —  2x){y  +  c  +  3x)  =  0, 

oder 

(12a.)  {yJ^cf  —  7a?{y  +  c)  +  6ar*  =  0. 

Aufgabe  3.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(13.)  (g)=.x 

integrieren. 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (13.)  folgt 
(14.)  dy  =  -^yaxdx    und     dy  =  — ^axdx 

und  durch  Integration 

(15.)    ?/  +  c  —  öVäi  =  0    und     y  +  c  -^  ^V^^  =  0. 

o  ö 

Jede  dieser  beiden  Gleichungen  kann  als  Integral  der 
vorgelegten  Differential -Gleichung  angesehen  werden.  In- 
dem man  die  beiden  Gleichungen  (IB.)  miteinander  multi- 
pliziert, vereinigt  man  beide  Lösungen  und  erhält 

[3{y  +  c)  —  2xya^][3{y  +  c)  +  2x  Vax]  =  0, 
oder 

(16.)  9{y  +  cf  —  4:aa^  =  0. 

Aufgabe  4.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integrieren. 

Auflösung.     Durch  Auflösung  von  Gleichung  (17.)  nach 

3     findet  man  die  beiden  Werte 

ax  

(18)    iy==—^-+-}^±yl    und     dy  ^-x-Y^'+f^ 

dx  y  dx  y 

oder 

,^  ^  ^    xdx  +  ydy        .    ,  ,     xdx  +  ydy  , 

(19.      -— -^— ^-  ^-  =  +  dx    und      -r^I^-^  '^  =  —  dx, 

vi^+f  y^  +  f 

also  durch  Integration 
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(20.)        ya?  +  y^  =  x  +  c    und     Yö^~+^=—x  —  c, 
oder,  wenn  man  beide  Lösungen  vereinigt, 
(21.)   (l/^^2^  — a:— c)(yx2+y2^x  +  c)  =  j^— 2ca:--c2  =  0. 
Aufgabe  5.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integrieren. 

Auflösung.     Durch  Auflösung  der  Gleichung  (22.)  nach 
fj/tj 
i-  erhält  man  die  drei  Differential -Gleichungen 

(23.)    f  =  -bx,   f^+—l=.   ^/^-^L= 
dx  '   dx        '   Ya^—o?    dx  yd?— 3? 

und  findet  daraus  durch  Integration 

(24.)  y+c  — ^-j  i/+^  =  arcsin(    Y  y+c  =  —  arcsinf    V 

Indem  man  diese  drei  Lösungen  vereinigt^  ergibt  sich 
die  Gleichung 

\y  +  ^+  2/  y+^— ^rcsin^^^jly+c-f arcsinQ^ 
oder 
(25.)     {y  +  cf  +  *|'  {y  +  cf  -  [arcsin^)]'./  +  c) 

-^|:[arcsinQ]"=0. 
§  98. 

Integration  durch  Differentiation. 

(Vergl.  die   Formel -TabeUe  Nr.  222  bis  225  a.) 
Es  war  schon  in  dem  vorhergehenden  Paragi'aphen  er- 
wähnt worden,   daß   die  Auflösung  der  Differential- Glei- 

dv 
chungen  erster  Ordnung   höheren  Grades   nach   ~  häufig 

auf   große    algebraische   Schwierigkeiten    stößt     Es    sollen 
deshalb  hier  noch  einige  Fälle  untersucht  werden,  bei  denen 
man   die  Integi'ation   durch   andere  Mittel  ausführen  kann. 
Der  Kürze  wegen  möge  hierbei 

(1.)  dx^^'     ^^^^     ^^  ^  ^^^'  ^^  ^  \f 


i 
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gesetzt  werden.  Man  kann  dann  jede  der  drei  Grrößen  jp, 
dx,  dy  durch  die  beiden  anderen  ausdrücken.  Kommt  in 
der  Differential -Gleichung  y  nicht  mehr  vor,  so  setzt  man 
dy=pdx   ein,   kommt  x  nicht  mehr  vor,    so    setzt  man 

dx  =  ~-  ein.    Auch  wenn  die  Differential -Gleichung  nach 

X  oder  nach  y  auflösbar  ist,  kann  man  diese  Substitutionen 
mit  Erfolg  anwenden,  nachdem  man  vorher  beide  Seiten 
der  Gleichung  differentiiert  hat. 

I.  Fall.  Die  Differential 'Gleichung  enthaite  y  gar  nicht 
und  sei  auflösbar  nach  x\  die  Gleichung  habe  also  die  Form 
(2.)  x=^f\p): 

dann  findet  man  durch  Differentiation 
(3.)  dx  =  (f\p)dp, 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (1.) 
(4.)  pdx  =  dy  =  (f'{p) .  pdp , 

(5.)  y=Mp).pdp  +  C. 

Indem  man  aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (5.)  die 
Größe  p  eliminiert,  erhält  man  die  gesuchte  Gleichxmg 
zwischen  x  und  y, 

Beispiele. 
Aufgabe  1.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(6.)  a:  =  4p3  —  6p2  +  l2p  —  15 

integrieren. 

Auflösung.  Indem  man  Gleichung  (6.)  differentiiert, 
erhält  man  die  Gleichungen 

(7.)  dx  =  (12p2  _  I2p  +  12)dp, 

(8.)  dy  =  (122)^^  -  12i?2  +  12p)dp, 

also 

(9.)  y  =  ^p^  —  4jö^  +  Gi)2  4-  C. 

Durch  Elimination  der  Größe  p  aus  den  Gleichungen 
(6.)  und  (9.)  findet  man  dann  die  gesuchte  Gleichung  zwi- 
schen x  und  y. 

Kiepert,  Inte^pral  -  Rechnung.  34 
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Aufgabe  2.     Man  soll  die  Differential -G-leichung 

(10.)  X  =  arc  sinp  —  Vi  — p^ 

integrieren. 

Auflösung.     Indem  man   Gleichung  (10.)   differenl 
erhält  man  die  Gleichungen 

also  mit  Rücksicht   auf  die  Formeln  Nr.  31  und   120 
Tabelle 

(13.)     y  =  -Vr-J^  -  IVl^?  +  l  arcsini?  +  C, 

oder 


(14.)  2y-x  =  2C—{l+p)Vr^K 

II.  Fall.     Die  Diff ereilt ial-Oleichung  enthalte  x  gar 
und  sei  auflösbar  nach  y]  die  Gleichung  habe  also  die  I 
(15.)  y  =  q){p)\ 

dann  findet  man   durch  Differentiation  mit  Rücksicht 
Gleichung  (1.) 
(16.)  dy  =  pdx  =  ff\p)dp, 

(17.)  dx  =  '^^^^^. 

p 

also 

(18.)  x  =  /*^'if^^  +  C. 

Indem  man  aus  den  Gleichimgen  (15.)  und  (18.) 
Größe  p  eliminiert,  findet  man  die  gesuchte  Gleicl 
zwischen  x  und  y. 

Beispiele. 
Aufgabe  3.     Man  soll  die  Differential -Gleichimg 

2fl 

(19)  y  =  i^^ 

integrieren. 
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531 


Auflösung.     Durch  Differentiation  findet  man  aus  Glei- 
chung (19.) 

(20.) 


dy=pdx  =  -^^^. 


(21.) 


dx  =  — 


4:adp 


Setzt  man  hierbei  nach  Formel  Nr.  150  der  Tabelle 

p  =  tg2f,     also     z  =  SiTcigp ,  d^  =  -  ——=.  j 

1  +P** 
1  P 

l   12  "=  ^^^^^ »     i~f  ~2  =  ^S^  cos^^r  =  sin  zcoaz, 

so  gehen  die  Gleichungen  (19.)  und  (21.)  über  in 
(19a.)  y  =  2acos22  =  a[l  +  cos(2^)], 

(2 1  a.)  dx  =  —  4a  cos^z  dz . 

Dies  gibt  nach  Formel  Nr.  99  der  Tabelle 
(22.)  x  =  —  2a(sin2C0S2  +  z)+  C  =—  a[2z  +  sin(20)]  +  C. 

Setzt  man  noch 

2z  =  jt  —  t,     C — ojt  =  X[), 
so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (22.)  und  (19  a.) 
(22  a.)  X  —  Xo  =  a{t  —  sin<), 

(19b.)  y  =  a(l  — cos^. 

Das    allgemeine    Integral    stellt    also   eine   Schar   von 
Zykloiden  dar. 

Man  soll  die  Differential -Gleichung 


Aufgabe  4. 


(23.) 

y  = 

integrieren. 

Auflösung. 

chung  (23.) 

Durch    Dii 

(24.) 

dy  =pdx  = 

Va"2- 


■p' 


a^ 


dp 


p^y~a^ 


r 


(26.) 


dx  =  — 


dp 


p^Yd^' 


P' 


also  nach  Formel  Nr.  125  und  37  der  Tabelle 


34* 
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^9fi^        .     .      VäT^       1  f     dp 
(26.)  a:  -  zo  =     -^,-,-  -  ^^^J--^^== 


2a2p2     ^2«»     \  p  ) 

Da  noch  aus  Gleichung  (23.)  folgt,  daß 


ist,  so  findet  man  aus  Gleichung  (26.) 

(28.)      1c?{x  -x»)  =  ah/V^  +  i  +  ln(o2y  +  Y^f  +  D  • 

III.  Fall.     Die  Differential  •  Gleichung  enthalte  alle  drei 
Chrößen  x,  y  und  p,  sei  aber  nach  x  auflösbar]  die  Glei- 
chung habe  also  die  Form 
(29.)  x  =  f{y,p). 

Indem  man  diese  Gleichimg  differentiiert   und   Glei- 
chung (1.)  beachtet,  erhält  man 

'^''  =  -p=ly^y  +  dp'^P^ 
oder 

<»•)  (?-s>-|;*=»- 

Dies    ist   eine  Differential -Gleichimg   erster   Ordnung 

zwischen  y  und  J9,  die  in  bezug  auf  -,-  nur  vom  ersten 

Grade  ist  und  sich  in  vielen  Fällen  leichter  integrieren  läJJt 
als  die  vorgelegte  Differential -Gleichung  (29.).  Hat  man 
die  Integral -Gleichung 

(31.)  (p(y.p,  C)  =  0 

gefunden,  so  folgt  durch  Elimination  von  p  aus  den  Glei- 
chungen (29.)  und  (31.)  die  gesuchte  Gleichimg  zwischen  x 
und  y, 

Beispiel. 
Aufgabe  5.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(32.)  yp^  —  2xp  +  y  =  0,    oder    x  =  ^^^^^^ 

Ip 

integrieren. 
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Auflösung.  Durch  Differentiation  folgt  aus  Glei- 
chung (32.) 

._dy_  pjl  +  p^y  —  y{l—  p^)dp 

3der 

;33.)  p{l  —p^y  +  y{l  —p^dp  =  {l  -p^pdy  +  ydp)  =  0. 
Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  indem  man  entweder 

;34.)  l—p^  =  0,    also    p  =  ^=±l, 

Tder 

35.)  pdy  +  ydp  =  0 

jetzt  Aus  Gleichimg  (34.)  folgt  durch  Integration 

36.)  y=±x+C. 

Hier  darf  aber  die  Integrations-Konstante  C  nicht  jeden 
leliebigen  Wert  haben,  denn,  wenn  man  p=  +  1  in  die 
3^1eichung  (32.)  einsetzt,  so  erkennt  man,  daß  in  Gleichung 
36.)  der  Wert  der  Integrations-Konstanten  C  gleich  0  sein 
Gauß,  daß  also  Gleichung  (36.)  in 
36a.)  y  =  -\-x 

ibergeht 

Aus  Gleichung  (35.)  findet  man  dagegen  durch  Tren- 
lung  der  Variabein 

37.)  ^^-f^^  =  0, 

y      p 

Q 

38.)   Iny  +  In^  =  InC,     oder    py  =  C,    also    p  =      • 

y 

Trägt  man  diesen  Wert  von  p  in  Gleichung  (32.)  ein, 
jo  findet  man 
39.)  f  —  2Cx+C^==  0. 

Diese  Gleichung  ist  das  allgemeine  Integral  der  vor- 
jelefften  Differential -Gleichung  und  stellt  eine  Schar  von 
Parabeln  dar,  welche  sämtlich  die  beiden  durch  Gleichimg 
36  a.)  dargestellten  geraden  Linien  in  den  Punkten  mit  den 
Koordinaten 

x^C,    y=±C 
Derühren. 
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IV.  Fall.  Die  Differential 'Oleichuitg  enthaUe  alle  drei 
Größen  x,  y  und  p,  sei  aber  auflösbar  nach  y\  die  Glei- 
chung habe  also  die  Form 

(40.)  y  =  f{x.p). 

Indem  man  diese  Gleichung  differentiiert  und  Glei- 
chung (1.)  beachtet,  erhält  man 

oder 

Dies    ist   eine  Differential -Gleichung   erster   Ordnung 

zwischen  x  und  p,  die  in  bezug  auf   ,     nur  vom  ersten 

Grade  ist  und  sich  in  vielen  Fällen  leichter  integrieren  läßt 
als   die  vorgelegte  Differential -Gleichung  (40.).     Hat  man 
die  Integral -Gleichung 
(42.)  ff{x,  p,  C)  =  0 

gefunden,  so  folgt  durch  Elimination  von  p  aus  den  Glei- 
chungen (40.)  und  (42.)  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x 
und  y. 

Hat  die  Differential -Gleichung  z.  B.  die  Form 
(43.)  y  =  x,f{p)  +  <p{p), 

so  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (1.) 

(44.)  f^  =  P  =  fiP)  +  [^  •  f'iP)  +  'fiP)]  % ' 

oder 

dx 

(45.)         [p-m]f^-x.np)=<p'{p). 

Dies  ist  aber  eine  lineare  Differential-  Oleichufig  erster 
Ordnung,  die  man  nach  den  Angaben  in  §  92  integrieren 
kann.    (Vergl.  auch  Formel  Nr.  214  der  Tabelle.) 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wo  in  der-  vor- 
hergehenden  Entwickelung  f(p)  gleich  p  ist,  wo   also  die 
Differential -Gleichung  die  Form 
(46.)  y  =  px  +  f/ip) 
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hat.     Dann  nennt  man  cKe  Gleichung  eine   y^Clairaut  sehe 
Gleichung"  und  erhält  durch  Differentiation 

dy  =  pdx  =  pdx  -f  xäp  +  9>\p)dp, 
oder 

(47.)  [x  +  ^'{p)]dp  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  indem  man  entweder 

(48.)  dp  =  0, 

oder 

(49.)  X  +  (f^p)  =  0 

setzt.     Aus  Gleichung  (48.)  folgt  durch  Integration 

(50.)  p  =  ^=C,     also    y=Cx+Ci, 

ax 

wobei  die  zweite  Int egrations- Konstante  ermittelt  wird,  in- 
dem man  den  gefundenen  Wert   von  p  in   die  Gleichung 
(46.)  einsetzt.    Dies  gibt 
(51.)  y=Cx  +  q>{C),    also     Ci  =  ff(C). 

Da  hierbei  die  Integrations -Konstante  C  unendlich 
viele  Werte  hat,  so  ist  Gleichung  (51.)  das  allgenieine  Inte- 
gral der  vorgelegten  Diff  erential  -  Gleichung. 

Ganz  verschieden  davon  ist  die  Lösung,  welche  man 
findet,  indem  man  aus  den  Gleichungen  (46.)  und  (49.)  die 
Größe  p  eliminiert  Daß  man  auf  diese  Weise  wirklich 
eine  Lösung  erhält,  kann  man  in  folgender  Weise  zeigen. 
Denkt  man  sich  aus  Gleichung  (49.)  p  als  Funktion  von  x 
ausgerechnet  und  in  Gleichung  (46.)  eingesetzt,  so  findet 
man,  indem  man  diese  Gleichung  nach  x  differentiiert, 

also  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (49.) 

Beispiel. 
Allfgai>e  6.     Man  soll  eine  Kurve  bestimmen,  bei  wel- 
cher  der   Abschnitt    der    Tangente   zwischen    den   beiden 
Koordinaten -Achsen  eine  konstante  Länge  c  hat. 
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Fig.  148. 


Auflösung.  Bezeichnet  man  den  Winkel  OAB  zwischen 
der  Tangente  und  der  negativen  Richtung  der  X-Achse 
mit  t  (Fig.  143),  so  sind  die  Abschnitte  OA  =  a  und  OB  =  J, 
welche  die  Gerade  AB  auf  den  Koordinaten -Achsen  ab- 
schneidet, 

(53.)      a  =  ccos^,    ft  =  csin/, 
folglich    wird    die    Gleichung   der 
Geraden  AB^  wenn  man  die  laufen- 
den Koordinaten  mit  af  und  y*  be- 
zeichnet, 

^-  +  |:  =  l,oder-^  +  -?L  =  l, 
ab  ccosf     c^mt 

oder 

(54.)       y*  =  —  Tfigt  +  csin^. 

Dabei  ist 
(56.)    igt  =  —  tga  =  —  ,^  =  —  |) ,  also  sinf  =  —       ^      - 

folglich  wird  die  Gleichung  der  Tangente 
(56.)  y"  =  px" 


y^+f 


Da   die   Gerade   durch    den   Punkt   P  hindurchgehen 
soll,  so  erhält  man  eine  Clairaut  sehe  Differential -Gleichung 


(57.) 


cp 


Hieraus  folgt  durch  Differentiation 


dy 
dx 


=  P=P'\-\^ 


dp 


oder 
(58.) 


(59.) 


(l+i>2)Vrq-2>2/<«a; 


Jdx 


(x ^      ^J>^  =  o. 


Diese  Gleichung  wird  zunächst  befriedigt,  indem  man 

dy 
dx 


--  =  0,     also    p=i-^z^C 


dx 


setzt  und  |)  =  C  in  Gleichung  (57.)  einträgt,  woraus  man 
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(60.)  y  =  Cx  —  ■--— 

findet.  Diese  GHeichung  enthält  die  willkürliche  Konstante 
C  tmd  ist  daher  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten 
Differential  -  Gleichung.  Jede  Kurve  der  gefundenen 
Kurvenschar  ist  eine  gerade  Linie,  welche  mit  ihrer  Tan- 
gente zusammenfällt  und  auf  den  Koordinaten -Achsen  die 
Abschnitte 

bestimmt.     Da  hieraus 

a2  +  62  =^  ^ 

folgt,  so  wird  der  Forderung  der  Aufgabe  genügt. 

Gleichung  (58.)  wird  aber  auch  befriedigt,  wenn  man 

(62.)     X — -  -^=^  =  0 ,  oder  x  = ^-     .^  . 

setzt.     Dabei  wird  nach  Gleichung  (55.) 

1  ü 

(63.)  ;>  =  — tg^,  -— =^  =  cosf,  —  — -ik=  =  smf; 

yi4-2>2  yi+i?2 

dadurch  gehen  die  Gleichungen  (62.)  und  (57.)  über  in 
(64.)  ir  =  ccos^,     y  =  csin^. 

Durch  Elimination  von  t  findet  man  aus  diesen  Glei- 
chungen 

(65.)  x^  +  y^  =  c^. 

Die  gesuchte  Kurve  ist  also  eine  Astroide.     Für  einen 
beliebigen  Punkt  der  Astroide  wird 

(66.)  P  =  -tgt, 

so  daß  man  für  die  zugehörige  Tangente  die  Gleichung 

y*  —  y=p{x'  —  x), 
oder 

y*  —  csin^  =  —  tgt{oc'  —  ccos^^), 

(67.)  y*  =  —  tgt  .X*  +  csint 

findet.  Deshalb  sind  die  Abschnitte,  welche  diese  Tangente 
auf  den  Koordinaten -Achsen  abschneidet, 

(68.)         a  =  ccosf,     6  =  csinf,     also     a^  +  b^  =  (P. 


638  §  99.    Singulare  Auflösungen. 

Setzt  man  in  Gleichung  (67.)  — tg^  gleich  C,  so  geht 
sie  in  Gleichung  (60.)  über,  welche  das  allgemeine  Integral 
der  Differential -Gleichung  darstellte;  d.  h.  die  Astroide, 
welche  man  als  eine  besondere  Lösung  der  Differential- 
Gleiohung  gefunden  hat,  berührt  alle  geraden  Linien,  die 
der  allgemeineyi  Lösung  entsprechen. 


§  99. 

Die  singulären  Auflösungen  der  Difrerential-Gleichungen 
erster  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  226.) 
Bei  den  Aufgaben  6  und  6  des  vorhergehenden  Para- 
graphen und  allgemein  bei  der  C/atrau^  sehen  Differential- 
Gleichung 

(L)  y  =  px  +  <p{p) 

fand  man  zwei  Lösungen,  von  denen  die  eine  noch  eine 
willkürliche  Integrations- Konstante  enthält,  die  zweite  aber 
nicht.  Auch  erkennt  man  bei  diesen  Aufgaben  sofort,  daß 
diese  zweite  Lösung,  welche  ohne  Ausführung  einer  Inte- 
gration gefunden  werden  konnte,  kein  partikuläres  Integral 
ist,  d.  h.  die  zweite  Lösung  geht  nicht  aus  der  ersten  her- 
vor, indem  man  der  Integrations -Konstanten  einen  be- 
sonderen Wert  gibt. 

Man  nennt  daher  eine  solche  besondere  Lösung  „eine 
singulare  Lösung  der  vorgelegten  Differential- Gleichung'* *), 

Der  Zusammenhang  zwischen  der  allgemeinen  und 
einer  solchen  singulären  Lösung  ergibt  sich  aus  folgender 
Betrachtung. 

Es  sei 

oder 

(2  a.)  M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dy  =  0 

die  gegebene  Differential -Gleichung,  imd 

^)  Es  kann  allerdings  ausnahmsweise  auch  vorkommen ,  daß  die 
singulare  Lösnng  mit  einer  partikulären  Lösung  zusammenfällt. 
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.  das  allgemeine  Integral.  Die  Gleichung  (3.)  stellt  eine 
nze  Schar  von  Kurven  dar,  weil  die  Integrations-Kon- 
inte  C  unendlich  viele  Werte  annehmen  darf.  C  ist  also 
Gleichung  (3.)  ein  variabler  Parameter.  Für  die  Koordi- 
ten  der  Schnittpunkte  zweier  benachbarten  Kurven  der 
har,  welche  den  variabeln  Parametern  C  und  C -^  JG 
tsprechen,  gelten  die  Gleichungen 

)  G{x,  y,C)  =  0    und     G{x,  y,C  +  JC)  =  0 

meinschaftlich;   deshalb   gelten  für  die  Koordinaten  der 
hnittpunkte  auch  die  beiden  Gleichungen 

)    ö(x,,,C)  =  0    und    Oi^,A±^:z^^O)^o. 

Wird  JC  verschwindend  klein,  so  gehen  diese  Glei- 
ongen  über  in 

)  Oix,y,C)  =  0    und     ^^|^)  =  0. 

Wenn  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  den  variabeln 
rameter  C  eliminiert,  so  erhält  man  im  allgemeinen  den 
ometrischen  Ort  aller  dieser  Schnittpunkte,  d.  h.  die  Um- 
llungskurve  der  gegebenen  Kurvenschar.  (Vergl.  D.-R., 
155  und  Formel  Nr.  252  der  Tabelle.)  Es  gilt  dabei 
r  Satz: 

Besitzt  die  Kurvenschar 

)  0{x,  y,  C)  =  0, 

Iche  dem  allgemeinen  Integral  der  Differential -Gleichung 
)  entspricht^  eine  Umhüllungskurve  mit  der  Gleichung 

)  8{x,y)  =  0, 

ist  diese  Gleichung  eine  singulare  Lösung  der  gegebenen 
fferential'  Gleichung. 

Es  galt  nämlich  der  Satz :  „Die  Umhüüungskurve  (En- 
^oppe)  hat  in  den  Punkten,  wdche  sie  mit  einer  der 
irven  der  gegebenen  Kurvenschar 

G{x,y,C)  =  0 
mein  hat,  auch  die  Tangefite  mit  dieser  Kurve  gemein'^. 
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(D.-R.,  §  156.)  Im  Punkte  P  mit  den  Koordinaten  x  und 
y  hat  daher 

denselben  Wert,  gleichviel  ob  man  annimmt,  daß  der  Punkt 
P  ein  Punkt  auf  einer  Kurve  der  durch  Gleichung  (3.) 
dargestellten  Kurvenschar  ist,  oder  ob  man  den  Punkt  P 
als  einen  Punkt  der  Umhüllungskurve  mit  der  Gleichung 
(7.)  ansieht,  d.  h.  die  Diff erential  -  Gleichung  (2.)  wird  für 
die  Koordinaten  aller  Punkte  der  Umhüllungskurve  be- 
friedigt. 

Es  ist  aber  noch  hervorzuheben,  daß  die  Elimination 
von  C  aus  den  Gleichungen  (6.)  nicht  immer  die  Umhül- 
lungskurve allein  liefert,  sondern  möglicherweise  auch  noch 
andere  Kurven.  Besitzen  z.  B.  die  Kurven  der  gegebenen 
Kurvenschar 

ö(x,  y,  C)  =  0 

sämtlich  Doppelpunkte,  so  gelten  die  Gleichungen  (6.)  auch 
für  die  Koordinaten  dieser  Doppelpunkte.  Denn  nach  §  112 
der  D.-R.  hat  die  Gleichung  (3.)  zwei  gleiche  Wurzeln  C, 
wenn  für  den  betreffenden  Wert  von  C  auch  noch 

wird.  Durch  den  betrachteten  Punkt  P  geht  also  die  Kurve, 
welche  diesem  Parameter  C  entspricht,  zweimal  hindurch. 
Von  diesem  Umstände  kann  man  sich  auch  durch  fol- 
gende Überlegung  überzeugen.  Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  253 
der  Tabelle  gelten  für  die  Koordinaten  eines  Doppelpunktes 
die  drei  Gleichungen 

(8.)     G,x,  y,  C)  .  0,   ««^"-.Q  =  0,    ««i|li£'  =  0. 

Nun  ist  aber  auch 

(9.)  dO{x,  y,  C)  =  ||da;  +  ^^dy  +  1^^^=^^ 

folglich  wird   mit  Rücksicht   auf  die  Gleichungen  (8.)  für 
die  Koordinaten  des  Doppelpunktes  auch  die  Gleichung 
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(10.)  ag(xy,g)^Q 

'  dC 

befriedigt. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung 
(11.)  D(x,y)  =  0, 

welche  man  durch  Elimination  von  C  aus  den  Gleichungen 
(6.)  findet,  nennt  man  die  Diskriminante  der  Gleichung  (3.); 
D{Xj  y)  zerfällt  möglicherweise  in  zwei  Faktoren  S{x^  y)  und 
^(^1  y\  so  daß  die  Gleichung 
(12.)  8{x,y)  =  Q 

als  Gleichung  der  Umhüllungskurve  die  singulare  Lösung 
der  vorgelegten  Differential -Gleichung  gibt,  während  der 
Gleichung 

(13.)  H{x,y)  =  0 

der  geometrische  Ort  der  Doppelpunkte  entspricht 

Was  von  den  Doppelpunkten  der  gefundenen  Kurven- 
schar gesagt  ist,  gilt  natürlich  auch  in  gleicher  Weise  für 
die  Spitzen  und  mehrfachen  Punkte. 

Man  muß  sich  daher,  wenn  man  aus  den  Gleichungen 
(6.)  dxurch  Elimination  von  C  die  Diskriminante  D{x^  y) 
gefunden  hat,  in  jedem  einzelnen  Falle  erst  darüber  Rechen- 
schaft geben,  ob  die  Gleichung  D{x^  y)  =  0  schon  selbst  der 
Umhüllungskurve  der  Integralkurven  entspricht,  oder  ob 
sie  in  die  Gleichungen  (12.)  und  (13.)  zerfällt 

Beispiel.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(14.)  (a  +  xf(x  —  a)  ($t+  {x^  +  ax  —  a?f  =  0 

integrieren. 

Auflösung.  Die  Gleichung  (14.)  kann  man  auf  die  Form 
(15)    _[_^y^    ar  —  ax  —  QC?    ^     —x  ^^ 


bringen.    Daraus  folgt  durch  Integration 

(16.)   ±{y+C)  =  ra'-x^-a][^  =  '^ 

1  a  +  x       Ya- 


X 

Ya  +  x  ' 


oder 

(17.)      G{x,  y,  C)  =  a?{x  -  a)  +  {x  +  a){y  +  Cf  =  0. 
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Diese  GHeicliung  stellt  für  jeden  Wert  von  C  eine 
Kurve  3.  Grades  dar ,  welche  für  a?  =  0,  y  =  —  C  einen 
Doppelpunkt  hat.     (Vergl.  Fig.  144.) 

Bringt  man  Gleichung  (17.)  auf  die  Form 
(17a.)  0(x,  y,  C)  =  P(P  +  2QC  +  iE  =  0, 

so  wird 
(18.)  P  =  x  +  a,    Q  =  {x  +  a)y,    E  =  a?{x  —  a)  +  (x  +  a)i^. 

Durch  Elimination  von  C  aus  Gleichung  (17  a.)  und 
der  Gleichung 

dG{x,y,C) 
dC 


=  2{PC  +Q)  =  0 


findet  man 
(19.) 


Q^  —  PR  =  —  3fi{x  +  a){x  —  a)  =  0. 


Fig. 

144.      . 
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Dabei  entspricht  der 
Gleichung 
(20.)         «2  =  0 
der  geometrische  Ort  der 
Doppelpunkte  0Y\ 

(21.)      a:  +  a  =  0 

ist  die  Gleichung  der 
allen  Integralkurven  ge- 
meinsamen Asymptote 
ÖS,  die  als  ein  Teil  der 
Umhüllungskurve  anzu- 
sehen ist,  und 

(22.)       X  —  a  =  0 

ist  die  Gleichung  der 
Geraden  CE^  welche 
den     anderen    Teil    der 


Umhüllungskurve  ausmacht. 


Umgekehrt   läßt   sich  auch    zeigen,  daß  zwischen  der 
allgemeinen  Lösung 
(23.)  ö(x,  y,  C)  =  0 

und  der  singulären  Lösung 
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(24.)  S{x,y)  =  0 

einer  Differential -Gleichung  erster  Ordnung  immer  der  Zu- 
sammenhang besteht,  daß  ^(x,  3/)  =  0  die  Gleichung  der 
Umhüllungskurve  für  die  von  der  Gleichung  (23.)  dargestellte 
Kurvenschar  ist.  Durch  Differentiation  der  Gleichung  (23.) 
erhält  man  nämlich 


also 
(26.) 


dy  _       Oi{x,y,C) 


dx  0'2{x,  y,  C) 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
wird    im    allgemeinen    noch    die    Konstante    C    enthalten. 

dy 
Damit  dieser  Wei-t  von  ^    in  den  durch  Gleichimg  (2  a.) 

vorgeschriebenen,  nämlich  in  — lüv""  \  '     übergeht,     muß 

man  also  den  Wert  von  C  aus  Gleichung  (23.)  ausrechnen 
und  in  Gleichung  (26.)   einsetzen.     Bringt  man  z.  B.  Glei- 
chung (23.)  auf  die  Form 
(23a.)  C=^{x,y),   ^ 

so  geht  Gleichung  (26.)  über  in 

(27 )        ^  =  _  ^i[^>y>y(^>y)]  ^  _  ^(^^  y) . 

dx  02[x,  y,  ^{x,  y)]  N{x,y) 

Es  ist  nun  die  Frage,  wie  es  möglich  ist,  daß  man  aus 

irgend  einer  anderen  Gleichung 

(28.)  S{x,y)  =  0 

du 
denselben  Wert  von  -^  erhält? 
dx 

Bestimmt   man    zur  Beantwortung    dieser  Frage  jetzt 
die  Größe  C  so,  daß  für  edle  Werte  von  x  und  y 
(29.)  0{x,y,C)  =  S{x,y) 

wird,  so  ergibt  sich  hieraus  die  Gleichung 
(30.)  C=n^x,y). 

Dabei  sind  die  Funktionen  ^(x,  y)  und  ^{x^  y)  mög- 
licherweise zunächst  voneinander  verschieden^  da  aber  nur 
Punkte  der  Kurve 
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d.  h.  nur  solche  Werte  von  x  und  y  in  Betracht  kommen, 
für  welche  S(rc,  y)  und  deshalb  nach  Q-leichung  (29.)  auch 
Oix^y,  C)  verschwindet,  so  werden  die  Werte  von  q^{x,y) 
und  tp{x,  y)  für  die  betrachteten  Werte  von  x  und  y  ein- 
ander  gleich^  so  daß  man 

C  =  ^{x,  y)  =  g>{x,  y) 
und 

(31.)  G(x,  y,  (7)  =  G[x,  y,  q^x,  y)]  =  0 

erhält    Durch  Differentiation  findet  man  hieraus,   indem 

man  y  und  C  als  Funktionen  von  x  betrachtet, 

^^^■^  dx  ~  ~dx  "*"  'dy  dx  '^  dC  dx  ~  "' 

Damit  nun  diese  Gleichung  denselben,  durch  Gleichung 
(2  a.)  vorgeschriebenen  Wert  von  -^  liefert  wie  Gleichung 
(27.),  muß 

^^11  =  0 
sein.     Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  entweder 

ist,  wenn  also  C  wirklich  eine  Konstante  ist,  oder  wenn 
,35.)  ?^^J^1  =  <, 

wird.  Gilt  Gleichung  (34.),  so  erhält  man  das  allgemeine 
Integral,  gilt  dagegen  Gleichung  (35.),  so  braucht  C  keine 
Konstante  zu  sein;  man  findet  dann  durch  Elimination  von 
C  aus  den  Gleichungen  (31.)  und  (35.)  eine  Gleichung 

H{x,y).8{x,y)  =  0, 
welche  in  der  Regel  mit  Gleichung  (28.)  gleichbedeutend 
ist  oder  diese  Gleichung  als  besonderen  Fall  einschließt, 
d.  h.  man  findet  die  singulare  Lösung,  Die  allgemeine  Lö- 
sung stellt  daher  immer  eine  Schar  von  Kurven  dar, 
welche  die  der  singulären  Lösung 

S{x,y)  =  0 
entsprechende  Kurve  zur  UmhüUungskurve  haben. 
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§  100. 

Ableitung  der  singulären  Lösung 
aus  der  DifTerential  -  Gleichung  selbst 

Die  singulare  Lösung  der  Differential- Gleichung  ergibt 
sich  im  allgemeinen  ohne  Integration,  man  findet  sie  z.  B. 
auch  dxurch  die  folgende  Überlegung. 

Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  -^  wieder  mit  p^  so 

hat  die  vorgelegte  Differential -Gleichung  die  Form 
(1.)  F{x,y,p)  =  0. 

Soll  P  ein  Punkt  der  Umhüllungskurve  sein,  so  kann 
er  als  Schnittpunkt  zweier  unendlich  nahen  Integralkurven 
betrachtet  werden,  d.  h.  durch  den  Punkt  P  gehen  zwei 
unendlich  nahe  Integralkurven  hindurch  und  haben  in 
diesem  Punkte  dieselbe  Tangente,   so  daß  die  zugehörigen 

"Werte  von 

dy 

einander  gleich  sind.  Das  gibt  wieder  nach  §  112  der 
D.-R.  die  Bedingung,  daß  neben  der  Gleichung  (1.)  noch 
die  Gleichung 

befriedigt  wird.     Eliminiert  man  also  aus  den  Gleichungen 
(1.)  und  (2.)  die  Größe  2?,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
(3.)  iXx,y)  =  0, 

welche  entweder  mit  der  singulären  Lösung 

8{x,y)  =  Q 
übereinstimmt,  oder  bei   der   doch  wenigstens   8(x^  y)  ein 
Faktor  der  Diskriminante  E{x^  y)  ist. 

Der  Gleichung  (3.)  genügen  nämlich  nach  den  vor- 
stehenden Ausführungen  nicht  nur  die  Koordinaten  der 
auf  der  Umhüllungskurve  liegenden  Punkte,  sondern  auch 
die  Koordinaten  der  auf  den  Integralkurven  liegenden 
Spitzen  imd  außerdem  auch  die  Koordinaten  derjenigen 
Punkte,  in   denen   sich  je  zwei   (nicht  einander  unendlich 
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nahe    liegende)    Integralknrven    berühren,    in    denen  also 
diese  beiden  Kurven  dieselbe  Tangente  haben. 

Beispiele. 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  Differential-Gleichung 
(4.)  F{x,y,p)={y-b)p^-4.  =  0 

integrieren. 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (4.)  folgt 

(5.)  M-±iv5r-^*. 

also 
(6.) 
oder 
(7.) 


3{x  +  C)=  ±(if  -b)yy-b, 


G{x,y,C)  =  9{x+Cf-ty-bf  =  0. 
Diese  Gleichung  stellt  eine  Schar  von  Kvirven  dar,  von 
denen  jede  im  Punkte  mit  den  Koordinaten 
(8.)  x  =  —  C,    y  =  b 

eine  Spitze  hat.     (Vergl.  Fig.  145.) 


Fig 

.146. 
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Durch  EUmination  von  C  aus  Q-leichung  (7.)  und  aus 
der  Q-leichung 

dG{x,  y,  C) 


(9.)  ::^lv^^=18(a;  +  C)  =  0 

findet  man 

(10.)  _(y_  6)8  =  0. 

Dies  ist  aber  nicht  die  Gleichung  der  Umhüllung?- 
kurve,  sondern  die  Gleichung  der  Geraden,  auf  der  alle 
Spitzen  liegen. 
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Dieselbe  Q-erade,  nämlich 
(11.)  M^  —  LN  =  4{y  —  b)  =  0, 

findet  man,  wenn  man  aus  Gleichung  (4.),  d.  h.  aus 
Lp^  +  2Mp  +  N  =  {y  —  b)p^  —  i  =  0 


und  aus 


dF(x,  y,  p) 
dp 


=  2{Lp  +  M)  =  0 


die  Größe  p  eliminiert. 

Aufgabe  2.  Durch  die  Gleichung 
(12.)  G{x,  y,  C)  =  {x  —  bcos Cf  +  {y  —  b sin  Cf  —a^  =  0 
ist  eine  Schar  von  Kreisen  mit  dem  Halbmesser  a  gegeben, 
deren  Mittelpunkte  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  b  um 
den  Nullpunkt  beschreiben  (Fig.  146);  man  soll  die  Umhül- 
lungskurve bestimmen  und  die  Differential -Gleichung  auf- 
suchen, der  die  sämtlichen  Kreise  der  Schar  genügen. 

Auflösung.     Um  die   UmhtiUungskurve   zu   bestimmen, 
eliminiere  man  aus  Gleichung  (12.)  und  aus  der  Gleichung 

(13.)   gg(^)  y^  C)  ^  2{x-bcosC)bsmC-2(y-b3mC)bcosC^0 

oder 

(13a.)  xsinC  —  ycosC  =  0,    y^xtgC 

die  Größe  (7.    Dies  gibt 

(x  —  icosC)2(l  +  tg2C)  =  a\ 
oder 

(14.)    x  =  {b±a)co8C, 
(15.)    y  =  {b±  a)sinC; 
folglich  wird 
(16.)  x'  +  f  =  {b±af, 
d.  h.    die    Umhüllungs- 
kurve besteht  aus   zwei 
Kreisen,  von  denen  der 
eine  mit  dem  Halbmesser 
6  -f-  a,   und   der   andere 
mit  dem  Halbmesser  b — a 
um   den   Nullpunkt   be- 
schrieben ist. 


Fig.  146. 
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Aus  Gleichung  (12.)  folgt  femer 

(17.)  ^^^^/'  ^^  =  2{x  —  b  cosC)  +  %  —  b8mC)p  =  0, 

also 

(18.)  X  —  6  cosC  =  —  (y  —  bsinC)p. 

Setzt  man  diesen  Wert  in  Gleichung  (12.)  ein,  so  er- 
halt man 

{y  —  b8mCf{p^  +  l)  =  a!', 
also 

(19.)   y  —  6sin(7=  +  —  t  oder  6sinC=y^: 


ViT¥  ViT? 


'=X_^ 


(20.)   X  — dco8C=T    ,    ^      ,  oder  6cosC=ar±-p^=- 

Erhebt  man  die  Gleichungen  rechts  ins  Quadrat,  so 
findet  man  durch  Addition 
(21.)  6a^^^y3  +  a^:p2a(y-^) 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 
(22.)  xi  +  i/^  +  a?  —  b^  =  A 

setzt, 

+  2a(y  —px)  =  Ayi+p^. 
Dies  gibt 

(23.)  ^2(1  ^_  ^2)  _  4a2(y  _ pxf  =  0, 

oder 

(23a.)  F{x,  y, p)  =  Lp^  +  2Mp  +  N^0, 

wobei 

(24.)    X  =  J[2  —  4a2a;2,    M=4.a^xy,    N=Ä^  —  iah/^. 
Durch  Elimination  von  p  aus  den  Gleichungen 

F{x,y,p)  =  0    und     ^^1^  =  0 
erhält  man 
(25.)  iP  —  LN=  16a*aPf  —  Ä*  +  40^  +  i/^)Ä>  —  IGa^xf 

=  —  ^2[J.2  —  4a2(x2  +  2/2]  =  0. 
Dabei  ist 

Ä^  —  iaKx^  4-  j^)  =  (x2  +  2/2)2  —  2(62 4- o2)(a:a  +  ya)+(62-«^ 
=  [a:'  +  jr'-(A  +  ay][a?  +  j/2  _ (j _ «|i]. 
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Deshalb  geht  Q-leichung  (26.)  über  in 

b  a.)  —{x^  +  y2  +  a^-  52)2  .  [^  +  y2  _  (J  +  ^)2] 

.[aP  +  f-{b  —  af]  =  0. 
Setzt  man  hierbei  den  zweiten  oder  dritten  Faktor 
3ich  Null,  so  erhält  man  die  beiden  durch  Q-leichung  (16.) 
reits  gegebenen  Teile  der  Umhüllungskurve;  setzt  man 
gegen  den  ersten  Faktor  gleich  Null,  so  erhält  man  die 
eichung 

>.)  aP  +  y^  =  b^—a^, 

h.  die  Gleichung  eines  Kreises,  der  mit  dem  Halbmesser 
^  —  a?  um  den  Nullpunkt  beschrieben  ist  und  alle  Punkte 
thält,  in  denen  sich  je  zwei  Kreise  der  gegebenen  Kreis- 
liar  berühren.    (Vergl.  Fig.  146.) 

Aufgabe  3.     Es  ist  die  Differential -G-leichung 

r.)  {a  +  xf{x  -  (i)(^+  {7?  +  ax-  d?f  =  0 

geben;  man  soll  den  geometrischen  Ort  der  Punkte  he- 
mmen, in  denen  sich  die  Integralkurven  gegenseitig  he- 
hren. 

Auflösung.     Die  GHeichung  (27.)  hat  die  Form 
r  a.)  F{x,  y,  p)  =  Lp'  +  2Mp  +  N=  0, 

)bei 
;.)     L  =  {a  +  xf{x  —  a),     M  =  0,     N={x^  +  ax  —  af. 

Die  Integralkurven  haben  nach  dem  Beispiel  in  §  99 
3  Gleichung 

).)       0{x,  y,  C)  =  x'{x  —  a)  +  {x  +  a){y  +Cf  =  0. 

(Vergl.  Fig.  144.) 
Eliminiert  man  aus  den  GHeichungen 

J'(x,y,|,)  =  0    und    -^I^^  =  0 

?  Größe  Pj  so  erhält  man 

).)     M^  —  LN=  —  {a  +  xf{x  —  a){3fi  +  cuc  —  a?f  =  0. 

Setzt  man  hierbei  die  ersten  beiden  Faktoren  gleich 
dl,  80  erhält  man  die  aus  den  beiden  Geraden 
a;  =  —  a    und    y  =  +  a 
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bestehende    Umhüllaiigskarve.      Dagegen    gibt    die    Glei- 
chung 

(31.)       x^  +  ax  —  a?  =  0,     oder    a;  =  — |  +  |l/5 

die  Gerade  DF,  in   deren  Punkten  sich  je  zwei  von  den 
Integralkurven  einander  berühren. 
Die  Lösung 

x—  —  -  —  ^Vb 
2       2^ 

ist  eine  Gerade,  auf  der  reelle  Punkte  der  Integralkurven 
überhaupt  nicht  mehr  liegen. 
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Schon  in  §  98  sind  zwei  Differential-  Gleichungen  inte- 
griert worden,  die  eine  singulare  Lösung  zulassen.  In  Auf- 
gabe 5  hatte  man  für  die  Differential -Gleichung 

(1.)  yp2_2xp  +  y  =  0 

das  allgetneine  Integral 

(2.)  0{x,  y,C)  =  f  —  2Cx+C^  =  0 

gefunden.     Die   Umhüllungskurve  (Enveloppe)   erhält  man 

durch  Elimination  von  C  aus   Gleichung  (2.)  und   aus  der 

Gleichung 

(3.)  ^^^|i_^==_2x  +  2C=0,    oder    C  =  x. 

Dies  gibt 
(4.)  y^  —  a:2  _-  0,     oder    y=+x. 

Die  Gleichung  der  Umhüllungskurve  stimmt  also  überein 
mit  der  singulären  Lösung  der  Differential -Gleichung. 

In  Aufgabe  6  hatte  man  für  die  Differential-Gleichung 

cp 

(las  allgemeine  Integral 

(6.)  0{x,  y,0  =  y-Cx+  y^'^^  =  0 
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gefunden.  Die  GHeiclmng  der  Kurve,  welche  von  diesen 
geraden  Linien  eingehüllt  wird,  erhält  man,  indem  man  C 
aas  der  Gleichung  (6.)  und  aus  der  Gleichung 

flc  ^(i  +  (72)|/]:_f.c''2 

diminiert.     Setzt  man  dabei  wieder 

1  C 

(8.)    C=  —  tg^,     — =  =  cosf,        , =  —  smf, 

^  ^  '^  '     J/1  +  C2  '     VT+C2 

so  folgt  aus  den  Gleichungen  (6.)  und  (7.) 

(9.)  a;  =  ccos^,    y  =  csin^, 

oder 

(10.)  a:*  +  y*  =  c*. 

Die  Gleichung  der  Umhüllungskurve,  welche  in  diesem 

Falle  ein  Astroide  ist,  gibt  also   die  singulare  Lösung  der 

Differential  -  Gleichung. 

Aufgabe  1.  Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(11.)  y2  _  2a:jrj>  4.  (l  +  ^f  =  1 
integrieren. 

Auflösung.  Indem  man  Gleichung  (11.)  nach  y  auflöst, 

erhält  man  die  CZaer aussehe  Gleichung 

(12.)  y  =  ^±Vi^=^; 

daraus  folgt  durch  Differentiation 

(13.)  p=_p  +  a;^  +  -A.-=^, 

oder 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  man  entweder 

(14.)      ■  1  =  0,    also    i>  =  |=C, 

oder 

(16.)         x  +  — 1==  =  0,     also     +yi=^^  =  ^ 

yi — 1?2  X 

setzt  Gleichung  (14.)  gibt  das  allgemeine  Litegral;  indem 
man  nämlich  den  gefundenen  Wert  von  p  in  Gleichung 
(11.)  einsetzt^  erhält  man 
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(16.)       G{x,y,C)  =  f-2Cxy  +  C^{l  + 0^-1=0, 

oder 

(16a.)  y  =  Cx±VT^^C^, 

also  eine  Schar  von  geraden  Linien. 

Aus  Gleichung  (15.)  dagegen  ergibt  sich  die  singulare 
Lösung,  und  zwar  erhält  man  mit  Kücksicht  auf  Glei- 
chung (12.) 

(17.)         y  =  xp  +  ^  =  ^(l+a^),     p=     ^     - 


X       x'     '       "     ^       1  +  x^ 
oder,  wenn  man  diesen  Wert  von  p  in  Gleichung  (11.)  ein- 
setzt, 

2^       ^y!__i 

oder 

(18.)  y^  —  x^  =  l. 

Dieselbe  Gleichung  findet  man  aber  auch,  wie  man  ohne 
weiteres  erkennt,  wenn  man  die  Umhüllungskurve  der  durch 
die  allgemeine  Lösung  in  Gleichung  (16.)  dargestellten 
Kurvenschar  bestimmt.  Dies  geschieht  durch  Elimination 
von  C  aus  Gleichung  (16.)  und  aus 

(19.)  Mj|'_<^)  =  _2a;y+2(7(l+x2)  =  0,  oder  C  =  ^^^- 

Dieses  Beispiel  führte  Taylor  auf  die  Entdeckung  der 
singulären  Lösungen. 

Aufgabe  2.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(20.)  ydx  —  xdy±a  Vdcfi  +  df  =  0 

integrieren. 

Auflösung.  Die  gegebene  Differential -Gleichung  ist 
wieder  eine  C/atraw^ sehe  Gleichung,  denn  man  kann  sie 
auf  die  Form 

(21.)  y=px  +  aVl+y 

bringen,  aus  der  durch  Differentiation 

p  =p  +  X  -j-  4-  a   , =:  3-1 

^      ^   '      dar  '      yi  ^p2  dx 

oder 

(22.)  (:c  +  --^l=^W  =  0 

folgt.    Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  man 
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(23.)  1  =  0,     Ao    ,  =  |=C 

setzt    Trägt  man  diesen  Wert  von  p  in  die  Gleichung  (21.) 
ein,  so  erhält  man 

oder 

(24.)     G{x,  y,  C)  =  y^  —  2Cxy  +  C^a?  —  a\l  +  C^)  =  0. 

Dies  ist  die  allgemeine  Lösung  der  gegebenen  Dif fe- 
rential-CjUeichimg.  Die  singidäre  Lösung  findet  man  aus 
(Jleichung  (22.),  indem  man 

setzt.     Dies  gibt  in  Verbindung  mit  (Jleichung  (21.) 
(26.)    y  =  j,x-^  =  |(a^-a2),     oder    P  =  ^^,- 
Bringt  man  (3-leichung  (21.)  noch  auf  die  Form 

y2  —  2xyp  +  x2p2  =  ^2(1  _J_  ^2)^ 

oder 

(27.)  2/2  _  2ayyp  +  {7?  —  «V  _  ^2  =  0 

und   setzt   den   eben  gefundenen  Wert  von  p  ein,   so  er- 
hält man 
(28.)  7?  +  'i^  —  d?  =  0. 

Dieselbe  (3-leichung  findet  man  aber  auch,  wie  man 
ohne  weiteres  erkennt,  wenn  man  die  Umhüllungskurve  der 
durch  die  allgemeine  Lösung  in  Gleichung  (24.)  dargestellten 
Schar  gerader  Linien  bestimmt.  Dies  geschieht  durch  Elimi- 
nation von  C  aus  Gleichung  (24.)  und  aus 


Aufgabe  3.  Man  soll  die  Differential- Gleichung 
(30.)  {xp  —  y){x  —  yp)  =  'lp 

integrieren. 

Auflösung.  Setzt  man 

(31.)  üfi  =  z  +  t,  y^  =  z  —  t,  also  1z  =  7?^y^,  2t  =  x^  —  y^, 
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j  dz  =  xdx  +  ydy  =  (x  +  yp)dxj 
^    '^  \  dt  =  xdx  —  ydy  =  (x  —  yp)dx, 

dz      . 

also,  wenn  man  der  Kürze  wegen  -^-  mit  pi  bezeichnet, 

(33-)  di=^'-x-yp'     ^-^pT+i) 

Dies  gibt 

Pv{x'-f)  —  {^  +  f)       2pl-2z 
■  y  = .^^^r-TTV =  .TTT-r  ^^ ' 


(34.) 


Trägt  man  diese  Werte  in  GUeichung  (30.)  ein,  so  ei 
hält  man 

4:xy{pit  —  z)  ^  2  ^(Pi  —  1) , 

oder 

alao 

(35.)  ^=^,^  +  L^^^'^ 

Indem  man  diese  Gleichung,  die  wieder  eine  dairaut 
sehe  ist,  nach  t  differentüert,  findet  man 

P'=P'  +  *-dt  -P'-dT' 
oder 

(36.)  (t-p,)^Pj^o. 

Hieraus  folgt  das  allge^netne  Integral,  indem  man 

(37.)  S~^^'     ^^^^    Pi=C 

setzt  und  in  die  Gleichung  (35.)  einträgt.     Dies  gibt 

(38.)  2z  —  2Ct  =  l  —  C^, 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (31.) 

(39.)     ö(x,  y,  0  =  0?  +  ^^-  C{x^-  2^2)  _  1  +  C2  =  0, 

oder 
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Dieser  Gleichung  entepricht  eine  Schar  konzentrischer 
Ellipsen  und  Hyperbeln. 

Die  sitiguläre  Lösung  findet  man,  wenn  man  in  Glei- 
chung (36.)  den  Faktor 
(41.)  ^— l>i  =  0,     also    pi=^t 

setzt  und  in  Gleichung  (35.)  einträgt.     Dies  gibt 
(42.)  f2  — 2^2^2^  —  1  =  0, 

oder 

(48.)  f2_2^+l  =  0, 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (31.) 
(44.)  ar*  —  2xV  +  y4_4a:2_4y24.4  =  0, 

oder 
(44a.)  {x  +  y+Y2){x+y^y2){x-y+y2)[x-y—Y2)=0. 

Dieselbe  Gleichung  findet  man,  wenn  man  die  Umhül- 
lungskurve  der  durch  Gleichung  (39.)  dargestellten  Kurven- 
schar bestimmt,  indem  man  aus  dieser  Gleichung  und  aus 


(45.) 


dO{x,y,C) 
dC 


=  —  (a;2_y2)_^  2(7=0,   oder  C  = 


7?—y^ 


den  variablen  Parameter  C 
eliminiert. 

Der  Gleichung  (44.) 
oder  (44  a.)  entspricht  ein 
System  von  4  geraden  Li- 
nien (Fig.  147),  die  sämt- 
liche Kurven  der  durch 
Gleichung   (40.)   gegebenen 

Kurvenschar  berühren. 
Gleichzeitig  stellt  jede  dieser 
geraden  Linien  eine  sin- 
gtüäre  Lösung  der  vorge- 
legten Differential  -  Glei- 
chung dar.  Setzt  man  z.  B 
(46.)  x-t/  +  j/2=0, 

also 
(47.)  p  =  \, 


oder    y  =:  a;  4-  ^2 , 


556  §  102.    Isogonale  Trajektorien. 

und  trägt  diese  Werte  in  die  GHeiclmng  (30.)  ein,  so  erhält 
man 

{x  —  X —y2){x— X —y2) =i—  y2f = 2 

und  erkennt,  daß  Gleichung  (30.)  durch  diesen  Wert  von  y 
befriedigt  wird. 

§  102. 

Isogonale  Trajektorien. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  227  und  228.) 
Wenn  eine  Schar  von  Kurven  durch  die  Gleichung 
(1.)  F{x,y,u)  =  0 

mit  dem  variablen  Parameter  u  gegeben  ist,  und  wenn  die 
sämtlichen  Kurven  dieser  Kurvenschar  von  einer  anderen 
Kurve  nach  einem  bestimmten  Gesetze  geschnitten  werden, 
so  nennt  man  diese  schneidende  Kurve  „eine  Trajektorie^ 
der  gegebenen  Kurvenschar. 

Unter  den  Trajektorien  sind  besonders  bemerkenswert 
die  isogonalen  Trajektorien^  welche  die  sämtlichen  Kurven 
einer  Kurvenschar  unter  einem  gegebenen  Winkel  d-  schnei- 
den. Ist  dieser  Winkel  d-  ein  rechter  Winkel,  so  nennt  man 
die  schneidende  Kurve  „eine  orthogonale  oder  rechtwinklige 
Trajektorie^^' 

Um  die  Diff erential  -  Gleichung  zu  finden,  welcher  die 
isogonalen   Trajektorien  genügen   müssen,    gebe  man  dem 
y.    ^^  variablen  Parameter  u  in  Glei- 

chung (1.)  zunächst  einen  be- 
stimmten Wert,  d.  h.  man 
greife  aus  der  gegebenen  Schar 
eine  bestimmte  Kurve  heraus. 
Der  Winkel,  welchen  die  Tan- 
gente dieser  Kurve  (Fig.  148) 
im  Punkte  P  mit  der  posi- 
tiven Richtung  der  X-Achse 
bildet,  sei  a,  dann  ist  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  17  und  131 
der  Tabelle 

^  ^        dx  Fix,y,ti) 
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wobei  die  partiellen  Ableitungen  von  F{x,  y,  u)  nach  x  und 
y  bezw,  mit  Fi{x,  y,  u)  und  F^x,  y,  u)  bezeichnet  worden 
sind.  Nennt  man  nun  die  laufenden  Koordinaten  der  iso- 
gonalen Trajektorie  x*j  y*  und  den  Winkel,  welchen  die 
Tangente  dieser  Trajektorie  im  Punkte  P*  mit  der  positiven 
Richtung  der  X-Achse  bildet,  a*,  so  ist 

(8.)  ..«.  =  g. 

Damit  nun  diese  beiden  Tangenten  den  Winkel  &  mit- 
einander bilden,  muß 
(4)  a*  =  a  +  d' 

sein.     Dies  gibt 
,5.)  tg.  =  W.  +  „  =  iif±^, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2.)  und  (3.) 
Fi^c^.u) 


(6.) 


dy*^      F2{x,y,u)^^    ^Patg^  — Pi 
dx'       ^      F,{x,y,u)  F2  +  Fitg^' 

"^  F^x,  y,  u)  ^ 


wobei  der  Kürze  wegen  Fi  und  F2  statt  Fi{x^  y,  u)  und 
F^Xy  y,  u)  gesetzt  ist  Multipliziert  man  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  noch  Zähler  und  Nenner  mit  cos^, 
so  erhält  man 

dy*  _  F2smd-  —  Picosj^ 
^  '^  d^  ~  P2C0s^  +  FisinS- ' 

Jetzt  wird  aber  verlangt,  daß  die  Tangenten  an  die 
beiden  Kurven  in  einem  Schnittpunkt  derselben  gelegt  sind, 
d.  h.  die  Punkte  P  und  P*  müssen  zusammenfallen,  wie  es 
in  Figur  148  bereits  angenommen  worden  ist;  es  wird  also 

x*  =  x,    y'  =  y, 
so  daß  Gleichung  (7.)  übergeht  in  die  Gleichung 
(a)      (Picos^  —  P2  sin^)dx  +  {Fl  sin^  +  F2Cosd^)dy  =  0. 

Im  allgemeinen  werden  hierbei  Fi  und  F2  noch  Funk- 
tionen von  u  sein,  so  daß  die  Kurve,  für  welche  die  Diffe- 
rential-Gleichung (8.)  gilt,  nur  diese  eiwe,  dem  bestimmten 
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Werte  von  u  entsprechende  Kurve  unter  dem  Winkel  ^ 
schneidet. 

Damit  sämtliche  Kurven  der  gegebenen  Kurvenschar 
unter  dem  Winkel  d-  geschnitten  werden,  muß  man  Glei- 
chung (1.)  in  bezug  auf  u  auflösen  und  den  gefundenen 
Wert  von  u  in  GUeichung  (8.)  einsetzen-,  oder  man  muß^ 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  aus  den  Gleichungen  (1.) 
und  (8.)  die  Größe  u  eliminieren.  Dadurch  erhält  man  eine 
Gleichung 

welche  die  Differential -Gleichung  der  gesuchten  isogonalen 
Trajektorie  ist. 

Bei  der  Integration  dieser  Differential -Gleichung  erster 
Ordnung  tritt  eine  Integrations- Konstante  C  auf,  die  man 
noch  tvÜlkürlich  bestimmen  kann.  Deshalb  gibt  es  zu  der 
Kurvenschar 

eine  ganze  Schar  isogonaler  Trajektorien. 

Bei   den   orthogonalen   Trajektorien   ist   d-   ein   rechter 
Winkel,  dann  wird  also 
(10.)  sin^  =  l,     cos^  =  0, 

so  daß  Gleichung  (8.)  übergeht  in 
(11.)  —  F2dx  +  Fidy  =  0 . 

Die  Differential- Gleichung  der  orthogonalen  Trajek- 
torien findet  man  also,  indem  man  aus  den  Gleichungen  (1.) 
und  (11.)  den  variablen  Parameter  u  eliminiert 


§  103. 

Übungs -Aufgaben. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  229  bis  233.) 
Aufgabe  1.     Durch  die  Gleichung 
(1.)  F{x,  y,u)  =  y^%ix  =  0 

ist  eine  Schar  von  geraden  Linien  gegeben,  welche  samt- 
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lieh    durch    den  Nullpunkt   hin-  ^^'  ^^' 

durchgehen;  man  soll  die  Glei- 
chung der  Trajektorien  aufsuchen, 
welche  alle  diese  Geraden  unter 
dem  Winkel  &  schneiden. 

Auflösung.  Aus  Gleichung 
(1.)  folgt  durch  partielle  Diffe- 
rentiation 

(2.)      F,  =  -u,    F2=l, 
deshalb  findet  man   aus  Formel 
Nr.  227  der  Tabelle  für  die  iso- 
gonalen Trajektorien  die  Differential -Gleichung 
(3.)      ( —  u  cosi?-  —  sind^dx  +  (7—  wsin^  +  cos  fh)dy  =  0, 
wobei  aber  noch  nach  Gleichung  (1.) 


(4.) 


X 


zu  setzen  ist.    Dies  gibt 

(5.)    ( —  ycosB-  —  xs'md')dx  +  ( —  ysind-  +  xcos  d')dy  =  0, 

oder,  wenn  man  durch  — sin^  dividiert, 

(5  a.)  {xdx  +  ydy)  +  dg^iydx  —  xdy)  =  0. 

Die  Unke  Seite  dieser  Gleichung  wird  ein  vollständiges 
Differential,  wie  aus  den  Bemerkungen  in  §  96,  Seite  624 
hervorgeht,   wenn    man    mit    dem   integrierenden   Faktor 

-^       o  multipliziert,  und  zwar  erhält  man  aus 
xdx  +  ydy  ydx  —  xdy  _ 

nach  den  damals  angegebenen  Regeln 


(7.) 


ln(|/^  +  j/2). 


ctg^ .  arctgf  ^  j  =  In  C. 


Diese  Gleichung  wird  noch  wesentlich  einfacher  durch 
Einführung  von  Polarkoordinaten,  indem  man 

also     Yx^  +  y^  =  ^i  arctgf-j=9) 


x  =  rcos9),  y  =  rsmy. 


setzt  und   den  konstanten  Faktor  ctg«?-  mit  a  bezeichnet 
Dadurch  geht  Gleichung  (7.)  über  in 
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(8.)  \nr  =  \nC+a(p  =  ln(C.  c«^), 

oder 

(9.)  r=C.€f^. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale, 
welche  für  die  verschiedenen  Werte  der  Integrations -Kon- 
stanten C  verschiedene  Lagen  einnimmt 

In  dem  Falle,  wo  ^  gleich  90^  ist,  wird  ctg*  =  0,  so 
daß  dann  GHeichimg  (7.)  übergeht  in 

(10.)         ln(l/^~+l^)  =  lnC,     oder    x^  +  f=C^. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Schar  konzentrischer  Kreise, 

Aufgabe  2.     Durch  die  Gleichung 
(11.)  F{x,  y,u)  =  x^  —  2u{y  —  «Vä)  =  0 

ist  eine  Schar  von  Parabeln  gegeben;  man  soll  diejenigen 
Kurven  aufsuchen,  welche  alle  diese  Parabeln  unter  einem 
Winkel  von  +60^  schneiden. 

Auflösung.    Hier  ist 

(12.)     ^=  +  60^,     also     sin^=  +  iV3,   cos^  =  i, 

(13.)    Fi  =  2x  +  2uyä,     i^2  =  — 2u, 

folglich  findet  man  nach  Formel  Nr.  227  der  Tabelle  für 
die  isogonalen  Trajektorien  die  Differential -Gleichung 

(14.)     (x  +  uYS  ±  uy3)dx  +  [±(x  +  uVä)  Vä  —  u]dy  =  0. 

Für  das  obere  Zeichen  erhält  man  daher 
(15.)  {x  +  2uy3)dx  +  {xYS  +  2u)chj  =  0 , 

wobei  aber  nach  Gleichung  (11.) 

(16.)  2«  =  —^ 

y  —  xyS 

einzusetzen  ist.    Dies  gibt 

(x  -\ — ^^v^ + (^y^ + — ^-^Vy = 0. 

\   ^y  —  xVS/  \  y-xYS/  ^ 

y xVS 

oder,  wenn  man  diese  Gleichungen  mit multipliziert, 

X 

(17.)  ydx  +  (3/1/3  —  2x)dy  =  0 . 
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Da  in  dieser  Gleichung  die  Koeffizienten  von  dx  nnd 
dy  homogene  Funktionen  gleichen  Grades  sind,  so  setze  man 
(18.)  y  =  xz,    dy  =  xdz -{- zdx. 

Dadurch  erhält  man,  wenn  man  Gleichung  (17.)  noch 
durch  X  dividiert, 

zdx  +  (zYä—  2)  {xdz  +  zdx)  =  0, 
oder 

(19.)  (z^YS  —  z)dx  +  {zY^  —  2)xdz  =  0 , 

/onx        ^«  {zy^  —  2)dz  2dz  .      Yädz 

^  z{zY3  —  l)  ^        zVä  —  l 

also 

(21.)  Ina;  =  ln(eV3  —  1)  —  21n^  +  hiC, 

oder 

(22.)  xz^==  dzYS  —  l). 

Dies  gibt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.) 
(23.)  y'^^CiyVä-x). 

Diese  Gleichung  stellt  ebenfalls  eine  Schar  von  Por 
rabdn  dar,  und  zwar  geht  Gleichung  (11.)  in  Gleichung  (23.) 
über,  wenn  man  x  mit  y  und  2w  mit  — C  vertauscht. 

Wenn  man  dagegen  in  Gleichung  (14.)  das  untere 
Zeichen  beachtet,  so  erhält  man 

(24.)  xdx  —  (xy3  +  4tu)dy^0,    . 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (16.) 

y xVS 

also,  wenn  man  diese  Gleichung  mit multipliziert, 

X 

(25.)  {y  —  xyd)dx  —  {yVS  —  x)dy  =  0. 

Auch  hier  sind  die  Koeffizienten  von  dx  imd  dy  homo- 
gene Funktionen  gleichen  Grades,  folglich  wendet  man 
wieder  die  in  den  Gleichungen  (18.)  angegebene  Substitution 
an  und  erhält 

(z  —  y3)dx  —  {zVä  —  l){xdz  +  zdx)  =  0, 
oder 

Kiepert,  Integral  -  Bechnang.  86 
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(26.)         (ä21/3  —  2z  +  y3)dx  +  {zVS  —  l)xdz  =  0 , 

{zVS  —  l)d2  1  d(««V3  —  2«  +  V3) 


(27.)  f  _ 


z^y3  —  2z  +  yä  2   2^Y3  —  2z+y3 


folglich  wird 

ln(a:8)  +  ln{z^y3  —  2z  +  /3)  =  InC, 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.) 

(28.)  {a?  +  y^yä^2xy=C. 

Dies  ist  die  Q-leichung  einer  Schar  von  ähnlu^en  und 
ähnlich  liegenden  Ellipsen^  deren  Achsen  die  Winkel  zwischen 
den  Koordinaten -Achsen  halbieren. 

Aufgabe  3.    Durch  die  Gleichung 
(29.)  F{x,y,u)  =  y^-ux  =  0 

ist  eine  Schar  von  Parabdn  mit  gleichem  Scheitel  und 
gleicher  Achse  gegeben  (Fig.  150);  man  soll  die  rechtwink- 
ligen {orthogonalen)  Trajek- 
torien ermitteln. 

Auflösung.    Hier  ist 
(30.)  Fi  =  —u,    F2  =  2y, 
folglich  findet  man  nach  For- 
mel Nr.  228  der  Tabelle 
(31.)       2ydx  +  udy  =  0, 
wobei  aber  nach  Gleichung  (29.) 


Fig.  150. 


X 


(32.) 

zu  setzen  ist.    Dies  gibt 
(33.)       2ydx  +^   dy  =  0,     oder    2xdx  +  ydy  =  0. 

X 

Daraus  folgt  durch  Integration 
^34.)  2x^  +  y'-  =  a2. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Schar  von  ähnlichen  und 
ähnlich  liegenden  Ellipsen. 

Aufgabe  4.    Durch  die  Gleichung 


(35.) 


Fix,  y,  u)  =  -^-i f-  ,:^r 1  =  0 
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ist  eine  Schar  konfokaier  Ellipsen  gegeben,  wobei  der  variable 
Parameter  u  alle  Werte  von  —  b^  bis  +  ^^  dnrchläiif t. 
Wenn  dagegen  u  alle  Werte  von  —  a^  bis  —  6^  durchläuft, 
so  stellt  Q-leichung  (35.)  eine  Schar  konfokaier  Hyperbeln 
dar.  Man  soll  für  beide  Fälle  die  rechtwinkligen  {ortho- 
gonalen) Trajektorien  bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

(36.)  Fl  =  -s— ; >      F2  =  Y9~t ' 

folglich  findet  man  nach  Formel  Nr.  228  der  Tabelle  für 
die  orthogonalen  Trajektorien  die  Differential -Gleichung 

(37.)  _J^.  +  _^  =  0, 

wobei  man  noch  den  variablen  Parameter  u  aus  den  Q-Iei- 
chungen  (35.)  imd  (37.)  in  folgender  Weise  eliminieren  kann. 
Aus  Gleichung  (37.)  findet  man 

^"^•^  b'^  +  u^  a?  +  u' 

setzt  man  diesen  Wert  in  Gleichung  (35.)  ein  und  bezeichnet 

man  a?  —  6^  mit  e^,  so  erhält  man 

(39.)  a^  +  u  =  x{x-\-yp)^    b'^'\-u  =  a^-\-u  —  ^  =  x(X'\-yp)^e^^ 

und  wenn  man  diese  Werte  in  Gleichung  (35.)  einsetzt, 

^   4- t =  1 


^  +  yp      Äx  +  yp)  —  ^ 
oder 

(40.)  {x  4-  yp){y  —  xp)=^  —  ^. 

Diese  Differential -Gleichung  für  die  orthogonalen  Tra- 
jektorien  läßt   sich    ähnlich    behandeln   wie  die  in  §  101, 
Aufgabe  3.    Man  setze  nämlich 
{41)  x^  =  z  +  t,y^=-z—t,   also   2^  =  0?  + j/2^  2^  =  052  — j/2^ 

dann  wird 

(42.)  dz  =  {x-\-  yp)dx^    dt  =  {x  —  yp)dx, 

also,  wenn  man  -=j  mit  pi  bezeichnet, 

/AQA  ^^      ^      x  +  yp   ^_a<i?i  — 1) 
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(44.)  x  +  «p  =  ^-^,    y-^^-^^-^^y 

Deshalb  geht  Gleichung  (40.)  über  in 

4ayi(g  —  tpi)  ^      e^xjpi  —  1) 

y{Pi  +  1)'  y{Pi  +  1)  ' 

oder 

(45.)  Api(z  —  tpi)  =  -  c2(^,2  _  1). 

Diese  Gleichung  ist  wieder  eine  ClairatUsche  Gleichung; 
denn  man  kann  sie  auf  die  Form 

(46.)  ._„._^Wpl) 

bringen  und  erhält  daraus  durch  Differentiation  nach  / 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  man 

(48.)  W^^'     ^^    Pi=C 

setzt.     Indem   man   diesen  Wert  von  pi  in  Gleichung  (45.) 

einträgt,  erhält  man 

4(7(0  — fC)  =  e^(l->*C2), 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (41.) 

2C3?(1  —  C)  +  2Cy\l  +  C)  =  e2(l  _  C^), 
oder 

(49)  _^^._      __2cy  _ 

Führt  man  jetzt  statt  der  Integrations- Konstanten  C 
einen  variablen  Parameter  x  ein,  indem  man 

also 

2C       —^  +^»  2C       —^-r^ 

setzt,  so  geht  Gleichung  (49.)  über  in 


d^  +  x^b^  +  x 
Diese   Gleichung   stellt  wieder  eine   Schar   konfokoier 
Ellipsen   und   Hyperbeln   dar,  welche   mit  der   gegebenen 
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Kun'enschar  identisch  ist.  Dabei  schneiden,  wie  bereits 
bekannt  ist,  in  der  Tat  die  sämtlichen  Hyperbehi  die  sämt- 
lichen Ellipsen  rechttvinklig. 

Hätte  man  in  Gleichung  (47.),  um  die  singulare  Lösung 
zu  erhalten,  den  Faktor 

(52.)  /  —  ^^^4"- -  =  0,     oder    pi\4.t  —  e')  =  ^ 

gesetzt,  so  würde  man  mit  Rücksicht  darauf,  daß  nach  Glei- 
chung (46.) 

^.)  ^PiZ  =  Jöi2(4  ^  —  e2)  _J_  g2 

ist,  die  Gleichungen 

ipiz  =  2^2,    oder    ^p^z^  =  e*,    also    ^z^  =  e\4:t  —  ^) 
gefunden   haben.     Dies  gibt,  wenn  man  die  Werte  von  z 
und  t  aus  den  Gleichimgen  (41.)  einsetzt, 

(«2  +  j/2)2  =  ^2a?  —  22/2  _  e2)  ^ 

oder 

(54.)  (a^j  _  ^2)2  =  _  ^(2a;2  ^  j^  ^.  2^2). 

Die  singulare  Lösung  liefert  also  eine  imaginäre  Kui've, 
denn  Gleichimg  (54.)  kann  durch  reelle  Werte  von  x  und  y 
nicht  befriedigt  werden. 

Im  allgemeinen  wird  die  Litegration  der  für  die  ortho- 
gonalen Trajektorien  gefundenen  Diff erential  -  Gleichungen 
in  geschlossener  Form  nicht  ausführbar  sein;  deshalb  ist 
es  von  Interesse,  einige  Fälle  hervorzuheben,  wo  die  Inte- 
gration durch  Trennung  der  Variabein  unmittelbar  bewirkt 
werden  kann.  Die  gegebene  Kurvenschar  habe  die  Glei- 
chung 

(56.)  F(x,  y,  u)  =  f{x)+g(y)  -  u  =  0, 

wobei  f{x)  eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  x  und 
g(y)  eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  y  sein  möge; 
dann  wird 

(56.)  Fl  ^  rix),    1^2  =  5^(y), 

so  daß  die  Differential -Gleichung  der  orthogonalen  Tra- 
jektorien (vergL  Formel  Nr.  228  der  Tabelle)  in 

—  ff^)dx  +  rix)dy  =  0, 
oder 
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übergeht.    Danach  kann  man  ohne  weiteres  die  folgendeoi 
Aufgaben  behandeki. 

Aufgabe  5.  Man  soll  die  orthogonalen  Trajektorien  der 
Kurven  mit  der  Gleichung 

<«)  C-)'+(0— » 

bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

(59.)  /"(^^^G)"  ^^^CO^' 

also 

(eo.)     m =:-©-'  '*)-f(-rr' 

folglich   findet   man   nach   Gleichung  (57.)   für  die  ortho- 
gonalen Trajektorien  die  Differential -Gleichung 

/ßi  \  ^"     ^^    _  6^  J^_ 

Die  Fälle,  wo  a  =  2  oder  /9  =  2  ist,  muß  man  besonders 
untersuchen.  Ist  z.  B.  cc  =  2  und  i9  =  2,  so  geht  Gleichung 
(61.)  über  in 

(62.)  a2.— =  62.^y, 

X  y 

folglich  wird 

(63.)  Ifilny  =  aHrix  +  biC,    oder    y^  =  Ca^. 

Dagegen   findet    man   unter   der  Voraussetzung,   daß 
«i^2,  /9S2,  aus  Gleichung  (61.)  durch  Integration 
(64.)  a«i9(/9  —  2)x^  =  Wa{a  -  2)y^  +  C. 

Ist  z.  B. 

a==l,    6  =  1,     «  =  3'    '^==3' 

und  vertauscht  man  u  mit  u',     so    geht    Gleichung    (58.) 
über  in 

(65.)  a:*  +  y*  =  J , 
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h.   die   gegebene  Kurvenschar   ist  eine   Schar  ähnlicher 
d  ähnlich  liegender  Ästroiden, 
¥ixr  die  orthogonalen  Trajektorien  findet  man  dann  aus 

9 
Eichung  (64.),  wenn  man  die  Integrations-Konstante  —  ^  (7 

t'+*^     bezeichnet,   . 

;.)  X*  — y*  =  +t;^. 

Man  kann  das  angegebene  Verfahren  auch  dann  noch 
«renden,  wenn  die  Gleichung  der  angegebenen  Kurven- 
lar  die  Form 

.)  f{x).g(y)-u^O 

'^  weil  man  sie  durch  die  Gleichung 
.)  F{x,  y,  u)  =  \n[f{x)]  +  \n\g{y)]  -  hiu  =  0 

etzen  kann.    Dann  wird 

'  fix)  M 

daß  man  aus  Formel  Nr.  228  der  Tabelle  für  die  ortho- 
lalen  Trajektorien  die  Differential -Gleichung 

jr 

alt. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  orthogonalen  Trajektorien  für 
vercJlgemeinerten  gleichseitigen  Hyperbeln  mit  der  Glei- 

ing 

.)  af^y**  =  u 

timmen. 
Auflösung.    Hier  ist 

)    f{x):=x^,  g{y)=^y*',  f*{x)  =  nuf^-^,  g'{y)^ny^\ 

flieh  ergibt  sich  aus  Gleichung  (70.)  für  die  orthogonalen 
kjektorien  die  Differential -Gleichung 
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(73.)  2myd!y  =  2nxdx ; 

die  orthogonalen  Trajektorien  selbst  haben  daher  die  Glei- 
chung 

(74.)  my^  =  naP  +  C. 

Ist  die  Gleichung  der  gegebenen  Kurvenschar  in  Potnr- 
koordincUen  ausgedrückt,  geht  man  also  von  der  Gleichung 
(75.)  Fir,q),u)  =  0 

aus,  so  ist  der  Winkel  ^,  welchen  die  Tangente  im  Kurven- 
punkte P  mit  dem  zugehörigen  Radiusvector  bildet,  durch 
die  Gleichung  (vergl.  D.-R,  Formel  Nr.  153  der  Tabelle) 

(76.)  ^,  =  '^. 

gegeben.     Bezeichnet  man  vorläufig  die  Koordinaten  einer 

orthogonalen  Trajektorie  mit  r*j 
q)*  und  den  Winkel,  welchen  die 
Tangente  dieser  Kurve  mit  dem 
zugehörigen  Radiusvector  bildet, 
mit  fi*^  so  ist 

Nun  soll  (Fig.  151)  //^— //=90^ 
sein,  deshalb  wird 


Fig.  161. 


^S^f       f'      l  +  tgf^tgfi' 


(78.) 
oder 
(79.)  l+totg^-l+'j'^-^^^-O. 

Setzt  man  hierbei  der  Kürze  wegen 
r«n^  ^-^(^.  9>i ")        rr       dF{r,q>,u)  _ 

so  folgt  ans  Gleichung  (75.) 

^°  '  dr  ~       Fiir,  9,  u)  F2 ' 

folglich  geht  Gleichnng  (79.)  über  in 
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da  aber   die  Berührungspunkte  P  und  P*  zusammenfallen 
müssen,  so  wird  r*  gleich  r,  q)*  gleich  g),  also 

(83.)  F2-Fi.r'^  =  0, 

ar 

Im  allgemeinen  werden  hierbei  jPi  und  F2  noch  den 
Parameter  u  enthalten;  indem  man  u  aus  den  Gleichungen 
(75.)  und  (83.)  eliminiert,  erhält  man  die  Differential -Glei- 
chung der  orthogonalen  Trajektorien. 

Aufgabe  7.    Die  Gleichung 

(84.)  P(r,  9,  u)  =  r^cos (2g>  +  2w)  —  a2co8(2i^)  =  0 
stellt  eine  Schar  von  gleichseitigen  Hyperbeln  dar,  welche 
den  Nullpunkt  zum  gemeinsamen  Mittelpunkt  haben  und 
sämtlich  durch  den  Punkt  A  mit  den  Koordinaten  r  =  a, 
(p==0  hindurchgehen ;  man  soll  die  orthogonalen  Trajek- 
torien bestimmen. 

Auflösung.     In  diesem  Falle  ist 
(85.)     -Fl  =  2rcoa{2(p  +  2m),     F2  =  —  2r2sin(2^  +  2m), 
folglich  geht  Gleichung  (83.)  über  in 

—  2r2sinr2g>  +  2m)  —  2f^cos{2<p  -f  2m)  ^-  =  0; 
daraus  findet  man 
(86.)  tg(29)  +  2M)  =  -r|;. 

Nun  kann  man  Gleichung  (84.)  auf  die  Form 
r2cos(29)cos(2M)  —  r2sin(2^)sin(2M)  —  a?co8{2u)  =  0, 
oder 

bringen,  folglich  wird 

(88.)     tg(29>  +  2M)_j_^g^2y)tg(2M) 

—   y^sin(2y)tg(2y)  +  r^cos(2y)  —  a? 
~  r2sin(2g>)  —  tg(29))[r2cos(2g))  —  d^] 
f2  —  a«  COS  (2g)) 


a^sm{2q)) 
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Dies  gibt  mit  Rücksicht  auf  Gleichnng  (86.) 
r2  —  fl2cos(2y)  _  _  rdq> 
^^^'^  ~    «2  sin  (29))      ""        dr  ' 

oder,  wenn  man 

(90.)  «2(508(29))  =  f,     also     —  2a^  8m(2q>)dq>  =  di 

setzt, 

Weil  dies  eine  lineare  Differential-GHeichung  erster  Ord- 
nung ist,  setze  man 

(92.)  t:=vzj    also     dt  =  vdz  +  zdvj 

wodurch  man 

erhält  Indem  man  die  iWktion  v  so  bestimmt,  daß  in 
dieser  Gleichung  der  Koeffizient  von  z  verschwindet,  er- 
hält man 

(94.)   —  = >   alsolnt;  =  —  ln(r^,   oder  t;=-5r; 

deshalb  geht  Gleichung  (93.)  über  in 

1    dz 
(95.)  A,  3^  =  2r ,     oder     dz  ^  2f^dr. 

f^  dr  ' 

Dies  gibt,  wenn  man  die  Integrations- Konstante  mit 
^(a^  —  ¥)  bezeichnet, 

(96.)   2z  =  r^  +  a^  —  ¥,     also     2vz  =  r^ +  ^^ ~^^  =  2t, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (90.) 
(97.)  r*  —  2a2r2cos(29>)  +y  =  ¥, 

wobei  b  der  variable  Parameter  ist. 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Schar  von  Kurven  dar, 
welche  unter  dem  Namen  „Cew^nt  sehe  Kurven**  bekannt 
sind  und  die  Eigenschaft  besitzen,  daß  das  Produkt  der 
Abstände  eines  jeden  Kurvenpunktes  von  zwei  festen  Punkten 
mit  den  Koordinaten  a;  =  +  a,  y  =  0  den  konstanten  Wert 
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Ir  besitzt     Sind  nämlich  Fi  und  Fii^.  152. 

F2  die  beiden  festen  Punkte,  die 
y,Brennpunkt&^  genannt  werden, 
nnd  pi,  Q2  die  nach  einem  be- 
liebigen Kurvenpunkte  P  ge- 
zogenen „Brennstrahlen'^j  so  wird 
nach  dem  Kosinussatze  ( vergl.  Fig.  152) 
(98.)  Qi^  =  f^  -^  a^  —  2ra cosg) ,  q2^  =r^  +  a^  -]'  2racosg), 
also 

(99.)  Qi^Q2^  =  (r2  -^  a^  —  4ta^r^co8^g)  =  6^ 

woraus  sich  ohne  weiteres  Gleichung  (97.)  ergibt 

Für  6  =  a  reduziert  sich  die  Gleichung  der  Cassini- 
schen  Kurve  auf 

(100.)  r2  =  2a2cos(29)) 

und  stellt  eine  Lemniskafe  dar. 

Auch  bei  Anwendung  von  Polarkoordinaten  kann  man 
Fälle  hervorheben,  in  denen  die  Integration  durch  Tren- 
nung der  Variabein  ohne  weiteres  ausführbar  ist  Hat 
nämlich  die  Gleichung  der  gegebenen  Kurvenschar  die 
Form 

(101.)  P(r,  9),  u)  =  f{r)  +  g{q>)  -  w  =  0, 

wobei  f{r)  eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  r 
und  g{g>)  eine  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  y  sein 
möge,  so  wird 

(102.)  Fi  =  f'{r),    F2=g'{g>), 

so  daß  Oleichong  (83.)  übergeht  in 

(103.)  g.(^g>)-f.^r).r^^  =  0, 

oder 

(103a.)  ^^^  =  J^ 

Hat  die  Gleichung  der  gegebenen  Karvenschar  die  Form 
(104.)  nr).g{q>)  =  u, 

oder,  wenn  man  Inu  mit  ui  bezeichnet, 
(104a.)      F{r,  g>,  «i)  =  Mfir)]  +  ln[s<9>)]  -  Mi  =  0, 
so  wird 


(105.)  m      f^.^^o: 

g{<p)       f{r)     dr 
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P       f'(r)  s^{ip) 

f{r)  ff{g>) 

folglich  geht  GHeichung  (83.)  über  in 

(105.)  ^ 

daraus  ergibt  sich 

(105a.)  #^  =  #t- 

Beispiele. 
Aufgabe  8.     Durch  die  Oleichnng 
(106.)  r'»cos(mg))  —  w  =  0 

ist  eine  Kurvenschar  gegeben;    man  soll   die  orthogonalen 
Trajektorien  bestimmen. 
Auflösung.    Hier  ist 
(107.)  m^r'^,    i7(9>)  =  co8(m9)), 

also 

f\r)  =  nr^—^^    g*{q))  =  —  msin{mg)), 
folglich  geht  Gleichung  (105  a.)  über  in 
dr  _^        cos{m(f)dq) 
nr  msin{mq))  ' 

daraus  ergibt  sich 

n  Oft .  ^2  ^^  ^^  cos(my)dy 

r  Bui{m(jp) 

also 

m^lnr  =  —  nln[8in(mg))]  +  li^C'j 
(109.)  r^'^sin'^mg))  =  C. 

Für  m  =  n  wird  die  Gleichung  der  gegebenen  Kurven- 
schar 

(110.)  r^co8{m(p)  =  u 

und  die  der  orthogonalen  Trajektorien,  wenn  man  C  gleich 
v^  setzt, 
(111.)  r^sin(w9))  =  v. 

Man  erkennt  unmittellbar  die  Gleichartigkeit  der  beiden 
Kurvenscharen. 
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Für    n  =  —  m    wird    die    Gleichung    der    gegebenen 
Kurvenschar,  wenn  man  —  mit  u*  bezeichnet, 

(112.)  r^  =  u*  co6{mq)) 

und  die  der  orthogonalen  Trajektorien 
(113.)  r^  =  V8in{mq)), 

Für  m  =  1  geht  z.  B.  Fig.  153. 

die  Gleichung  (112.)  über 
in 

(114.)     r  =  u*co8q> 
und  stellt  eine  Schar  von 
Kreisen  dar,  welche  sämt- 
lich durch  den  Nullpunkt 
hindurchgehen  und  ihren 

Mittelpunkt  in  der 
X-Achse  haben,  während 
der  Durchmesser  u*  ver- 
schiedene Werte  annimmt 
(Fig.  153).  Die  orthogo- 
nalen Trajektorien  haben  dann  die  Gleichung 
(115.)  r  =  vsinq) 

und  sind  Kreise  mit  dem  veränderlichen  Durchmesser  v, 
die  gleichfalls  durch  den  Nullpunkt  hindurchgehen,  ihren 
Mittelpunkt  aber  in  der  F- Achse  haben. 


§  104, 

Evolventen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  234.) 

In  §  96  der  Differential -Rechnung  war  auf  Seite  454 
der  Satz  bewiesen  worden,  daß  eine  jede  Kurve  durch  Ab- 
wickelung (oder  Aufwickelung)  aus  ihrer  Krümmungsmittel- 
punktskurve entsteht,  und  daß  ihre  Normalen  Tangenten 
der  Krümmungsmittelpunktskurve  sind.  Man  nennt  daher 
die  ursprüngliche  Kurve  yyEvolvente*^  und  die  Krümmungs- 
mittelpunktskurve „Evdute^^.  Dabei  gehören  zu  jeder  Evolute 
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unendlich  viele  Evolventen,  da  man  die  Länge  des  ab- 
gewickelten Fadens  noch  beliebig  annehmen  kann.  Damals 
war  eine  der  Evolventen  gegeben,  mid  die  zugehörige 
Evolute  gesucht.    Jetzt  sei  die  Evolute  durch  die  Gleichnng 

(1.)  y=-m 

gegeben,  und  die  Schar  der  Evolventen  gesucht.  Diese 
Aufgabe  kann  man  leicht  lösen,  denn  die  Tangenten  an 
die  gegebene  Kurve  haben  die  Gleichung 

(2.)     y-y  =  ^(^-^).  oder  y^  —  f{x)-f*{x){af-x)^Q 

und  sind  zugleich  Normalen  der  gesuchten  Kurvenschar^ 
d.  h.  durch  Gleichung  (2.)  ist  eine  Schar  von  geraden  Linien 
gegeben,  man  soll  die  rechtwinkligen  Trajektorien  dieser 
Schar  von  geraden  Linien  aufsuchen. 

Damit  bei  der  gestellten  Aufgabe  die  Bezeichnungen 
mit  den  in  §  102  benutzten  übereinstimmen,  vertausche 
man  in  Gleichung  (2.) 

X  mit  w,     af  mit  rr,     y  mit  y, 
also 

f{x)  mit  f(u)    und     f\x)  mit  f\ü). 

Dadurch  geht  Gleichung  (2.)  über  in 

(2a.)  F{x,  y,u)  =  y  —  f{u)  —  f\u)(x  —  u)  =  0, 

und  es  wird 

(3.)  Fi  =  -r{u),    ^2=+i; 

folglich  findet  man  nach  Formel  Nr.  228  der  Tabelle  die 
Differential-  Gleichung  der  rechtwinkligen  Trajektorien,  in- 
dem man  den  Parameter  u  aus  Gleichung  (2  a.)  und  der 
Gleichung 

(4.)  ^y L 

^  '  dx  f'{u) 

eliminiert. 

§  105. 

Übungs- Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Evolventen  der  Parabel 

(1.)  y2  =  2a« 

ermitteln. 


§  105.    Evolventen;  .Übungs -Anfgaben.  575 

Auflösung.     Aus  Qleichung  (1.)  folgt 
(2.)  f{ii)=Y2^,     f\u)=^~^ 


y2au 
deshalb  wird 

(3.)  F{x,  y,u)^y- ^^äü  -  %~S  =  0, 

(4.)      -^  ==  2?  =  — ,     also     y2au  =  —  ap,  u  =  -^- . 

Durch  Elimination  von  u  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
findet  man 

oder 

(5.)  2py  +  2a:  +  ajp'  =  0 . 

Hieraus  ergibt  sich  durch  Differentiation,  wenn  man 

ax  =  -^  setzt, 
V 

2pdy  +  2ydp  +  -^  +  2apdp  =  0, 
P 
oder 

(6.)  (1  +  p')dy  +  (KP  +  ap'')dp  =  0 . 

Diese  Differential -Gleichung  zwischen  y  und  i?  hat 
einen  integrierenden  Faktor,  der  eine  Funktion  der  ein- 
zigen Veränderlichen  p  ist;  hier  wird  nämlich 

(7.)  Jf (y,  1?)  =  1  +  i?2 ,    N{y,  p)  =  yp  +  ap\ 

.^8M^dN  ,       1   /dN      dM\        -p 

folglich  wird  nach  Formel  Nr.  218  der  Tabelle 


(9.) 


ln^=/^?  =  -|wHhy),    .  =  ^ 


Dies  gibt  nach  den  früheren  Regeln,  wenn  man  das 
vollständige  Differential  mit  dU  bezeichnet, 

(10.)  dU=yT+^.dy  +  ^^%dp=^0, 

VI  +P' 

(11.)  U  =  yVr+]^^  +  g^), 
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(12.)    ^  =  ,,,^  +  ^'(l»=.,*^  +  -^ 


folglich  wird  nach  Formel  Nr.  127  der  Tabelle 
(13.)     g>ip)^ß^ip)dp=aj:^^M== 

also 

yi+p^         yi+p- 

2a;  =  —  2py  —  ap^^ 
oder 


(15.)  ^^_aphi{p  +  yi±p)  Cp 


Vi+p^  YT+p^ 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Evolventen  der  Knrve 
(16.)  27af  =  8{x  —  af 

ermitteln. 

Auflösung.  Aus  Gleichung  (16.)  folgt 

(17.i  A„,.?<!t^|pEI),  rt„,-J^°), 

övöa  ySa 

deshalb  wird 

(18.)    Fix,  y,u)  =  y-  f(u)  -{x-u)  f\u) 


,19.)  *-j,---j£.., 

dx      ^  V2(M  —  a) 

oder 

.OA ,   1/57 \  V3a  3o  +  2ap2  3^ 

(20.)  T/2(^-a)=-  — ,    »*  =  — 2^2'^-  =  «  +  2^- 

Durch  Elimination   von  u   aus   den  Gleichungen   (IS 
und  (19.)  findet  man  daher 
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oder 

(21.)  py  +  x-a-^  =  0. 

Hieraus  erhält  man  durch  Differentiation,  indem  man 

Frieder  doj  =  —  setzt, 
P 

(22.)  (p  +  ^dy  +(y  +  -^dp  =  0, 

oder 

(23.)  (1  +  p^dy  +  (py  +  ^^dp  =  0. 

Audi  diese  Differential -Gleichung  hat  den  integrieren- 

1  ^ 

den  Faktor  >  mit  dem  man  GHeichung  (23.)  multi- 

plizieren muß,  damit  die  linke  Seite  ein  vollständiges  Diffe- 
rential 

wird.     Dies  gibt  nach  Formel  Nr.  40  der  Tabelle 


(26.) 
also 

(26.)  y  =  -!  + 


>2 


p     YY+p' 

(27.)  2x  =  -2py  +  2a  +  ^,=  ''  ^^^ 


Für  C  =  0  erhält  man 

(28.)  2x  =  -^f  y  =  - »     also    y^  _-  2aa:. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Evolute  die 
durch  Gleichung  (16.)  gegebene  Kurve  ist 
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XVI.  Abschnitt. 

Gewöhnliche  Differential -Gleichungen 
höherer  Ordnung. 

§  106. 

Allgemeine  Bemerkungen. 

Die  Differential -GHeichungen  höherer  Ordnung  bieten 
im  allgemeinen  bei  der  Integration  noch  weit  größere 
Schwierigkeiten  als  die  von  der  ersten  Ordnmig.  Man 
kennt  bisher  nur  eine  geringe  Anzahl  von  besonderen  Fällen, 
in  denen  sich  die  Integration  von  Differential-Q-leichungen 
höherer  Ordnung  in  endlicher,  geschlossener  Form  aus- 
führen läßt.  Einige  von  diesen  mögen  hier  hervorgehoben 
werden. 


§  107. 

Integration  der  Differential -Gleichung  ^  =  ^(^) 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  236.) 
Ist   die  m^  Ableitung  von  y  als  Funktion  von  x  ge- 
geben, gilt  also  die  Gleichung 

(1.)  g  =  <.(:r), 

wobei  (p{x)  eine  bekannte  Funktion  der  einzigen  Veränder- 
lichen X  sein  möge,  so  kann  man  das  allgemeine  Integral 
sofort  bestimmen.     Es  wird  dann  nämlich 


(2.) 


^ä  ==ßp(x)dx  +  Ci  =  g>i{x)  4-  Ci, 


§  107.    Integration  der  Difterenöal- Gleichung  ^  =  9<*)- 
(30     ^^  =ß>i{x)dx  +  Cix  +  Ca  =  yaCa;)  +  CxX  +  Cz, 
(4-)     ä^  =jq4.x)dx  +  -2,-  +  T!   +  ^'^ 

(5.)      y=j^„_lx)dx  +  -^_-^^^  +  ^--^^,  +  -.. 

-\ — Y\ — ^  ^"'' 

Die    m    Integrations- Konstanten    Ci,  C2,...C^    kann 
man  noch  so  bestimmen,  daß  die  m  Größen 
d^—^y     d^'-^y         dy 
dx^i'  5x^^2'  ---äx'  ^ 

für  x  =  Xo  die  beliebig  vorgeschriebenen  Werte 
annehmen. 

Dabei  geht  yg)^_i(a:)da:  aus  q){x)  durch  m- malige  Inte- 
gration hervor  und  ist  deshalb  ein  w-faches  Integral 

(6.)  q)^{x)  =/g)^^i{x)dx  =/dx/dx . .  Jq>{x)dx. 

Diesen  Ausdruck  kann  man  aber  noch  vereinfachen 
durch  partielle  Integration,  also  durch  die  Formel 

(7.)  fudv^=^uv — Jvdu. 

Bezeichnet  man  nämlich  in  den  Gleichungen  (2.)  bis 
(5.)  die  Integrationsgrenzen  mit  'a::^  und  ic,  die  Integrations- 
veränderliche aber  mit  2?,  so  wird 

XXX 

(8.)    q>Y{x)  =/qiz)dz,   (p2{x)  =/(p^{z)dz,   (p^{x)  ^J(f^{z)dz, .... 

X^  X^  Xfi 

Setzt  man  jetzt 

X 

(9.)  u=^^i{x)=/q>{z)dz^    dv^=dx, 

also  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  182  der  Tabelle 


^^^    §  107.    Integration  der  Differential -Gleichung  ^  =  ^*)- 

du  =  q>{x)dXj    v  =  x, 
so  erhält  man  nach  GHeichnng  (7.),  da  9>i(x)   für  x  gleic 
xo  verschwindet, 

f  X 

(10.)  ^-^x)  =Jq>i(x)dx  =  a:9)i(x)  — Jxg){x)dx 

Ob  i% 

=  x/^{z)dz  —ßq){z)dz, 
folglich  wird 

(11.)  ^{x)  =Jlx  —  z)g)(z)dz. 

Hieraus  ergibt  sich 

X  X  g  XX 

(12.)    "l^x)  =  2/q>^x)dx  =:/2xdx/q){z)dz  —  2/dx/zg>iz)d2. 

Xo  J^  Xq  X^        X^ 

Um  die  beiden  Integrale  auf  der  rechten  Seite  dies 
Gleichung  zu  berechnen,  setze  man  zunächst  wieder 

X 

(13.)  u  =  q>\{x)  z=:J\p{z)dz^     aber    dv  =  2xdx^ 

Xo 

also 

(14.)  du  =  (p{x)dx^     17  =  x2, 

deshalb  findet  man  durch  partielle  Integration 

XX  X  X 

(15.)  /2xdxJ(p{z)dz  =  a?J(p{z)dz  — /a?(p{x)dx 

Xo  Xo  Xo  Xo 

X  X 

=  oc^J<jp{z)dz  — Jz^q{z)dz, 

Xo  xt 

Femer  setze  man 

X 

(16.)     u  =Jz<p{z)dz,    dv  =  dx,     also     du  ==  xg>{x)dx, '  v  =  : 
dann  ergibt  sich  durch  partielle  Integration 

XX  X  X 

Jdxjzqiz)dz  =  xjz(p{z)dz  — /7?(p{x)dx^ 

oder,  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  —  2  mul 
pliziert, 

XX  X  X 

(17.)      —  2fdxfz(f{z)dz  =  —  2xßq){z)dz  +  2/z^^{z)dz. 


d^v        .  X      581 
§  107.    Integration  der  Differential- Gleichung  ^  =  f(«). 

Indem   man   die  G-leichungen  (15.)  und  (17.)   addiert, 
findet  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (12.) 

jr  XX 

(la)       1 .  2903(3;)  =  x'/9iz)dz  —  2x/29,{z)dz  +/z^<p{z)dz, 

X^  X9  Xo 

oder 

X 

(19.)      1 .  29)3(3?)  =/{x  —  zffp{z)dz . 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  zwar  erhält 
man  aus  Gleichung  (18.) 

X  XX 

(20.)     1.2.  d(pi{x)  =1.2.  ^/<pfix)dx  ==  ^fa?dx/<fiz)dz 

Xfi  Xo  Xu 

XX  XX 

—  6jzdxjzg)(z)dz  +  d/dx/z^^{z)dz. 

X^  X^  Xo        Xlit 

Durch  partielle  Integration  ergibt  sich  dann 

XX  X  X 

(21.)        3/x^dx/q>{z)dz  =  7?f(p{z)dz  —/g^(p{z)dz, 

Xfi  Xd  Xq  Xq 

XX  X  X 

(22.)  —  efxdx/zfp{z)dz  =  —  3Qi?fzq>(,z)dz  +  3fs^(p{z)dz, 

Xq  X^  Xo  Xq 

XX  X  X 

(23.)   +3j'dx/z^<f{z)dz  =  +  3xfs^q>{z)dz  —  3/s^q)(,z)dz] 

Xq         Xq  Xq  Xq 

folglich   wird,  wenn  man  die  Gleichungen  (21.),  (22.)  und 
(23.)  addiert, 

XX  XX 

(24.)  ^\(p4,x)=a^/q{z)dz—'ia?/zq{z)dz-{-ixfz^^z)dz~/^<p{z)dz 

Xq  J^  Xq  Xq 

X 

=y(a:  —  zf<p{z)dz. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  findet 
man  die  allgemeine  Formel 

X 

(25.)  (m  —  1) !  <p^(x)  =/(x  —  zr-^<p{z)dz, 

deren  Richtigkeit  man  durch  den  Schluß  von  n  auf  n  + 1 
beweisen  kann.     Ist  nämlich 

X 

(26.)  (n  —  1) !  g>„{x)  =/[,x  —  z)''-^if{z)dz , 

oder 


582  d>Mv 

^^       §  107.    Integration  der  Differential -Gleichung  ^  =  f(x), 

X  X 

(26a.)  {n—l)\^n{x)  =  x^^f(p{z)dz—Q~^\^^  — 

X  X 

—  (+  lY(^~^\x^-''-^U(p{z)dz  +  •  •  •  ±  lz''-^(p{z)dz, 
oder 

X 

(26b.)  (w  -  l)!^«fe)  ='^\-  1)^(''  7 ^^ai^^-^(z^<fiz)dz^ 

so  wird,  weil  nf  j  =  #    Vn  —  k)  ist, 

(27.)  n  \q>n{x)  =  '^  (—  ^Y(T){n  —  k)x^-^'-^jz^fp{z)dz. 

Xb 

Setzt  man  jetzt 

X 

(28.)  M  =/z^q){z)dz ,     rfv  =  (n  —  fe>r— '^i  rfx, 

also 

(29.)  du  =  x^q^{x)dXj     v  =  x«-'*^, 

so  erhält  man  durch  partielle  Integration 

X  X  XX 

(30.)  /{n  —  k)x''-^-^dx/z^(p{z)dz  =  x''-^fz^q>{z)dz—ßf(p{x)dx 


Xü  x^ 

X 


=  x^-^fz^(f>{z)dz  — /z^q{z)dz. 

ro  Xu 

Dies  gibt 
(31.)  n\ip„+,(x)  =  n\j^„{x)dx  ='^^\- l>*(^)x»-y^M«)<i^ 

2b  Jb 

Jb 

Da  nun 

T'-'><:)--(")+©-(b)+-+<-^'"-'0 

=  (l-l)"-(- !)-  =  -(- 1)- 
ist,  so  geht  Gleichung  (31.)  über  in 


§108.  Differential-GleichnngenvonderFormF^^^»  ^^O""^*^^ 
(32.)        « !  g>n+i(x)  =  ^(-  Vf(^^x»-*fz*fp{z)dz 

X 

=  kx  —  zY(jp{z)dz, 

Dies  ist  aber  eine  Gleichung,  welche  aus  Gleichung  (26.) 
entsteht,  indem  man  n  mit  n  +  1  vertauscht. 

Man  kann  daher  das  allgemeine  Integral  von  Gleichung 
(1.)  auf  die  Form 

X 


1! 
bringen. 


+  C7„ 


§  108. 

DifTerential- Gleichungen  von  der  Form 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Nr.  286  und  237.) 

Hat  die  gegebene  Differential -Gleichung  zunächst  die 
Form 

so  bezeichne  man  wieder  ^  mit  »,  also  ^  mit  -^  •    Da- 
da; ^'  dar*  ^^ 

durch  erhält  Gleichung  (1.)  die  Form 

(2.)  |  =  Al»,    oder    rfx  =  -^|, 

folglich  ist 


*^^^  §  108.  Differential-Gleichimgen vonder  Form  F\^^ .  dxm--i)  "^  ^' 

Femer  ist  nach  Gleicliuiig  (2.) 
(4.)  dy^pdx^-P^, 

also 
(50  ^=/i+<^'- 

Durch  die  Gleichungen  (3.)  und  (5.)  sind  x  und  y  als 
Funktionen  von  p  dargestellt  Durch  Elimination  von  p 
findet  man  daraus  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  z  und  y. 

Beispiele. 
Aufgabe  1.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 


integrieren. 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (6.)  folgt 

(7,     g  =  nT7.    oder    d.  =  ^,äy^^, 
(8.)      X  =  /^  t :  =  ln(p  +  Vi  +7^  +  Ci  =  «r@inp+Ci, 

Dies  gibt,  wenn  man  die  Integrations- Konstanten  Ci 
und  Cb  bezw.  mit  xo  und  yo  bezeichnet, 

(10.)  yi~+p^  =  y  —  yo,    Slr@mi?  =  a;  — a;o, 

(11.)  ;>  =  @m(a:— Xo),  l+i?2  =  l  +  @in2(a:— a:ö)=6oP(x— j^), 

folglich  wird 

(12.)  y  —  yo  =  6of(ar  —  xo)j 

oder 

(13.)  y  —  y^^=.  e^^  +  e-('-^>. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Gleichung  derjenigen  Kurven 
bestimmen,  bei  denen  der  Krümmungshalbmesser  die  kon- 
stante Länge  a  hat. 


§10a  Di££erentiAl.GleichTmgenvonderFormJF\^»  -^^^J^^- 
Auflösung.     Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  149  der  Tabelle  ist 

,\dx) 

da? 
deshalb  müssen  die  gesuchten  Kurven  der  Differential -Glei- 
chung 

genügen.    Daraus  folgt 

(15.)  dx  =  ±  "^P 


(i+i>2)ri+? 

oder,  wenn  man 

(16.)      p  =  tgt,    also    )/l  +  ?  =  ^, .  dp  =  j|,^ 

setzt, 

(17.)      dic  =  4-  acos^ .  dt^    dy  =  pdz  =  +  «sin^ .  dt. 

Dies  gibt,  wenn  man  die  beiden  Integrations- Kon- 
stanten wieder  mit  xo  und  yo  bezeichnet, 

(18.)  x  —  0C()=  +  asint  =  +  ~^.  ^  i 

-|/l+p2 

(19.)  y  —  yo  =  +  acos^  =  +  r7-^==- 

Indem  man  die  Gleichungen  (18.)  und  (19.)  ins  Quadrat 
erhebt  und  addiert,  erhält  man 

(20.)  {x-xof  +  {y-yof  =  ä'. 

Die  gesuchten  Kurven  sind  demnach  Kreise  mit  dem 
Halbmesser  a;  ihr  Mittelpunkt  hat  die  Koordinaten  xo,  yo, 
die  als  wiWcürliche  Integratians-Konstanten  eingeführt  wor- 
den sind.  Der  Kreis  ist  daher  die  einzige  Kurve,  deren 
Krümmungshalbmesser  eine  konstante  Länge  hat. 

Ist  eine  Gleichung  zwischeh 

m.)  |=.    und     f|  =  ,=| 


^"§108.  Differential-GleicliungenvonderFormJ?^^.  dxm-i)""^* 

gegeben,  welche  nicht  nach  q,  sondern  nur  nach  p  auflös- 
bar ist,  hat  also  die  Differential -Gleichung  die  Form 

(22.)  p  =  9<g), 

so  findet  man  durch  Differentiation  nach  x 

(23.)  5  =  9^'(9)-§' 

also 

(24.)  dx  =  ?*(Ä,     rfy=pda:  =  ^?M?)^, 

(25.)  x=^f^?.  +  C,,    y  =y>(g)^J(g)^  +  C 

Indem  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Größe 
q  eliminiert,  ergibt  sich  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x 
und  y. 

Das  angegebene  Verfahren  kann  man  auch  auf  die 
Integration  von  Differential -Gleichungen  höherer  Ordnung 
übertragen.     Es  sei 

und  die  gegebene  Differential -Gleichung  habe  die  Form 

(27.)  v  =  nu),    oder    ^  =  A«), 

dann  wird 

Läßt  sich  diese  Gleichung  in  bezug  auf  u  auflösen,  so 
findet  man 

(29.)  "  =  ^^^  =  9'(^) 

und  kann  das  in  §  107  angegebene  Verfahren  anwenden. 

Hat  die  gegebene  Differential -Gleichung  die  Form 
(30.)  u  =  g^v), 

so  findet  man  durch  Differentiation  nach  x 


§109.  Differential-GleichnngenvonderFormF^^»  (fc^i=^)=  ^' 

(31.)  r  =  q)\v)  •  3-  j     oder    dx  =  ^-^  --  ? 

aa:  V 

(32.)  .=ff^+C,. 

Läßt  sicli  diese  Gleichung  in  bezug  auf  v  auflösen,  so 
kann  man  wieder  das  in  §  107  angegebene  Verfahren  an- 
wenden, nachdem  man  den  gefundenen  Wert  von  v  in 
Gleichung  (30.)  eingesetzt  hat. 


§  109. 

DifTerential- Gleichungen  von  der  Form 

\dx^'  daf'-y^ 
(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  238  bis  241.) 
Hat  die  gegebene  Differential -Gleichung  die  Form 

(1.)  %=m, 

so  setze  man  wieder 

(2.)  ^=p,     al80    ^  =  -j^  und   ^^  =  dx, 

'  dx      ^^  dx^      dx  p 

dann  geht  Gleichung  (1.)  über  in 

(3)  t=f^^^     «<*«^    dp  =  f(y)dx  =  f^. 

folglich  wird 

(4.)  2pdp  =  2f{y)dy, 

(6.)  p*  =  '2,/fmy  +  C?i- 

Ans  dieser  Gleichung  folgt  dann 
(6.)     ^^  =  ']/c,  +  2/f(y)dy,     oder    dx  =  ^^ 

also 


]/ä+2//'(y)dy 


dy 


(7.)  X  =  /*  .„"^..=.=  +  0,. 

y  y  (7i  +  %M)dy 


^^§109.  Differ6ntial-Gleichimgenvonderronnl'(^.  ^^=^0 


Beispiele. 
Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential- Ghleichung 

integrieren. 

Auflösung.     Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  For 

(9.)  dp  =  ^  =  l^,    oder    2a^dp  =  <iydy, 

so  erhält  man  durch  Integration 

(10.)  a^'  =  y^+Cu 

oder 

(11.)  ady=±  Vy^'+C: .  dx. 

Hat  hierbei  Ci  einen  negativen  Wert,  so  setsse  man 

also 

dies  gibt,  wenn  man  die  neue  Integrations- Konstante  m 
Xi)  bezeichnet, 

(13.)  X  — xo  =  a.?ireo)Y^, 


(14.)         y  =  o(5;of(^?*?)=|(e  ""  +  «    ^ 

Setzt  man  noch 

_^  ^ 

(15.)  ce    "^  =^2Ä,    ce''  =2B, 

so  geht  Gleichung  (14.)  über  in 

X  X 

(16.)  y  =  Ac"  +  Be    " . 

Hat  dagegen  0\,  einen  positiven  Wert,  so  setze  man 

Gl  =  +  c2. 
Dadurch  folgt  aus  Gleichung  (11.) 


§109.  Differential-GleicliuiigeiivonderFormJ?'(^,  ^^)=  0.  ^^ 

also  nach  Formel  Nr.  35  der  Tabelle,  wenn  man  die  neue 
Integrations- Konstante  wieder  mit  050  bezeichnet, 

(18.)  x  —  xo=±  a?lr@m(D, 


jp—a^ 


(18a.)     y  =  ±  ^®n(^-)  =  +  ^(^  «  -  e    "^ 


Dies  gibt,  wenn  man 
setzt,  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (16.), 

X  X 

y  =  Ä.e'  +  Be    '. 
Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential -Q-leichung 

(19.)  ^  =  -^3 

integrieren. 

Auflösung.     Bringt  man  diese  (jhleichung  auf  die  Form 

(20.)   dp  =  -yp-  =  -y^,    oder    2a^dp^-1ydy, 

80  erhält  man  durch  Integration 
(21.)  aV=Ci  — y*. 

Da  hierbei  Ci  nur  positive  Werte  haben  kann,   möge 
Ci  mit  c^  vertauscht  werden.    Dadurch  erhält  man 

(22.)     ap^ai^-=  +Y^^\    oder   --M=  =  +  - . 

folglich  findet  man  durch  Integration  nach  Formel  Nr.  34 
der  Tabelle 

X 


(23.)  arcsinf  ^j  =  C2  ± 

oder 

(24.)  y  =  csinf  02  +  —)=  csinC2Cosf  -  j  +  ccosCasinf  -  V 

Setzt  man  noch 
(2B.)  Jh  CC0SC2  = -4,    csin(72  = -B, 

so  geht  Gleichung  (24.)  über  in 


§109.  Differential-GleichTmgenvonderFonn-F\^^>  ^^^  2)^^' 

(26.)  y  =  ^sin(^+  Bcos(^' 

Dabei  sind  Ä  und  B  wieder  zwei  beliebige  KonstanteD, 
weiche  die  Integrations -Konstanten  ersetzen. 
Ist  allgemein  die  Gleichung 

gegeben,  so  setze  man 

und  bringe  die  gegebene  Differential -Gleichung  durch  Auf- 
lösung nach  w  auf  die  Form 

dv 
(29.)  w^f{u),     oder     ^  =  A"). 

Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2t;  =  2  ^ 

multipliziert,  erhält  man 

(30.)  2„|.2A„)| 

und  durch  Integration 
(31.)  v^  =  2/f{u)du  +  Ci. 

Dies  gibt 

(32.)  v  =  ^  =  ±  y  Ci+2/f{u)du,  oder  dx=±  ^^ 


-  r ^^ 

J'^Cr+2/f{u)du 


(38.)  a^  =  +  /-l— .i^ .  +  Q 


Läßt  sich  diese  Gleichung  nach  u  auflösen,  so  daß  sie 
die  Form 

(34.)  «  =  J-l  =  9)(x) 

erhält,   so   kann   man   zur  Ausführung  der  weiteren  Inte- 
gration das  in  §  107  angegebene  Verfahren  anwenden. 


§  110.    Eroiedrigung  der  Ordnung.  591 

Läßt   sich   aber  u  nicht  explicite  als  Funktion  von  x 
darstellen,  so  folgt  ans  Gleichung  (32.) 

(3o.)  «dx  =  d(^)=± 


V  Ci-\-'i/f{u)du 


also 

mR\  ^""^ -  4-  /! «''"  -L  r 


'/?J 


+2fnu)du 


Multipliziert  man  diese  Gleichung  mit 

'^  Ci  +  2ff{u)du 
und  integriert  auf  beiden  Seiten,  so  erhält  man 

(37.)  ^=  ±/V^-={±  A^-^^+Caj+O. 
JyCi+2/f{u)du    J'^C,+2/f{u)du 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  schließlich 
auch  y  als  Funktion  von  u  darstellen. 


§  110. 

Fälle,  in  denen  sich  die  Ordnung  der  Diff^erential- 
Gleichung  erniedrigen  läßt 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Nr.  242  bis  244.) 
Ist  «  <  m,  und  enthält  die  Differential-Gleichung  «»*•■' 
Ordnung  die  Funktion  y  und  die  n  —  1  ersten  Ableitungen 
gar  nicht,  hat  also  die  Differential -Gleichung  die  Form 

80  kann  man  sie  auf  eine  Differential -Gleichung  (w  —  n)^^ 
Ordnung  reduzieren,  indem  man 

d^y  j_         d^-^h/  __  du        d'^y  __  d^^^-^Hi 
\'^  5x«"""'     dx""^'^  "dx'" dx^  "~  daf*-^ 

einführt.    Die  vorgelegte  Differential -Gleichung  wird  da- 
durch auf  die  Form 
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(3.)       ^(-'«'rf;'rfi'^'-ii^^;=o 


du    dhi        d*^*u\ 

gebracht. 

Beispiel. 

Aufgabe  1.  Man  soll  diejenigen  Kurven  bestimmen,  bd 
denen  der  Krümmungshalbmesser  im  umgekehrten  VerhaÜr 
nisse  zu  der  zugehörigen  Abszisse  steht 

Auflösung.  Bezeichnet  man  wieder—  mit  j9,  so  müssen 
die  gesuchten  Kurven  der  Differential -Q-leichong 

,.,  (l+p2)i       ^2  ,   „   ,     i       a*    dp 

(4.)       (>=±-ä|      =2i'^der    ±(l+,)^=2x.^ 

dx 
genügen.     Daraus  folgt,  wenn  man 

(5.)         p  =  igt,  dp  =  -~,  VIT?  =  ^ 


cos*<  cosf 

setzt, 

(6.)  +  2xdx  = —^^-=  =  a*co8^ .  dt, 

(1+p^Vl+p^ 

also  durch  Integration 

(7.)  +  x^  +  Ci  =  a^Bint  =       "'^ 


Vi  +1)^ 
oder 

(8.)       p»*=+_.a-±5'_, 

daraus  folgt 

(9.)  y=.  +  UM-£B=.  +  c,. 

Die  Kurve,  welche  dieser  Gleichung  entspricht,  heißt 
„die  elastische  Linie^j  weil  ein  elastischer  Stab,  der  an  dem 
einen  Ende  befestigt  und  an  dem  andern  Ende  belastet  ist^ 
diese  Form  annimmt. 

Man  kann  dieses  Verfahren  sogleich  auf  die  Lösung 
der  allgemeineren  Aufgabe,  bei  welcher  der  Krümmungs- 
halbmesser p  irgend  eine  Funktion  +  <p(x)  von  x  ist,  an- 
wenden.    Dann  wird  also 
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(10.)  -(i^^=,p(x),       (l+p2)*  =  »<x).^J, 

dx 
oder,  wenn  man  wieder 

y^dx 
^)=^('^) 

setzt, 

(12.)  ^^  = ^-P =  C08<  .  dt, 

(13-)      -^  =  vT=f  =/^)  +  ^^  =  ^(-)  +  ^' . 

(14.)  ,  =  g=±^(-)+^- 


Enthält  die  Diff  erential  -  Gleichung  *»*•■•  Ordnung  |die 
unabhängige  Veränderliche  x  gar  nicht,  hat  also  die  Diffe- 
rential-Gleichung die  Form 

so  kann  man  die  Ordnung  wieder  um  eine  Einheit  herab- 

dti 
drücken,  wenn  man  ^  -  =  p  setzt  und  y  als   unabhängige 

Veränderliche  einführt.     Man  erhält  dann 

(17 )  ^^  =.^P  =  ^P  ^  ^  P  M, 

^     '^  dx^      dx      dy  dx  dy^ 


Dadurch    geht    die   vorgelegte   Differential- Gleichung 
über  in 

(m,  G(„,.|,...ö).o. 

K{«p«rt,  Integral -Rechnung.  3g 
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Beispiele. 

Aufgabe  2.  Man  soll  diejenigen  Kurven  bestimmen,  bei 
denen  der  Krümmungshalbmesser  ebenso  lang  ist  wie  die 
zugehörige  Normale. 

Auflösung.  Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  143  und  149  der 
Tabelle  sind  die  Ausdrücke  für  die  Normale  und  für  den 
Krümmungshalbmesser 

(20.)  N  =  y^-    und    C»  =  ±-^- 

Die  gesuchten  Kurven  müssen  daher  der  Differentud- 
Gleichung 

/dsS? 

(21.)      +  dv=^äx'  ""^^^  ^{dx)-nx* 

genügen.    Indem  man 

setzt,  erhält  man 

f23.)    +(l+^')-«p.|,    oder     ±  ^  -  »v 

Daraus  findet  man  durch  Integration 
(24.)  +  [ln(y2)  +  InCi]  =  ln(l  +  P^- 

Berücksichtigt  man  in  Gleichung  (24.)  zuerst  das  obere 
Zeichen,  so  wird 


dy 
dx 
Da  hierbei  (7i  nur  positive  Werte  haben  kann,  so  setze 


(25.)     l+p^  =  C,f,    oder    ^  =  ||  =  +  l/Cijr^  -  1. 


man 

(26.)  ^i=i' 

dann  geht  Gleichung  (25.)  über  in 

(27.)i>  =  ^?=+^y2^"a^^     oder     ±  ^?  = 


dy 


dx       —  a     ^  '  ■—  a       l/i>-_/f2 


]/^-a2 
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Dies  gibt  durch  Integration 

wobei  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  die  Integrations- 
Konstante  +  —  hinzugefügt  ist.     Daraus  folgt 

(29.)  y  =  a(£of(-"^)' 

oder 

(30.)  y  =  ^(e~''~+e    ~). 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Kettenlinie,  bei  der,  wie 
schon  in  D.-R.,  §  95,  Aufgabe  4  gezeigt  wurde,  der  Krüm- 
mungshalbmesser ebenso  lang  ist  wie  die  zugehörige  Normale; 
der  Krümmungshalbmesser  hat  dabei  aber  die  entgegen- 
gesetzte Richtung  wie  die  Normale.  Die  willkürlichen  Inte- 
grations- Konstanten  sind  in  Gleichung  (30.)  durch  die  be- 
liebigen Größen  a  und  xq  vertreten. 


Berücksichtigt  man  in  Gleichung  (24.)  das  untere 
Zeichen,  so  wird 

(31.)  ^+^^=^/- 

Hier  möge  wieder  die  Integrations- Konstante  Ci,  da 
sie  nur  positive  Werte  haben  kann,  mit  -^  vertauscht  wer- 
den.    Dadurch  erhält  man 

(32.)       l+p'  =  p   oder  p  =  ^=±^  Vaf-^, 

(33.)  .^Jt.=  +  rfx, 

(34.)  ±{x  —  xo)  =  —  Va>  —  y\  oder  [x  —  x^f -ir  f  =  a? . 
Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Halb- 
messer a,  dessen  Mittelpunkt  in  der  X-Achse  liegt  Der 
Krümmungshalbmesser  ist  gleich  a  und  hat  dieselbe  Länge 
und  dieselbe  Richtung  wie  die  Normale.    Auch  hier  ver- 
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treten   die   beliebigen   Größen  a  und  xo  die  beiden  Inte- 
grations  -  Konstanten. 

Die  gestellte  Aufgabe  hat  zwei  verschiedene  Lösungen, 
die  man  erhält,  je  nachdem  der  Krümmungshalbmesser 
dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Richtung  hat  wie  die 
Normale. 

Aufgabe  3.  Man  soll  diejenigen  Kurven  bestimmen, 
bei  denen  der  Krümmungshalbmesser  doppelt  so  lang  ist 
wie  die  zugehörige  Normale. 

Auflösung.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (20.) 
müssen  die  gesuchten  Kurven  der  Differential -Gleichung 

genügen.    Indem  man  wieder 

setzt,  findet  man 

(37.)       ±il+p^  =  2yp-'^,    oder    ±'^  =  ^. 

Daraus  folgt  durch  Integration 
(38.)  +  \ny  +  lnC=  ln(l  -{-p^). 

Berücksichtigt  man  zunächst  das  obere  Zeichen,  so  wird 

(39.)        l+p^=Cy,    oder   P  =  ^^^=  ±yCy -1, 

(40.)  +dx=-^l=,  also  ±C(x-xo)=j^^^=2yCy^l^ 

C^{x  —  Xof  =  4:Cy  —  i, 

2 

oder,  wenn   man  die  Integrations -Konstante  C  mit       ver- 

a 

tauscht, 

(41.)  {x  —  xof  =  2ay—a^. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabd  mit  dem  wiUkür- 
lichen  Parameter  a,   deren  Leitlinie  zur  X-Achse  gemacht 
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ist.     Die    y- Achse   liegt   noch  ganz  beliebig,   weil  Xo  die 
zweite  willkürliche  Integrations- Konstante  ist. 

Hierbei  hat  der  Krümmungshalbmesser  die  entgegen- 
gesetzte Richtimg  wie  die  Normale. 

Berücksichtigt    man     in     Gleichung  (38.)    das    untere 
Zeichen,  so  wird 

(40.,   1+^  =  ?,  „aer,  =  |_±|AO=±|/C_^. 

(43.)  ±<lx  =  dy^-g^^- 

c 
Da  hierbei     —  1  >  0,  oder  0  <  ~  <  1  sein  muß,  wenn 
y  '  C 

die  Wurzelgröße  reell  sein  soll,  so  setze  man 

(44.)  y  =  Osin^Q  =  3  d  -  cos«), 

also 

(45.)  C-y  =  Ccos^Q  =  g"  (1  +  cosO, 

folglich  wird 

(47.)  ±dx=  C^m^(^dt  =  ^  (1  —  cos^rf/, 

(48.)  a:  — Xo=±^(^  — sin/). 

Vertauscht  man  t  mit  —  / ,  so  ändert  sich  Gleichung 
(44.)  gar  nicht,  während  in  Gleichung  (48.)  sich  nur  das 
Vorzeichen  der  rechten  Seite  imikehrt.  Man  erhält  daher 
dieselbe  Kurve,  gleichviel,  ob  man  in  den  Gleichungen  (42.), 
(43.)  und  (48.)  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  nimmt; 
deshalb  kann  man  das  doppelte  Vorzeichen  fortlassen.  In- 
dem man  schließlich  noch  C  mit  2a  vertauscht,  gehen  die 
Gleichungen  (48.)  und  (44.)  über  in 
(49.)  X  —  Xi)=^a{t  —  sin/),     y  =  a(l  —  cos/). 

Dies    sind   die  Gleichungen  der  Zykloide^    für  welche 
schon  in  D.-R..  §  95,  Aufgabe  5   gezeigt  wurde,  daß  der 
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Krömmungdhalbmesser  die  doppelte  Länge  und  dieselbe 
Richtung  besitzt  wie  die  Normale. 

Auch  diese  Aufgabe  hat  zwei  verschiedene  Lösungen, 
die  sich  ergeben,  je  nachdem  der  Kriimmungshalbmeeser 
dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Sichtung  hat  wie  die 
Normale. 

Aufgabe  4.  Man  soll  diejenigen  Kurven  bestimmen,  bei 
denen  der  Krümmungshalbmesser  dem  Quadrate  der  za- 
gehörigen Ordinate  proportional  ist. 

Auflösung.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (20.) 
und  (22.)  müssen  die  gesuchten  Km-ven  der  Differential- 
Gleichung 

(50.)        ±%^  =  a!r»,    oder    ±{Vl+lp'f  =  ay^.pf^ 
genügen.    Dies  gibt 

also  durch  Integration 

(o2.) =  -u  -—  =^  ^,.  -f  n    oder  -^—- —  =  +  -—==i 

y        yi  +  p'      '  y         ->T-f;,2 

folglich  wird 

(53.)  äy_      Vi^-C^^EEl, 

^      dx      —  Cy  -\-l 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

(54.)  d?  —  C^=±A^,     also     C^±Ä'  =  ä? 

setzt, 

(55.)        ±d.=-,^^y^^^y       • 


y±Ä^y-^  —  'iCy—l 
Gilt  in  Gleichung  (54.)  das  obere  Zeichen,  so  setze  man 
(56.)  Ahf  =  t-\-C,    also    t  =  A^y—C, 

dann  wird 

(57.)  (7y+l=-^-^+?',  dy=^^,}rÄY-2Cy-l  =  ~Vi^-a^, 
folglich  geht  Gleichung  (65.)  über  in 
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(5a)  4-^.  =  ^^--+'^^^ 


(59.) 


Nun  ist  nach  Formel  Nr.  33  und  36  der  Tabelle 


deshalb  findet  man  aus  Gleichung  (58.)  durch  Integration 

(60.)  ±  A\x  —  C2)  =  ÄCVJY  —  ^öy^^^ 

+  aHniÄ^y  -C  +  ÄyÄ^  —  20^-^h 
wobei  die  Integrations -Konstante  — a*lna  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  weggelassen  ist,  weil  sie  mit  der  Kon- 
stanten   +  ÄW2  auf  der  linken   Seite  der  Gleichung  ver- 
einigt werden  kann. 

Eine  besonders  einfache  Form  erhält  die  Lösung,  wenn 
man  die  Integrations -Konstante 
(61.)  C=0,     also     A  =  a 

setzt,  dann  geht  Gleichung  (60.)  über  in 

+  a(x  —  C2)  =  Ha?y  +  aVcfi^—l ), 
oder 

(62.)  a{ay  +  Vcfly^^^)  =  e^^(^^A 

Indem     man     beide     Seiten     dieser     Gleichung    mit 

ay  —  Vah/^  — ^.  1  multipliziert,  erhält  man 

a  =  e±«(^^ .  (ay  —  VaV  —  1), 
oder 

(63.)  a{ay  —  Y^—1)  =  a» .  e^«<^^. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (62.)  und  (63.)  erhält 
man 
(64.)  2ah/  =  c±«(*~^  +  a»   g:? a(.r-rv). 

Setzt  man  jetzt  noch 

aCi  =  aXi)  +  Ina, 
so  wird 

a  ' 

folglich  geht  Gleichung  (64.)  über  in 
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(66.)  2ay  =  e±"('— »  +  e=i="<'-^. 

Dies  gibt,  wenn  man  a  mit  -  vertauscht, 

(67.)  y=iy "  +*     /• 

Das  ist  die  Gleichmig  der  Kettendinie. 


Wird  die  Integrations- Konstante  C  so  bestimmt,  dal 
in  Gleichung  (54.)  das  untere  Zeichen  gilt,  ist  also 

(6&)         o«— C*  =  — ^«,  oder    wl  =  V^— ~^, 
so  setze  man 

(69.)  Ah)  =  t  —  C,  also    t  =  Ahf+  C, 

dann  wird 


(70.) 


^     ,   ,        Ct  —  a*,         dt 


folglich  geht  Gleichung  (55.)  über  in 

(71.)  +d.=^'^j-m. 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  31  und  34  der  Tabelle 

/ 

doshalb  findet  man  aus  Q-leichung  (71.)  durch  Integration 
(73.)    +A\x-z,>)  = 

—  ^Cl^-iV  —  2CV—  1  —  a%rc8in(''^*^^+  ^ 

Aufgabe  5.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integrieren. 

Auflösung.     Setzt  man  wieder 

(75.)  1  =  .,    .130    g  =  |=..*. 

so  erhält  man  aus  Gleichung  (74.) 
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(76.)  P^  =  ny).p\    oder     ^  =  f(y)dy. 

Daraus  folgt  durch  Integration 
(77.)  ln;>  =/f{y)dy  +  InCy, 

(/8.)  Tp  =  -^^=C,.e 

(79.)  C,dx  =  e-J'''^^'"'.dy, 

also 

(80.)  C,x  =  fe--^''^^rdy+C,. 

Ist  die  vorgelegte  Differential -Gleichung  in  bezug  auf 
die  Größen 

homogen  von  der  n^^  Ordnung,  hat  sie  also  die  Form 
(820  i^(x,  y,  y',  y'S  . . .  2/-))  =  r-?^(a:,  ?;,  ^^ 

\    y  y   y        y  / 

so  führe  man  eine  neue  Funktion  u  durch  die  Gleichung 

(83.)  y*=zyu,     oder    \ny  =  udx,    y=zer" 

ein,  dann  wird 

(84.)  r  =  ^u  +  yf^  =  y(^  +  ui), 

(8.)       r=^(|-+"')+KS+^»l) 

Setzt  man   diese  Werte  in  Gleichung  (82.)  ein,  so  er- 
hält man  eine  Differential -Gleichung  von  der  Form 

die  nur  noch  von  der  {m  —  1)*®"*  Ordnung  ist. 
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Beispiel. 
Aufgabe  6.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integrieren. 

Auflösung.  Mit  Eüeksicht  auf  die  Gleichungen  (83.) 
und  (84.)  kann  man  die  vorgelegte  Diff  erential  -  Gleichung 
auf  die  Form 

4&+ •")+':- &=<>• 

oder 

(88.)  {x^^  +  XU  —  l)dx  +  x^du  =  0 

bringen.  Diese  Differential -Gleichung  ist  nur  noch  von 
der  ersten  Ordnung  und  enthält  u  nur  in  der  Verbindung 
oßti;  deshalb  setze  man 

/onx  j  ^     ^         xdz  —  zdx 

(89.)         xw  ==  0,     oder    m  =  — »  aw  = ^ 

'  x  x^ 

Dadurch  geht  Gleichung  (88.)  über  in 

{z^  +  z  —  l)dx  +  xdz  —  zdx  =  0, 

oder 

(90.)  {z-^-l)dx  +  zdz  =  0,    ^^  +  J-L-=0, 

folglicli  erhält  man  durch  Integration 

(91.)  la(x2)  +  ln(^~J)  =  ln(7, 

(92.)  x\z  —  1)  =  C{z  +  1) ,    oder    x\xu  —  1)  =  Cixu  +  1 ). 
Dies  gibt 

y       7jdx      x(x^  —  C) 
Hieraus  hndet  man  diu'ch  Partialbruchzerlegung 

(94.)  ''^=(       1.,  :+--J-  1> 

y      Kx  —  yc     x  +  YC     x) 

und  durch  Integration 
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(95.)  Iny  =  ln(a;«  —  C)  —  Ina;  +  InCi, 

(96.)  y  =  Cx^— ^- 

X 

Setzt  man  hierbei  noch 
(97.)  Ci  =  ^,    —  CCi  =  5, 

so  geht  Gleichung  (96.)  über  in 
(98.)  y  =  ^x  +  5ar-i. 


XVIT.  Abschnitt. 
Lineare  Differential-Gleielmiigeii  «»'«■^Ordniiiig. 

§  111. 
Allgemeine  Bemerkungen. 

Eine  Differential -Gleichung  von  der  Torm 

+  f^i{x)^  +  fjx)  .y  =  ^x), 

in  welcher  fiix),  fix)^ , . .  fmix)  und  q^x)  gegebene  Funktionen 
von  X  sind,  heißt  „eine  lineare  Differential -Glei^^uf ig  m^^ 
Ordnung*',  Dabei  soll  es  auch  zulässig  sein,  daß  sich  die 
Funktionen  /*i(x),  f^x)^  . .  ,f,„{x)  auf  Konstante  reduzieren, 
di(*  dann  mit  /i,  /2,  . . .  A/»  bezeichnet  werden  mögen.  In 
diesem  Falle  erhält  Gleichung  (1.)  die  Form 

Wird  die  Funktion  ^{x)  identisch  gleich  Null,  hat  also 
die  lineare  Differential -Gleichung  die  Form 


SO  heißt  sie  „hamogen**.  Es  wird  später  gezeigt  werden, 
daß  die  Integration  der  nicht  homogenen  Differential -Glei- 
chimg  (1.)  immer  zurückgeführt  werden  kann  auf  die  Inte- 
gration der  homogenen  linearen  Differential -Gleichung  (3.), 
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welche  aus  Gleichung  (1.)  hervorgeht,  indem  man  das  Glied 
fp{x)  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  gleich  Null  setzt. 
Es   sollen    deshalb    zunächst    die   homogenen   linearen 
Differential-Gleichungen  rri^^  Ordnung  behandelt  werden. 

§  112. 

Homogene  lineare  Differential -Gleichungen 
iw,ter  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  246  bis  247.) 
Satz  1     Hat  die  gegebene  homogene  lineare  Differential- 
Oleichung 

n  patiiktdäre  Integrale  yi,  ^, . . .  y«,  so  ist  auch 

(2.)  y  =  Cyi  +  Ciy2-\ h  C„y„ 

ein  Integral  dieser  Oleichung,   wdche  Werte  die  Konstanfen 
Ci,  d, . . .  Ch  auch  ann^men  mögen. 
Beweis.    Ans  Gleichung  (2.)  folgt 

(^y_pdyidy2  „  dyn 

d'^y  _  „  d"*yi  d'"yi  d'»y„ 

Addiert  man  die  Gleichungen  (2.)  und  (3.),  nachdem 
man  sie  bezw.  mit  fm{x),  f„-i{x), . . .  f^x),  fi(x)  und  1  multi- 
pliziert hat,  so  erhält  man 

+ 


(3.) 
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denn  nach  Yoraussetzimg  werden  die  Ausdräcke  in  dn 
eckigen  Klammem  einzeln  gleich  NnlL 

Satz  2.    Kennt   man   m  partikuläre   Integrale  yi,  ^2) 

. . .  y^  und  kann  man  in 

(5.)  y  =  Cij/i  +  Cuj^  H h  Q^y^ 

die  Konstanten  Ci,  Ca, ...  C»,  ^  bestimmen,  daß 

für  x  =  xo  die  hdiebig  vorgeschriebenen  Anfangswerte  ^, 
2/oS  y{i\  . . .  yo^'^~^^  annehmen,  so  ist  y  das  allgemeine  Integra 
der  vorgdegten  Differential  -  Gleichung. 

Daß  y  ein  Integral  der  vorgelegten  Differential-Glei- 
chung ist,  folgt  schon  aus  Satz  1,  und  da  man  die  Anfangs- 
werte yo,  yu,  yo", . . .  yo^'"^^\  welche  dem  Werte  x  =  xo  ent- 
sprechen, nach  Voraussetzung  noch  beliebig  annehmen  kann, 
so  ist  y  auch  das  allgemeine  Integral. 

Es  ist  nur  noch  zu  erklären,  weshalb  diese  Voranssetznng 
hinzugefügt  werden  muß,  obwohl  in  Gleichung  (6.)  scheinbar 
bereits  m  willkürliche  Konstanten  Ci,  C2,  . . .  C«,  enthalten 
sind.  Die  Größen  yi,  yz^-'-ym  sind  möglicherweise  nicht 
voneinander  unabhängig,  es  kann  z.  B.  zwischen  yi,  ^2  ^^d 
ya  die  lineare  Gleichung 
(7.)  2/3  =  Jcyi  +  ly-i 

bestehen.     Dann  ist  aber  Gleichung  (5.),  nämlich 
(8.)    1/  =  (Ci  +  kC,)y,  +  (C2  +  lC^)y2  +  C^y*  +  •  •  •  +  C^^Vm, 

kein  allgemeines  Integral,  da  in  diesem  Ausdrucke  niu:  w— 1 
willkürliche  Konstanten  d  +  kCz  =  Ci\  C2  +  ICs  =  Ci, 
C4, . . .  C„i  enthalten  sind.  Umgekehrt  kann  man  auch 
zeigen,  daß  die  Größen  yi,  yz^i'^ym  durch  eine  lineare 
Gleichung  verbunden  sind,  wenn  jene  Voraussetzung  nicht 
erfüllt  ist;  der  Beweis  dieser  Behauptung  möge  hier  aber 
übergangen  werden. 
Ist 

y  =  Ciyi  +  C2y2  H h  C^ym 

das  allgemeine  Integral  der  homogenen  linearen  Differential- 
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Gleichung  (1.),   so  nennt  man   yi,  ^,  ...^m    y,ein   Funda- 
menialsysiem  von  partikulären  Integralen^. 

Nach  Formel  Nr.  244  der  Tabelle  kann  man  die  Ord- 
nung einer  Differential -Gleichung,  welche  in  bezug  auf  y, 
y*)  y**j  "-  y^*"^  homogen  ist,  um  eine  Einheit  erniedrigen,  in- 
dem man 

(9.)      ^-=M,  -^    =        +m2,    ^    =    .o+3m,    +w^... 
y  '    y       dx  ^    y        da?  dx  ^ 

setzt.    Dies  gibt 

Satz  3.  Die  Ordnung  einer  hofnogenen  linearen  Diffe- 
re^UicU' Gleichung  kann  stets  um  eine  Einheit  erniedrigt 
werden. 

Durch  die  angegebene  Substitution  erhält  also  Glei- 
chung (1.)  die  Form 

(10.)  ^^7^  +  . . .  4-  [u-+A(a;)w--i+  . . .  -{•U^ixyi+Ux)]=0. 

Diese  Gleichung  ist  im  allgemeinen  nicht  mehr  homogen 
und  im  allgemeinen  auch  nicht  mehr  linear,  aber  sie  kann 
doch   zu  partikulären   Integralen    führen.     Hat    z.  B.   die 
Gleichimg 
(11.)  F{u)  =  M'^  +  fi{x)ii'''-^  +  fixye''-^  H — 

-f-  f,„^i{x)u  +  f,„{x)  =  0 
Wurzeln  ri,  ra, . . .  r^,,  die  von  x  unabhängig  sind,  so  werden 
(12.)  w  =  n,     w  =  r2,  ...M  =  r,, 

partikuläre  Integrale  der  Gleichung  (10.)  sein,  weil 

ist.     Die  zugehörigen  Werte  von  y  =^  er        sind  dann 
(14.)  yi  =  c^»',    y2  =  ^^,.,.yn  =  e^»'. 

Dieser  Fall  tritt  namentlich  dann  ein,  wenn  die  Größen 
A(a?)  =  fu  H^)  =  /2,  . . .  fi^x)  =  fm  sämtlich  von  x  unab- 
hängig sind.    Die  Gleichung 

(16.)  F{u)  =  II-'  -f.  Am-'-^  +  Au--^  +  . . .  +  /;^_iw  4-  fm  =  0, 
welche  man  „die  charakteristische  Gleichung"  nennt,  hat  dann 
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lauter  konstante  Wurzeln  n,  ra, . . .  r^.  Sind  diese  Wurxdn 
zunächst  sämtlich  voneinander  verschieden  y  so  findet  man 
aus  den  m  partikulären  Integralen 

(16.)  yx  =  er^',    y2  =  e^^,  ...y;«  =  ^^' 

der  vorgelegtto  Differential -Gleichung  (1.)   ohne    weitere« 

das  alJgefneine  Integral 

(17.)  y  =  Ci .  e^i'  +  ^2 .  c^«'  H \-C^.  erm'. 

Der  gefundene  Ausdruck  ist  in  der  Tat  das  allgemeine 
Integral,  denn  man  kann  beweisen,  daß  durch  passende 
Wahl  der  Konstanten  Ci,  Cjj,  ...C^  die  m  G-rößen  y,  y*, 
y'S  .  •  y(^-^>  für  a:  =:  a:ö  beliebig  vorgeschriebene  Anfangs- 
werte yo,  i/i),  yo", . . .  yo^^'^^^  annehmen.  Aus  Gleichung  (17.) 
folgen  nämlich  die  Gleichungen 

y'  =  Ciri.e^i'    +   C2r2.e'*'  -{ [-C^r^.^m', 

(18.)  {      y**  =CiriK  e^i'    +  C^2^ .  e^»'  +  . . .  +C^rJ^ .  eTm^, 


+  • 

■•+C«., 

+  • 

■■+C„.r^, 

+  • 

■■+C„r„^, 

welche  zunächst  für  x  :=  0  in 

yo  =  Ci        +  (72 

yo'  =  Cin       +  C'gra 
(19.)        \        y^-  =  C^rC-      +C^2^ 

y^(m  -1)  ^  (7^^^/;,  -1  _^  (;2r/"   ^  +  •  •  •  +  C^r^»^-^ 
übergehen  sollen.     Bildet  man  die  Funktion 

'^^'^        y-r,  =  ('*  ~  "^'^^^  -  r3) . . .  (r  -  r^)  =  Fi{r\ 

so  hat  Fi{r)  die  Form 

(20a.)       i^i(r)  =  r-  ^  +  iir'-  ^  +  . . .  +  ft^_  ,^  +  fc^^_^. 

Multipliziert  man  nun  die  Gleichungen  (19.)  bezw.  mit 
^w-i,  frm-2,  .-.^1,  1,  so  erhält  man  durch  Addition 

{'21.)    k„,  lyo  +  k^.  2yo'  +  *,,,_3yo"  H 

+  iiyo^''-^)  +  yo('^-^>  =  Cil\{rx\ 
denn  die  Glieder 
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Cy^iCra),     CaFi(rs) ,  . . .  C„Ft(r„) 
-werden  sämtlich  gleich  Null.    Dabei  ist  bekanntlich 

(22.)  F,{rO  =  lim  ^^'^^~  f^"^  =  F^n) . 

Aus  Gleichung  (21.)  findet  man  dann 

(23.)  Ci  = -^,^ 

In    ähnlicher  Weise  findet  man   auch   die  Werte    C2 

C3»  •  •  •  Cm- 

Setzt  man 

X  —  ocq  =  x*j    also    X  =  aj*  +  a^ö, 
so  wird 

oder,  wenn  man 

(24.)      Cic^»^  =  Ci',    C2e^«^  =  CbS  . . .  C^e^^^  =--  C^' 

setzt, 

(25.)      y  =  Ci'e-i''  +  Ca'e^»^  +  •  •  •  +  C^'e^^^^ 

Indem  man  jetzt  die  Konstanten  Ci%  C2',  . . .  C»,'  ebenso 
bestimmt  wie  vorher  die  Konstanten  Ci,  Ca,  ...C^,  er- 
reicht man,  daß  y,  y*,  y",  . . .  y^**"^^  für  rr*  =  0,  also  für 
X  =  oco  die  vorgeschriebenen  Werte  yo,  yoS  yo'S  • . .  yo^'"~^^ 
annehmen.  Deshalb  ist  Gleichung  (17.)  das  allgemeine  In- 
tegral der  vorgelegten  Differential -Gleichung. 

Beispiel. 
Aufgabe  1.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integrieren. 

AuflSsung.     Hier  ist  die  charakteristische  Gleichung 

(27.)    2?'(u)  =  w2  — A.  =  o,     also     ri  =  -,   r2  =  — -, 
a*  a  a 

folglich  wird  in  Übereinstimmung  mit  Aufgabe  1  in  §  109 
(28.)  y=Cye''  +  Qiß    \ 

Kiepert,  Integral  -  Reohnnng.  39 
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Hat  die  charakteristische  Gleichung  F{u)  =  0  auch 
komplexe  Wurzeln,  so  bleibt  die  gegebene  Lösung  nwh 
richtig,  sie  nimmt  aber  eine  komplexe  Form  an.  Dem  End- 
resultate kann  man  jedoch  leicht  wieder  eine  reelle  Form 
geben,  wenn  man  beachtet,  daß  die  komplexen  Wurzeln 
paarweise  konjugiert  auftreten.  Ist  z.  B. 
(29.)  n  =  a  +  6t,     r2  =  a  —  6t, 

so  wird 

=  ^'''[(Ci+C2)cos(6a;)  +  ^<Ci— r2)sin(6x)]. 
oder,  wenn  man 

(30.)  (7i  +  C2  =  Ä.     i{Ci  —C2)  =  B 

setzt, 
(31 .)       Ci .  e'»'  +  C2 .  ^'^  =  e^-^^cos(6a:)  +  5sin(6a;)]. 

Beispiele. 

Aufgabe  2.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integrieren. 

Auflösung.     Hier  ist  die  charakteristische  Gleichung 

(33.^      F(u)  =  u-  +    .,  =  0,     also    n  =  *- ,  ra  =  —  *  > 
a"  a  a 

folglich  wird  in  Übereinstimmung  mit  Aufgabe  2  in  §  109 
(34.)  y=C^  .^«  +  C^.  r"  =  (Ci  +  Qcos0)  +  ;XG'i-C2)sin0) 
=.^cos0)+Ssing). 
Aufgabe  3.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

iniegrieren. 

Auflösung.     liier  ist  die  charakteristische  Gleichung 
(30.)  F{u)  =  «r*— 7?/  +  G  =  0,  also  n  =  1,  ro  =  2,  r»  =  —3, 
folglich  wird 
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(37.)  y^Ci.e'+Ca. 62^+^^3.6-^'. 

Aufgabe  4.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

<^)        ?^-'^  +  <-'Oy=o 

integrieren. 

Auflösung.     Hier  ist  die  charakteristische  Gleichung 
(39.)  F(u)  =  w3  —  6w2  +  18w  —  10  =  0, 

also 

ri  =  2,     r2  =  2  +  i,     r3  =  2  — i, 
folglich  wird 

(40.)  y=Ci.^+  C2.  e2'+'>  +  Ca  .  e^^" 

=  e^{Ci  +  J.COSX  -j-  jBsinx). 

Bisher  war  vorausgesetzt  worden,  daß  die  Wurzeln  ri, 
ra,  . . .  rj„  der  charakteristischen  Gleichung  jf^w)  =  0  alle 
voneinander  verschieden  sind.  Hat  aber  F(ü)  =  0  auch 
gleiche  Wurzeln,  so  erhält  man  durch  Gleichung  (17.)  nicht 
mehr  das  allgemeine  Integral.  Ist  z.  B.  ri  =  r-z^  so  kann 
man  in  Gleichung  (17.)  die  Glieder 

Ci .  e^i'  +  Ca .  e^»^    in     (Ci  +  C2) .  (?^»' 
zusammenfassen,    so    daß    der  Ausdruck   für   y    nur    noch 
m  —  1  Integrations- Konstanten  enthält. 

Aber  auch  hier  kann  man  das  allgemeine  Integral  durch 
eine  Grenzbetrachtung  aus  der  bisher  angegebenen  Form 
finden.     Es  sei  zunächst 
(41.)  r2  =  ri  +  Ä, 

also 

(42.)  y  =  Ci .  e^»-^  +  C2 .  e^i-'+'*-^  _[_  C3  .  ^»^  H +  Cme^m^ 

=  (Ci  +   C2  .  e^')e^>'  +  Cs  .  e^»'  H [-  C^  •  ^'"'. 

Nun  ist  aber 

(43.)    C,  +  C2.e^-=C,  +  C2+cJ^-\-C.r^^^ +  ■■■. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung 
(44.)  Ci+C2=C,     C2A=CS 

80  sind   auch  C  und  C'   noch  zwei  beliebige  Konstanten; 
Gleichung  (43.)  erhält  dadurch  die  Form 
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(45.)    Ci  +  C2.e^=  (7+  C^x+  C'~  +  C'~ +.... 

Läßt  man  jetzt  h  sich  der  Grenze  Null  nähern,  so  er- 
hält man 
(46.)  limra  =  n ;     lim(Ci  +  Cb .  e**)  =  C  +  C*x, 

folglich  geht  Gleichung  (42.)  in  diesem  Falle  über  in 
(47.)      y  =  {C+C*x).(f^^+Cs.er»'  +  '''+C^.e^'^'. 

In  dieser  Formel  treten  wieder  m  willkürliche  Inte- 
grations- Konstanten  auf,  wenn  ri,  rs,  ...r,^  sämtlich  von- 
einander verschieden  sind. 

Setzt  man  jetzt  in  Gleichung  (47.) 
(48.)  r3  =  ri+A, 


(49.)  y  =  (C  +  C"a;).e^»'  +  C3.e^>'+^-fC4.e^«'H hC-.c^-'' 

so  wird 

(50.)  C+Vx  +  C,.e*'=C+C-x+Cs+Cs^-+C3"^'^+--. 

oder,  wenn  man 

(51.)         (7  +  G  =  ^1,     C'  +  Coji  =  ^2,     C7äÄ2  =  2^3 

setzt, 

(52.)  C  +  C'x  +  a^.e^-  =  Ai  +  A2X  -\-  A^  +  2A^  gf  +  •  •  • , 

wobei  ^1,  ^2,  -^3  wieder  drei  willkürliche  Konstanten  sind. 
Läßt  man  jetzt  h  sich  der  Grenze  Null  nähern,  so  erhält 
man 

(53.)  limra  =  n,    lim((7  +  C'x  +  C3 .  e^')  =  ^1  +  A2X  +  it^, 

folglich  geht  Gleichung  (49.)  in  diesem  Falle,  wo  ri  =  r2=^r< 
ist,  über  in 

(54.)  y  =  {Ay+A2Po  +  A^) .  e^i^ + (74 .  e^^  +  •  •  •  +  0* .  e-«'. 

Dieser  Ausdruck  enthält  wieder  m  willkürliche  Kon- 
stanten, wenn  ri,  r4,  .^.r^  voneinander  verschieden  sind. 

In  gleicher  Weise  kann  man  alle  Fälle  erledigen,  in 
denen  die  charakteristische  Gleichung  F{u)  =  0  mehrfache 
Wurzeln  hat 
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Dieselben  Resultate  findet  man  auch  auf  einem  andern 
Wege.    Nach  D.-B,,  Formel  Nr.  86  der  Tabelle  ist 

-_      d'^uv)  _     d''v      /n\du  d"- 'v       /n\d?u  d''-^v 
^     '  "Ar"    "  "  rfx"  "^  Vi  )'dx  dx»  '  "^  \2/rfx2  dx^- 2  "*"  '  " 
fn\d'*^^u  dv    .   d^u 


/n\d'*-^u  dv       d"u 
"^\l/di^-i  dx'^d^^' 


Führt  man  also  in  die  Gleichung 

d"'i/  d''-'y  d'"-hj  dxj 

dx'"  +  ^'  dTf"'^  +  ^'  Ar»«-  2  +  ■  ■  ■  +  ^'"-^  dx  +  /'"  •  y  =  ^ 

für  y  das  Produkt  Mt;  ein,  so  erhält  man 

^^^■^Kdx-'  +  ^'dx"-  '+^^dx'-2  +  -"  +  /^«-^äx  +  ^"'-7" 
,    ir    d'"-h   .   .         ..fd'»-^v   ,  ,         .^.d»--^v   , 

+  2.1^....]£ 
4- 

oder 

,trr,\      TT         .        1    TT   ^W     .       1    Tr   ^W     .  .        1     Tr      ^'"^  rv 

(67.)    Fu  +  i- ,  F,^  +  2!  ^^ä:^  +  ' " "  +  ,-^  ^"'  äx«  =  ^' 
wobei 

Fa  = »«(»»  - 1)5-^„- ,  +  (m  -  l)(m-2)A^^„._-,  +  • .  • 

+  2.1/;„_2.t; 
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Von  den  beiden  Funktionen  u  nnd  v  kann  man  die 
eine,  z.  B.  v,  noch  willkürlicli  bestimmen.  Setzt  man 
daher 

(B9.)        v  =  (f^,     also     ^^  =  r.e^^     g  =  ^.^^^...^ 
so  gehen  die  Gleichungen  (58.)  über  in 

Vi  =  €r'[mr^-^  +  {m.  —  l)fif^-^-\-{m  —  2)f2r^^  + .  •• 
72  =  ^'[m(m  —  l)r^-'^  -\-{rn  —  l){m  —  2)fir^-  '^  +  •  •  • 


(60.) 


Deshalb  erhält  Gleichung  (57.),  wenn  man  den  allen 
Gliedern  gemeinsamen  Faktor  e^'  fortläßt,  die  Form 

^61.)   ^W.-+  ,-r^^+  2tVx^  +  --- 

"^  (m  —  1) !  dx^«^^  "'"  db^  — 

Jetzt  sei  n  eine  einfache  Wurzel  der  charakteristischen 
Gleichung  F{r)  =  0,  dann  wird  Gleichung  (61.)  befriedigt, 
wenn  man 

(62.)  r  =  ri,     u  =  Ci ,     also     y  =  Ci .  e^»' 

setzt.  Ist  dagegen  ri  eine  a- fache  Wurzel  von  JP(r)=0, 
so  wird 

Firi)  =  0,     F'{r{)  =  0 ,     F"iri)  =  0, . . .  F^^-^\r{}  =  0, 

so  daß  Gleichung  (61.)  befriedigt  wird,  wenn  man 

(63.)       r  =  ri,     ti  =  Ci  +  C2X  +  CsPi? -] h  Ca2f-\ 

also 

(64.)  y  =  {Ci  +  C2X+  CsPi^-\ h  Caaf-').e'^^ 

setzt.  Auf  diese  Weise  kann  man  immer  einen  Ausdruck 
finden',  der  m  willkürliche  Konstanten  enthält  und  deshalb 
das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential -Glei- 
chung ist. 
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Beispiel. 
Aufgabe  5.     Man  soll  die  Differential -G-leiclmng 

integrieren. 

Auflösung.     Hier  ist  die  charakteristische  Gleichung 
(66.)     F(r)  =  r*  —  4r3  +  10r2  —  12r  +  5 

=  (^2  _  2r  +  l)(r2  —  2r  +  5)  =  0, 
also 

(67.)  n  =  r2  =  l,     r3=l  +  2t,     r4  =  l  — 2i, 

folglich  wird 

(68.)    y  =  {Ci  +  C2x)e'  +  e'[J.cos(2x)  +  jBsin(2a;)] 
=  e^[Ci  +  C2X  +  Äco8{2x)  +  Bsm(2x)]. 

§  113. 

Nicht  homogene  lineare  Differential -Gleichungen 
m^^  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Nr.  248.) 
Für  die  Integration  der  nicht  homogenen  linearen  Diffe- 
rential-Gleichung m*«'  Ordnung 

(1-)    S  +  A(^)£ä  +  •  •  •  +  /».-i(^)  •  -£  +  Ux) .  y  =  9(x) 
leistet  häufig  der  folgende  Satz  gute  Dienste: 

Satz.  Kennt  man  ein  Fundamentalsystem  partikulärer 
Integrale  yi,  y2^'"ytn  ^^  homogenen  linearen  Differential- 
Gleichung 

(2-)    ä^  +  A(^)£ä  +  -  +  ^«.-i(-)|  +  ^«(-)y  =  o 

und  ein  partikuläres  Integral  Y  der  nicht  homogenen  Glei- 
chung (1.),  so  isl 

(3.)  y=Y-\-  ciyi  +  c^2-\ h  c^Vm 

das  allgemeine  Integral  der  nicht  homogenen  Gleichung  (1.). 
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Beweis.     Der  Kürze  wegen   setze   man    für   a  =  lf  2, 
. . .  m 

^^•^  dx   ""^"'     da?  ""^•'        *c-  "^    •' 

dann  folgt  aus  Gleichung  (3.) 

y"  =  Y'  +  ciyi*  +  C2y2'  -\ h  Cj„y„i% 

y»*  =  F"  +  ciyi"  +  caya"  +  ...  +  c^y, 


(5.) 


m    j 


Nun  ist  nach  Voraussetzung 

^  '^     \  ya^'^^+fi{x) .  ya<'«-^>+  •  •  •  +  fm-i{x) .  y.'  +  /U^) .  y.  =  0. 

Addiert  man  also  die  Gleichungen  (3.)  und  (5.),  nach- 
dem man  sie  bezw.  mit  fm{x),  f^—i{x)j ..  .fi{x)  und  1  multi- 
pliziert hat,  so  findet  man  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen (6.) 

(7.)  y(-)  +  fix) .  y(-  1)  +  . . .  +  f,^_,{x) .  y'  +  Ux)  .y=^qix. 
d.  h.  y  ist  ein  Integral  der  Gleichung  (1.).  Die  Funktion  // 
ist  aber  auch  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (l.i, 
weil  es  die  m  willkürlichen  Konstanten  Ci,  C2,...0/,  enthält 
und  zwischen  den  partikulären  Integralen  yi,  yoj  -  --ym  der 
Gleichung  (2.)  nach  Voraussetzung  keine  lineare  Beziehung 
besteht. 


Von  diesem  Satze  kann  man  Gebrauch  machen,  imi 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1.)  zu  finden,  wenn 
die  Funktionen  A(x),  f^ix),  . . .  fJix)  sich  auf  die  konstanten 
Werte  /"i,  /2,  .../*/«  reduzieren,  und  die  charakteristische 
Gleichung 

F{r)  =  r^  +  f,r^^-'  +  ...  +  U-ir  +  A«  =  0 
lauter  verschiedene  Wurzeln  n,  ro,  ...r,«  bat 
i             Das  allgemeine  Integral  der  homogenen  Gleichung  ("2.) 
läßt  sich  dann  auf  die  Form 
(8.)        y  =  CiC^i^-'-^)  +  C2e^«<-^^>  H h  C^(fm(^--^) 
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bringen.  Dabei  kann  man  nach  den  Ausführungen  in 
§  112  die  Konstanten  Ci,  C2, . . .  C»«  immer  so  bestimmen, 
daß  die  Größen  y,  y",  y",  . .  .y<'"~^)  für  x  =  xo  die  vor- 
geschriebenen Werte  t/o,  J/oS  yo",  • .  •  yo^^~^^  annehmen.  Vür 
den  vorliegenden  Zweck  setze  man 

(9.)     yo  =  0,  2/0'  =  0,  yo"  =  0 ,  2/0^'— 2)  =  0,  . . .  yo^^^-D  =  9>(xo), 
dann  gehen  die  Gleichungen  (19.)  in  §  112  über  in 
Ci  +C2  +---+C,,  =0, 

Ciri        +C^2       +  •••  +  C,^^/«        =  0, 
Ciri2       +C2r22      +...+  a«r^2      _  0, 


(10.) 


Ciri«*-2  +  Cara— 2  +  •  •  •  +  C;,,r;^'''  2  =  0, 
Ci^^m -1  +  Cara-'-i  +  •  •  •  +  ^^r^^-^  =  <jp(^). 
Daraus  folgt  nach  Gleichung  (23.)  in  §  112 

(11-)        ^^  =  F'Tn)'  ^^  =  >(7,)'--^-  =  >^(r^)' 
Die  Funktion 

(12.)  ,_-;!;^>.<..<^-+|;;^>..^.^-+.., 

^i^'(r^) 
ist    daher    ein    partikuläres  Integral    der  homogenen  Glei- 
chung (2.)  und  hat  die  Eigenschaft,  daß  sie  mit  ihren  m  —  2 
ersten  Ableitungen  für  x  =  xo  verschwindet,  während  die 
(m  —  1)*«  Ableitung  gleich  9>(xo)  wird. 

Bezeichnet  man  jetzt  die  beliebige  Größe  xo  mit  ^,  so 
geht  Gleichung  (12.)  über  in 

Wenn  man  sodann  mit 
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diejenigen  Werte  bezeichnet,  welche  die  Größen  y,  y*,  \f 

. . .  y(^'-^)  für  t  =  X  annehmen,  so  folgt  aus  den  Gleichung« 

(10.),  daß 

(13:)    (yW.  =  0,  (y')/=r  =  0,  (y")^.  =  0; . . .  (y<— 2>)^  =  0 

ist,  während 

(14.)  il^'"-%-^.  =  (p{x) 

wird.     Setzt  man  also 

(15.)  Y=Jydt, 

0 

so  findet  man  aus  Formel  Nr.  184  der  Tabelle,  wenn  ma 
die  Buchstaben  x  und  t  miteinander  vertauscht,  also  ai 
der  Formel 

aa,  4/(,,  m  -_/%>  ä,  -  na,  ^ + m  «)| 

a  a 

die  folgenden  Gleichungen 

X  X 

U  l) 

X  T 


(17.) 


ö 


0  0 

Im    ly       r  r 

0  0 

X  X 

0  0 

dY    cPY        d'^'Y 
Indem  man  diesö  Werte  von   F,    ,    j  -v^^?  •••3— -     ai 

dx     dx^         dx^ 

den  Gleichungen  (15.)  imd  (17.)  in  die  Gleichung  (1.)  für  1 
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^'  T^'  '"jf^  einsetzt,  erhält  man,  da  sich  (jp{x)  auf  bei- 
den Seiten  forthebt, 

(18.)  y(y<-)  +  fi.y^^-'^  +  •••  +  /;,-  i.t/'  +  U.y)dt  =■-  0. 

0 

Diese  Gleichung  wird  aber  in  der  Tat  befriedigt,  denn 
nach  Formel  Nr.  245  der  Tabelle  ist  y  ein  partikuläres 
Integral  der  homogenen  Gleichung  (2.);  folglich  ist  Y  ein 
partikuläres  Integral  der  nicJä  homogenen   Gleichung  (1.). 

Aus  dem  partikulären  Integral  findet  man  nach  dem 
oben  angeführten  Satze  sofort  das  allgemeine  Integral,  in- 
dem man 

(19.)  y=Y+v 

setzt,  wobei 

(20.)  i;  =  ci .  e^i'  +.  C2  .  e^«'  H \-c^.  em^ 

das   allgemeine  Integral  der  homogenen  Gleichung  (2.)  ist. 
Dadurch  erhält  man 

<-'  -[/%^*— ] 


+ 


+  ...+I 

oder,  wenn  man 

(22.)    Ci.2^'(ri)  =  Ci,    C2.2^'(r2)  =  C2,...c^.i^'(r^)=C^ 
setzt, 

X  X 

(^•^  ^ = ^[^^+/''^^)-  ^H + ^IP'  ^h^-  ""H 

0  0 

X 

+  •  •  •  4-  -{—-s^  \C„  +j<p{t) .  e-Wd<] . 

0 

Dasselbe  Resultat  findet  man  auch  durch  Variation  der 
Konstanten,  die  in  dem  folgenden  Paragraphen  erläutert 
werden  soll. 
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Beispiele. 
Aufgabe  1.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integrieren. 

Auflösung.     Hier  ist  die  charakteristische  Gleichung 

F(r)  =  r^ ö  =  0  ?     also     ri  =  - »   r2  =  —    » 


(26.) 


J"(0  =  2r,       i?"(ri)  =  -,    F'^r2)  =  —  -^ 

OL  0/ 


folglich  wird  nach  Gleichung  (23.) 

X  X 

(26.)  y  =  I  e«[Ci  + /i(0  •  e~  "ät^  —  |  e~  «[Ca + /9>(0e'<«]  • 

0  0 

Ist  z.  B. 

(27.)  <fix)  =  e«, 

so  wird 

y^       —  --         C  C        -  /-         fl  /  ^  -       \ 

ifi^).e    '^dt=  dt  =  x,    (p{t).e^dt  ==    e^dt  ==^(e^'—l\ 

Ü  0  0  0 

so  daß  Gleichung  (26.)  übergeht  in 

(29.)    y^^^ei(c,  +  x)-^e-^[c,  +  ^(f-l)] 

Aufgabe  2.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integrieren. 

Auflösung.     Hier  ist-  die  charakteristische  Gleichung 
J  i^(r)  =  r2— 9r+20  =  0,     also     F'{r)  =  2r—9,  n  =  5, 

^^^•)    ( ra  =  4,     F'{ri)  =  1 ,     i^'(r2)  = 1 ,    g){x)=  4000ar», 

folglich  wird  nach  Gleichung  (23.) 

(32.)  y  =  ^-^Ci  +  4000/<2e-6' .  dt]  —  e«'[Ca  +  ^000/t^e-*'dt] . 
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Ntm  findet  man  durcli  partielle  Integration 

(83.)         y;.^*_e..^_?l+|). 

so  daß  Gleichung  (32.)  übergeht  in 

==  (Ci  +  64)60^  —  32(2Ba^  +  lOx  +  2) 
—  (Ca  +  125)e*'  +  126(8x2  +  4a;  +  1), 
oder,  wenn  man  Ci  +  64   mit  Ä^  C2  +  125   mit  —  B   be- 
zeichnet, 
(36.)  y  =  A^  +  B^'  +  200a:2  _|_  igOx  +  61 . 

§  114. 

ZurQckfDhrung  der  linearen  DifTerential- Gleichungen 
rri>^^  Ordnung  auf  solche  Gleichungen  niedrigerer 
Ordnung,  wenn  partijculäre  Integrale  bekannt  sind. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  249  und  260.) 

Die  in  Gleichimg  (23.)  des  vorhergehenden  Paragraphen 
angegebene  Lösung  gilt  nur,  wenn  die  Koeffizienten  /V,  /a, 
.,.fm  konstante  Größen  sind.  Ist  diese  Voraussetzimg  nicM 
erfüllt,  so  gelingt  es  doch  in  vielen  Fällen,  die  Differential- 
Gleichung 

von  der  iw*^  Ordnung  auf  eine  niedrigere  Ordnung  zu  redu- 
zieren. Es  geschieht  dies  nach  Lagrange  durch  y^  Variation 
der  Konstanten^^  Ist  z.  B.  y  =  yi  ein  partikuläres  Integral 
der  homogenen  Differential -Gleichung 

80  setze  man 

(3^  y  =  cvi, 
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wo  aber  C  noch  eine  Funktion  von  x  sein  muß,  wenn  dieser 
Wert  von  y  der  Gleichung  (1.)  genügen  soll.     Nun  ist 

(ix      ^^dx  "^      dx  ' 


(^.) 


d'j?        ^  .do?  dx  dx  dx? 


r 


d*''y  __     d'"C      /m\  dyi  d'^'-^C  pd'^i 

dx'^  ""  ^^  d^''  "^  \  1  /  d^  dx^-^  "•  ^     ~dö^ 


Setzt  man  diese  Werte  in  Gleichung  (1.)  ein  und  be- 
achtet, daß  nach  Voraussetzung  der  Faktor  von  C  ver- 
schwindet, so  bleibt  eine  Gleichung  von  der  Form 

d^'C  ,      ,  ^d^^-'C      ■       ,  ,  .dC 

(^•)     2/1  -^- ^-  +  9^{x)  ^^-,  +  . . .  +  g^^,{x)  -^  =  9>(x). 

Führt  man  also  die  Funktion  u  durch  die  Gleichungen 

(6.)  T"^^'     ^^^^     ^  =/udx  +  A 

ein,  so  erhält  man  aus  Gleichung  (5.) 

^^•^      2/1  ^„_i  +  9i{^)  ä^_-2  +  •  •  •  +  9m-i{x) .  u  =  ip{x). 

Aus  dem  allgemeinen  Integral  u  dieser  Differential- 
Gleichung,  die  nur  noch  von  der  {m  —  l)****  Ordnung  ist^ 
findet  man  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Diffe- 
rential-Gleichung (1.)  durch  die  Gleichung 

(8.)  y  =  y,(judx+Ä). 

Ebenso  kann  man  die  Ordnung  der  Differential -Glei- 
chung (1.)  um  zwei  Einheiten  erniedrigen,  wenn  man  zwei 
partikuläre  Integrale  t/i  und  y2  der  homogenen  Differential- 
Gleichung  (2.)  kennt.     Man  setze  dann 

(9.)  y=Ciy,  +  C2y2 

und  betrachte  C\  und  C2  als  Funktionen  von  x,  welche  der 

Bedingung 

,inx        dC,    .       dC2       ^         ,        dC2  yidCi 

(10.)    t/i-^-^   +2/-rf^-=0,     oder    _  =  -__ 
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genügen.    Bezeichnet  man  dabei  —        mit   yi(a;),   so   folgt 
ans  den  Gleichungen  (9.)  und  (10.) 

(11.)  -rfx=^'(^)-rfa:' 


(12.). 


dx         ^  dx  dx  ' 

W  -  ^'du?  +  ^'daf  +  '^'^''^  •  dx  ' 

^  r.  <^yi     ,     r.^2    ,         ,    ,      d^Ci.     ,  ,    ,      dC\ 


wobei  g>^x)^  ^PhC^:),...  leicht  zu  ermittelnde  Funktionen  von 
X  sind.  Setzt  man  diese  Werte  in  Gleichung  (1.)  ein,  so 
verschwinden  nach  Voraussetzung  die  Faktoren  von  Ci  und 
C2,  und  es  bleibt 

(13.)   öo(a;)^..^^  +  ÖKx)|^--V+---  +  ff«,-2(a:)2'  =y(^)- 
Wenn  man  jetzt  noch 

(14.)       1^'^"'     ''''°    S'=^'(="^-"' 

setzt,  so  geht  Gleichung  (13.)  über  in 

(15.)   öo(x)^^^2  +  Ö,(a;)  -^^,_,  +  •  •  •  +  G„,.-Ax) .  z  =  (fix). 

Aus  dem  allgemmien  Integral  z  dieser  Gleichung. 
welche  nur  noch  von  der  (m  —  2)*«"  Ordnung  ist,  findet  man 
nach  den  Gleichungen  (9.)  und  (14.)  das  allgefneine  Integral 
der  vorgelegten  Differential -Gleichung  (1.)  durch  die 
Formel 

(16.)  y  =  yi(^fzdx  +  ^1)  +  ^2(791  ^^)  •  ^^^  +  ^2). 


Dieses  Verfahren   kann   man   fortsetzen  und  den  Satz 
beweisen:     * 
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Kennt  man  n  verschiedene  partikuläre  Integrale  yi,  f/2. 
...y^  der  homogenen  Differential -Gleichung 

(17.)  g  +  A(-) £ä  +  • . •  +  f.-.^x) ll  +  Ux) .y  =  0, 

SO  laß  sich  die  nicht  homogene  lineare  Di  ff erential  -  Glei- 
chung 

auf  eine  andere  nicht  homogene  lineare  Differential-Gleichung 
von  der  Ordnung  m  —  n  reduzieren. 

Beweis.     Sind  ^i,  y2i"-yn  die  bekannten  partikulären 
Integrale  von  Gleichung  (17.),  so  setze  man 

(19.)  y  =  Ciyi  +  Caya  +  •••  +  OnVn 

,  ,     ,.  dC2     dCs         dCn     1     t:,     w  rf^i 

und  bestimme  -5 — ?  -^ — »  ••-3-^   als  Funktionen  von  -^— 
dx       dx  dx  dx 

durch,  die  n  —  1  linearen  Gleichungen 

dCi    ,       dC2   ,         ,        dCn      r, 

dx   dx        dx   dx  dx   dx  ' 

dar»-2    dx   "*■  da;'-2    rfx  "'  ^  "da;— 2    da; 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  erhält  man 

^, .    dCh  .  .    dCi     dCs  ,  ,  dC, 

(21.)    ^  =  9'Ka:)-^^,  ^  =  9'^x).^,... 

dC„  d(7i 

wobei  die  Funktionen  <pi{x),  q>^x),  . . .  9>„-i(x)   leicht  zu  er- 
mitteln sind.     Nach  diesen  Festsetzungen  wird 

ZOOS       ^y  _  r  ^y^  j.  r  ^y^  j.    j-r  ^y- 

^^•)  da^-^'d^+^'d^-  +  -     +^"1^' 


(20.) 
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Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (18.)  ein,  so 
verschwinden  nach  Voraussetzung  die  Koeffizienten  von 
Ci,  C2j  "Cnj  so  daß  sich  die  Gleichung  auf 

(27.)   Ux)  ^^-^+i>.(x>^^'+  •  •  •  +i««-»(-)^^'  =  ^(-) 

reduziert.     Indem    man    noch    die    Funktion    v    durch    die 
Gleichung 

einführt,  erhält  man  daher 

(29.)  Xo(x)  ^^  +  Mx)  ^^_-„-_-,  +  .  ^ .  +  i>„,_„(x) .  V  =  <p{x). 

Dabei  ist  nach  den  Gleichungen  (19.),  (21.)  und  (28.) 
(30.)    Ci='/vdx  '\'  Ai^     C2^=Jq>i{x).vdx  +  Ä2,- ». 

Cu  =J(Pn-l{x)  .  Vdx  +  An , 
(31.)  y=Ciyi+C^2  +  "'+  CnVn- 

Für  n  =  m  —  1  kann  man  durch  das  angegebene  Ver- 
fahren die  vorgelegte  Differential -Gleichung  auf  eine  lineare 
Differential -Gleichung  erster  Ordnung  von  der  Form 

(32.)  Ldix)^£  +  Ux).v  =  <p{x) 

zurückführen,  deren  Integration  in  §  92  behandelt  worden 
ist    (Vergl.  auch  Formel  Nr.  214  der  Tabelle.) 

Für  n  =  m  ergibt  sich  hierbei,  daß  man  das  allgemeine 
Integral  der  nicht  homogenen  Gleichung  (1.)  durch  einfach« 
Quadraturen  findet,  sobald  ein  vollständiges  Fundamental- 
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System  partikulärer  Integrale  yi,  yz^^-.ym  der  homogenen 
Gleichung  (2.)  bekannt  ist. 

Damit 
(33.)  y  =  Ciyi  +  Cgj/a  +  •  •  •  +  C^y^ 

auch  ein  Integral  der  nicht  homogenen  Gleichung  (1.)  ist. 
muß  man  Ci,  C2, . . .  C^  als  passend  gewählte  Funktionen 
von  X  betrachten.     Setzt  man  dabei  der  Kürze  wegen 

so  mögen  die  m  Funktionen  Ci',  C2', ...  CV  den  m  linearen 

Gleichungen 

Ci-yi         +C2'y2         +---+C„%„        =0, 
Ci'yi-        +C2'y2'         +---+C„'y„'        =0, 


(35.) 


Ci%<'''-^->  +  C2'y2('"-^^  +  •  •  •  +  C^'yJ—^  =  0, 
Ci'yi('«-i)  +  Ci'yi^"'-'^  +  ■■•+  C^'yJ"-^)  =  ifix) 
genügen;  dann  folgt  aus  Gleichung  (33.) 

y  =  C,yx'        +Cm'        +  .  •  •  +  C„,y,„', 
y"  =  Ciy,"        +  Cay.,"       +  •  •  •  +  C„.y„." , 


(36.) 


^m-i)  ^  c,yi("'-i)  +  (72y2<"'-'>  +  •••  +  C,„y„<""'\ 
y('")  =  Ciy&")      +  C2y2<"'^    H h  C,„y„'""  +  <it(.ci. 

Indem  man  die  Gleichungen  (33.)  und  (36.)  bezw.  mit 
fm{x),  fm-i{x),  fm-2{x), . . .  fi{x)  Und  1  multipliziert  und  dann 
addiert,  findet  man 
(37.)       yC")  +  f^{x) .  2^«-!)  +  . . .  +  f„_  ,(x) .  y  +  Ux) .  y  = 

Ci[yi<'"'  +  fix) .  yi('»-')+  . . .  +  f,„_,{x) .  yy'  +  f„{x) .  y,] 
+  C2[y2("')  +  fix) .  2/2('"-')+  •  •  •  +  f,„-x{x) .  y2'  +  f„lx)  .  yj 

+ 

+  C,„[yJ"')+fix).yJ'»-^)+  ...  +  /•„-.(x).y,V  +  fJpo).y,„\ 

+  <P{:.>)- 
Da    die  Ausdrücke    in    den    eckigen    Klammem    nach 
Voraussetzung  sämtlich  verschwinden,  so  ist 

(33.)  y  =  Ciyi  +  (72^2  -] h  C„y„ 

ein  partikuläres  Integral  der  nicht  homogenen  Gleichung  (1.. 
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Dabei  lassen  sich  die  m  Funktionen  Ci,  CaS-.-C^'  aus 
den  m  linearen  Gleichungen  (35.)  mit  Hilfe  der  Determi- 
nantentheorie leicht  ausrechnen;  und  zwar  erhalten  sie  die 
Form 

(38.)   CY  =  Jhix) .  q>{x),  C2*  =  hix) .  <fix), . . .  a/  =  h,,,{x) .  (p(x). 

Weil  nach  Voraussetzung  yi,  ^2,  •  •  •  Vm  ©in  Fundamental- 
system partikulärer  Integrale  der  homogenen  Gleichung 
(2.)  bilden,  d.  h.  weil  zwischen  diesen  Funktionen  keine 
lineare  Beziehung  besteht,  so  läßt  sich  zeigen,  daß  die 
Determinante 

Vi        Vi  . . .  Vm 

y\       y-2       "-ym 


(39.) 


D  = 


(ßH-l) 


y&^-'W'-'^-'y» 

von  Null  verschieden  ist.     Daraus  folgt  dann,  daß  sich  die 
Funktionen  Ai(ar).  h2{x)  ^  , . .  h„,{x)  in  eindeutiger  Weise  aus 
den  Gleichungen  (36.)  berechnen  lassen.     Die  ausführliche* 
Begründung  möge  der  Kürze  wegen  übergangen  werden. 
Aus  den  Gleichungen  (38.)  findet  man 

^1  =ßfi(x) .  g){x)dx  +  ci , 
(40.)  •     ^^'  =/Hx)  '  (p{x)dx  +  C2 , 


C/i  =/hmi:x) .  (p{x)dx  +  c^. 

Daraus  folgt  dann  auch,  daß  Gleichung  (33.)  das  aü- 
gefneine  Integral  der  Gleichung  (1.)  darstellt,  weil  die  m 
willkürlichen  Konstanten  Ci,  C2,  ...0/#  darin  auftreten  und 
zwischen  den  partikulären  Integralen  yi,  2/2,  •  •  .y;//  keine 
lineare  Beziehung  besteht.     Dies  gibt  den 

Satz.  Kennt  man  ein  Fundarnentalsystefn  partiktäärer 
Integrale  ?/i,  yy^-'-ym  der  homogenen  Gleichung  (2.),  so 
findet  man  das  allgemeine  Integral  der  nicht  homogeyien  Ölet- 
chung  (1.),  nätnlich 

y  =  Oiyi  +  Coy2  -\ h  C,„y,„, 

40* 
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durch  die  in  den  Gleichungen  (40.)  angedeutden  Quadraturen, 
wobei  die  Orößen 

Ci*  =  hi{x) .  (fix),     C^  =  h2{x) .  (p{x),  . . .  C^/  =  hM{x) .  q>{x) 
durch  Auflösung   der   linearen  Gleichungen  (35.)   als  Funk- 
iiwien  der  einzigen   Veränderlichen  x  gefunden  werden. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  findet  man  auch  die  Behand- 
lung des  besonderen  Falles,  in  dem  sich  die  Fimktionen 
A(^)»  f'dpc)i  '"fJ.^)  auf  die  konstanten  Werte  /*i,  /jj, .../«, 
reduzieren,  und  zwar  ergibt  sich  dasselbe  Resultat  wie  in 
§  113,  Gl.  (23.),  doch  stützt  sich  hierbei  die  Herleitung  auf 
einige  Sätze  aus  der  Algebra  und  der  Determinantentheorie^ 
die  hier  wohl  nicht  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  dürfen. 

Am  besten  wird  man  das  anzuwendende  Verfahren  aus 
einem  Beispiel  ersehen. 

Aufgabe.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(41.)  0  +  c2y  =  2cos(6x) 

integi'ieren. 

Auflösung.     Die  homogene  Differential -Gleichung 

(42.)  i'^  +  '^y-^ 

hat   nach    Aufgabe  2    in   §  112,   wenn    man        mit  c  ver- 
tauscht, das  allgemeine  Integral 
(43.)  y  =  Aco&icx)  +  jBsin(cx), 

wobei  A  und  B  beliebige  Konstanten  sind.  Soll  y  auch 
ein  Integral  der  nicht  homogenen  Diff erential  -  Gleichung 
(41.)  werden,  so  müssen  A  und  B  noch  Funktionen  von  x 
sein;  dann  wird 

dy 
(44.)  —  —  Acs\vl{cx)  +  BcGOs{cx) 

^dA        .    .       dB    ,    .    ^ 
+  ^-cos{cx)  +  -^^sm{cx). 

Setzt  man  jetzt  noch 
..^^dA       .    .   ^  dB   ,   .    .       ^       ,        dB  dA   ^    .    ^ 

^     '^  dx  ^^^  ^^^^  '^  dx  ^^^^^^  ""    '    ^  dx^~  dx  ^^S(^)» 

so  wird 
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(46.)  -J^  =  —  Ac8in{cx)  +  Bceos{cx), 

dhj 
(47.)  -^  =  —  Ac^cos(cx)  —  Bc^sin{cx) 

dÄ     .    .    ^.dB         ,    , 
—  ^    csin{cx)  +  -f  ccos{cx), 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (43.)  und  (45.) 

d^u  dÄ 

(47a.)  ^  =  —  ^V  —  c  ^-  [sin (ex)  +  cig(cx)cos(cx)\ 

.  dA        1 

=  —  c^  —  c^    *    .  -     , • 

ax     sin{cx) 

dhi 
Setzt  man  diesen  Wert  von   j-^  in  Gleichung  (41.)  ein, 

so  erhält  man 

dA 
(48.)      —  c  -     =2  cos  {hx)  sin  (ex) 

=  sin[(c  +  6)x]  +  sin[(c  —  6)a:], 

folglich  wird,  wenn  man   die   Integrations- Konstante  mit 
C\c  bezeichnet, 

(49.)       Ac  =  —  /sin[(c  +  h)x\dx  — ysin[(c  —  6)x]dx 

cos[(c  +  h)x\       cos[(c  —  6)a;l 
=     -c  +  6     -  +  — T- 6        +  ^^^- 

Femer  folgt  aus  Gleichung  (45.) 
(50.)  c  T-  =  —  c-T-  ctg(cx)  =  2  cos  (ox)  cos  (ex j 

=  cos[(c  -{-  J)x]  +  cos[(c  —  6)a;], 

folglich    wird,   wenn  man  die  Integrations- Konstante  mit 
C^  bezeichnet, 

(51.)  Bc  =  «°K«jt^]  +  !i?I(fL- *H  +  c^. 

Setzt  man  die  für  A  und  B  gefundenen  Werte  in  Glei- 
chung (43.)  ein,  so  erhält  man 
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co8[(c  +  b)x]co8{cx)  +  sin[{c  -{-  b)x]sin{cx) 

cos[(c  —  6)x]cos(«c)  -}-  sin[(c  —  6)x]sin(ca;) 

+  ricos(cx)  +  C2sin(cx), 
oder 

(52.)  y  =  '^^^l  +  OiCOs(cr)  +  CosinM. 

Einfacher  ergibt  sich  dieses  Resultat  durch  Anwendung 
von  Formel  Nr.  248  der  Tabelle. 


§  115. 

Ein  weiterer  Fall,  in  dem  sich  die  lineare  Differential- 
Gleichung  7n>^^  Ordnung  integrieren  läBt 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  251  bis  253.) 
Es    sei    die    homogene    lineare   Differential -Gleichimg 
m^^^  Ordnung 

(1.)  {a^^hrj„ + (ax+6r-Ti  ^,1  +  («^+ft)"'-¥22^-i 


ä7f" 


dxf'- 


'dx-"- 


dy  . 


+  •  •  •  +  (oj;  +  h)f„,^x  J-   '■'  f,„y  =  0 


gegeben,  wobei  die  Koeffizienten  /i,  f-i^.-.fm  wieder  Kon- 
stante sein  mögen:  dann  setze  man 


(2.) 
also 


i3.) 


y  =  (flrx  +  hr. 


dx 


dh, 
dT? 


=  aV— l)(flr.r  +  6r-'^, 


dJ"  ^  '''"'^*'  ~  ^^^''  —  2) ...  (r  -  m  +  l)(ax  +  6)-— 

in  die  Gleichung  (L)  ein.  Dadurch  erhält  mau  nach  Weg- 
lassung des  allen  Gliedern  gemeinsamen  Faktors  {ax  -f-  fif 
die  Gleichung 
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(4.)     a'^rir  —  l)(r  —  2) . . .  (r  —  w  +  1) 

+  a^-^fir  —  \){r  —  2) ...  (r  —  m  +  2)A 
H (-  ahir  —  \)f,n-2  +  arf^^i  +  /"^  =  0. 

Dies  ist  eine  Gleichung  m^^  Grades  für  r,  welche  man 
wieder    „die    charakteristische    Gleichung"   nennt.     Hat  sie 
die  Wurzeln    ri,  ^2,  ...r,„,    so   erhält   man    die  m  partiku- 
lären Integrale 
(5.)     yi=(ax  +  J)'-!,  2/2  =  {aoo  +  by^,  ..,y^  =  {ax  +  bym . 

Das  allgemeine  Integral  der  Differential -Gleichung  (1.) 
wird  daher 

(6.)     y  =  Ciiax  +  bf^  +  Ciax  +  6)^,  +  . . .  +  CU(^  +  byn, , 
wobei  Ci,  C2,  . . .  C,„  noch  beliebige  Konstanten  sind. 

Beispiel. 
Aufgabe  1.     Man  soll  die  Diff erential  -  Gleichung 

integrieren. 

Auflösung.     Die  charakteristische  Gleichung  ist  hier 
'8.)  r{r  —  \){r  —  2)  +  2r(r  —  1)  —  4r  +  4  =  0, 

oder 

(8a.)  (r-l)(r-2)(r+2)  =  0; 

ihre  Wurzeln  sind  also 
(9.)  r,  =  l,     r2  =  2,     r3  =  — 2, 

folglich    hat    die   Differential -Gleichung    die   partikulären 
Integrale 

(10.)  yi  =  x,    yi  =  x^,    y^=-t 

und  das  allgemeine  Integral 

(11.).  y  =  C,a;+6W  +  §- 

Sind   zwei  Wurzeln    der   charakteristischen  Gleichung 
konjugiert  komplexe  Größen,  ist  z.  B. 
(12.)  r,  =  «+i9i,     r2  =  a  —  ßi, 

80  wii-d 
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Ciyi  +  C^2  =  C,{ax  +  6)«+^*  +  C^ax  +  by^^ 

oder,  wenn  man  \n{ax  +  *)  ii^t  ^  bezeichnet, 

(13.)  Ciyi  +  a^  =  {ax+br[{Ci  +  C2)cos(ßt)  +  (<),—C2)ism{ßt)] 

=  {ax  +  bf  [Äcos(ßf)  +  Bsiniß)]. 

Dabei  sind  Ä  =  Ci  +  C2  und  B  =  {Ci  —  €2)1  zwei  will- 
kürliche Integrations -Konstante. 

Beispiel. 
Aufgabe  2.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(14.)    Cx  +  l)^0-(x  +  l)^g  +  6(.+  l)|-lOy  =  O 
integrieren. 

Auflösung.     Die  charakteristische  Gleichung  ist  hier 

(15.)         rir  —  l)(r  —  2)  —  r(r  —  1)  +  6r  —  10  =  0, 
oder 

(16a.)  (r  —  2)(r2  —  2/-  +  5)  =  0; 

ihre  Wurzeln  sind  also 

(16.)  ri  =  2,     r2=l  +  2i,     r3=l— 2«, 

folglich  hat  die  Differential -Gleichung  das  allgemeine  In- 
tegral 

(17.)    y  =  C,{x  +  1)^  +  C2{x  -f  1)^+'^'  +  C3(x  +  1)^-^' 

=  C,{x  +  1)^  +  {x+  l)[C^x  +  ir  +  C^ix  +  1)--^] 
=  Ci{x  +  1)2  +  (X  +  l)[C2^'^^^'+^>  +  C^e-^'^^% 

oder 

(17  a.)     t/  =  (7i(x  +  1)2  +  (x  +  l)[^cos(20  +  ^sin(20], 

wobei 

(la)     t  =  \n(x+\),    A=  02-^0^,    B  =  {C2  —  Cz)t 

ist. 

Bisher  war  vorausgesetzt  worden,  daß  die  Wurzeln  ri, 
1^2, .. .  r^n  der  charakteristischen  Gleichung  sämtlich  vonein- 
ander verschieden  sind.  Hat  die  charakteristische  Gleichung 
aber  auch  gleiche  Wurzeln,    so    führt   ein  ähnliches  Grenz- 
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verfahren  wie  in  §  112  zmn  Ziele.    Ist  z.  B.  r^  gleich  n, 
so  kann  man  in  Gleichung  (6.)  die  Glieder 

Ciiax  +  by^  +  dax  +  by^    in     (Ci  +  C2)(ax  +  by^ 
zusammenfassen.     Setzt  man  aber  zunächst 
(19.)  r2  =  ri  +  Ä, 

so  wird 

(20.)  Ci{ax+by^  +  C2{ax  +  byi-^^  =  {ax-\-by^[Ci  +  C2{ax  +  bY], 
Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  wieder 

In  (aa;  +  b)     mit     t^ 
so  wird 

(21.)  Ci  +  C2{ax  +  by  =  Ci  +  C2e^' 

ht  .   h^^   ,   h^ 


oder,  wenn  man  wieder  wie  in  §  112 

(22.)  Ci  +  Ca  =  C    und     C2h  =  C' 

setzt, 

(23.)     Ol  +  C2{ax  +  6)^  =  C  +  C\t  +  ^  +  ^2^  +  . .  .^ 

Läßt  man  jetzt  h  sich  der  Grenze  Null  nähern,  so  er- 
hält man 
(24.)  limra  =  n ,     lim[Ci  +  C'iaa:  +  6)^]  =  C -\- Cn 

=  C+C'\n{ax-\-b), 

Das   allgemeine   Integral   der  vorgelegten  Differential- 
Gleichung  wird  dann  also 

(25.)  y={ax-\-  by^[C  +  C'\n{ax  +  b)]  -f  C^(ax  +  by- 

^,..+  C^{ax^bym, 

Beispiel, 
Aufgabe  3.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(26.)  {2x  +  3)«  0  -  8(2x  +  3)^  +  32y  =  0 

integrieren. 

Auflteung.     Die  charakteristische  Gleichung  ist  hier 
(27.)  8r(r  —  \)(r  —  2)  —  16r  +  32  =  0, 

oder 
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(27a.)  .     8(r  — 2)2(r+l)  =  0; 

ihre  Wurzeln  sind  also 

(28.)  ri  =  2,     r2  =  2,     ^3=  — 1, 

folglich,  hat  die  Differential -Gleichung  das  allgemeine  In- 
tegral 

(29.)        y  =  (2a:  +  '6f\C  +  C^M^x  +  3)]  +  ^^^  • 

Hat  die  charakteristische  Gleichung  drei  gleiche  Wur- 
zeln, ist  z.  B. 

(30.)  n  =  Vi  =  rs, 

so  findet  man  das  allgemeine  Integral,  indem  man  zunächst 
(31.)    r3  =  ri  +  Ä     und     \ji{ax -{- b)  =  t^     also     ax  +  h^e' 
setzt;  dadurch  geht  Gleichung  (25.)  über  in 
(32.)     {ax  +  bY^[C  -\-C*\n{ax  +  b)]  +  C^ax  +  by^-^* 

H i-CUa^  +  by^ 

=  {ax  +  bYiC  +  C^t  +  G,e^'0  +  •  •  •  +  CJax  +  bf.. 

=  (ao:  +  6r{^  +  C'^  +  (^3(1  +  ^'^  + '^^^ 

+  -..+  C,,(ax  +  A)^/^. 
Setzt  man  jetzt  noch 

(33.)       C'\-C^  =  A^,     C^  +  C^  =  A2,     (W  =  2Ah, 

so  erhält  man 

wobei  ^1,  ^2,  ^:j  drei  beliebige  Konstant«  sind.  Läßt 
man  jetzt  h  sich  wieder  der  Grenze  Null  nähern,  so  er- 
hält man 

(35.)  limra  =  r, ,     lim(C  +  C't  +  CsO  =  ^1  +  A^  +  AJ\ 

folglich  ergibt  sich  dann  aus  Gleichung  (25.)  das  allgemeine 
Integral  in  der  Form 

(36.)  y  =  (aa:  +  bY^[A,  +  A2Max  +  6)  +  A^\\n{ax  +  b)Y] 
+  Ciiax  +  6)^^  H h  CJax  +  6)^///. 
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In  ähnlicher  Weise  kann  man  alle  Fälle  behandeln,  in 
denen  die  charakteristische  Gleichung  mehrfache  Wur- 
zeln hat 

Beispiel. 
Aufgabe  4.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integrieren. 

Auflösung.  Die  charakteristische  Gleichung  ist  hier 
(38.)  r{r  —  l)(r  —  2) (r  —  3)  —  llr(r  —  1)  +  49r  —  81  =  0, 
oder 

(38a.)  (r-3f(r  +  'ä)  =  0', 

sie  hat  also  die  Wurzeln 

(39.)  ri  =  3,     r2  =  3,     r3  =  3,     r4  =  — 3, 

folglich  hat  die  Differential -Gleichung  das  allgemeine  In- 
tegral 

(40.)  y  =  a^[Ai  +  ilglnx  +  ÄsOnx)^]  +  ^' 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1.)  findet  man 
auch,  wenn  man 

(41.)  ax  -{-  b  =  e^j    oder    t  =  \n{ax  +  b) 

setzt  und  t  zur  unabhängigen  Veränderlichen  macht.     Da- 
raus erhält  man  durch  Differentiation 

dy dy  dt  a       dy 

dx      dt  dx      ax  -\-h  dt 
oder 

(4^)  (-  +  «|  =  .|. 

dy   ^    ,       ,    , ,  d'^y         d^y  dt  c?       dhj 

oder 
oder 
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(440  (««  +  »^3  =  «'(g-3t  +  =>D. 


Dadurcli  kann  man  also  die  Gleichung  (1.)  auf  die 
Form 

bringen,  wobei  gi,  g2^..»gm—ii  gm  wieder  Konstante  sind, 
und  kann  dann  das  in  §  112  erläuterte  Verfahren  zur  Inte- 
gration verwenden.    (Vergl.  Formel  Nr.  24B  der  Tabella) 

Dieses  Verfahren  kann  man  auch  benutzen,  um  die 
nicht  homogene  lineare  Differential -Gleichung  m**''  Ord- 
nung 

(46.)      (ax  +  br^  +  (ax  +  br-V^^,  +  -' 


+  (ac +  *)/■«-!  ^ +  /•«.  y  =  »Kx) 


zu  integrieren. 


XVIII.  Abschnitt. 
Simultane  Differential  -  Gleichungen. 

§  116. 

ZurfickfOhrung  von  simultanen  DifTerential-Gleichungen 

zwischen  einer  unabhängigen  und  mehreren  abhängigen 

Veränderlichen  auf  eine  DifTerential-Gleichung  höherer 

Ordnung  zwischen  zwei  Veränderlichen. 

Die  unabhängige  Veränderliche,  von  der  die  Veränder- 
lichen X,  y,  z,...  abhängig  sind,  heiße  in  dem  folgenden  t, 
dann  mögen  der  Einfachheit  wegen  zunächst  zwei  simul- 
tane Differential -Gleichungen  erster  Ordnung  zwischen  t, 
X  und  y  gegeben  sein.     Indem  man  aus  diesen  beiden  Glei- 

u/U  doc 

chong'en  -~)  bezw.    ,^    eliminiert,  kann   man  sie  leicht  auf 
^       dt  dt 

die  Form 

(1^  F(t,.,y,lf)  =  0, 

m  O(t,.,y/^  =  0 

bringen.     Löst  man  jetzt   noch   die  Gleichung  (1.)   nach  y 
auf,  so  erh'ält  man 

dx 
wobei  der  Kürze  wegen  -^--  mit   x'  bezeichnet  worden    ist. 

Hieraus  folgt  durch  Differentiation 
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(4.) 


dt  ""  dt  "^  dx  dt  "^  do^  d^ ' 


dy 


Indem  man  diese  Werte  von  y  und  -jf    in  die  CtIcI- 

at 

chung  (2.)  einsetzt,  ergibt  sich  eine  Differential -Q-leichung 
zweiter  Ordnung  zwischen  t  und  x,  auf  deren  Integration 
man  die  in  dem  vorigen  Abschnitt  gegebenen  Kegehi  an- 
wenden kann.  Hat  man  das  allgemeine  Integral  dieser 
Differential -Gleichung  gefunden,  so  erhält  man  den  zu- 
gehörigen Wert  von  y  unmittelbar  aus  Gleichung  (3.). 


Aufgabe  1. 

Gleichungen 

(5.) 

(6.) 

integrieren. 
Auflösung. 

(7.) 
(8.) 


Beispiel. 

Man  soll  die  beiden  simultanen  Differential- 


dx 
dt 

dy 
dt 


—  4a;  — 2/  +  36f  =  0, 


-\-2x  —  y  +  l€'  =  0 


Aus  Gleichung  (5.)  folgt 

dy      (Px         dx 
dt=W-'^dt+^''- 


Setzt  man  diese  Werte  in  Gleichung  (6.)  ein,  so  er- 
hält man 

Wendet  man  zur  Integration  dieser  Differential -Glei- 
chung die  in  Formel  Nr.  248  der  Tabelle  ausgesprochene 
Regel  an,  so  wird 

(10.)     X  =  -ß^^[Ci  +J9>{t) .  e-'-'d«] 

0 

wobei  in  dem  vorliegenden  Falle  die  charakteristische  Glei- 
chung 
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(11.)  F{u)  =  u2  —  5m  +  6  =  0 

ist:  ihre  Wurzeln  sind 

(12.)  n  =  2,     r2  =  3, 

folglich  wird 

(13.)      F*{u)  =  2m  —  5,     F*{n)  =  —  1 ,     F'{r2)  =  +  1 . 

Femer  ist 

(14.)  f/)(0  =  36(^  —  1)  —  20", 

also 

/  /  / 

(15.)       /ip(t) .  e-^^'dt  =  36/{t  —  l)e-2W  —  2je-'dt 

0  0  0 

=  9€r-'^\—2t  +  1)  +  2c-''  — 11, 

/  /  / 

(IG.)       /(^{t) .  (T-r^dt  =  36/(f  —  l)€-^'dt  —  2/e-'^'dt 

0  0  0 

=  4e-^(—  3^  +  2)  +  6-2^  —  9. 

Dies  gibt 

(17.)      x  =  —  e^'[Ci  +  (—  18t  +  9)e-2'  +  2er'  —  11] 

+  ^«'[^2  +  (—  12t  +  8)r-^  +  e--2'  —  9], 

oder,    wenn    man    11  —  Ci  mit  A  imd   C^2  —  9   niit   B  be- 
zeichnet, 

(18.)  x  =  iyt  —  l  —  e'  +  Ae^'  +  Be''. 

Dabei  sind    A    und    B    zwei    beliebige    Integrations- 
Konstante.  Daraus    folgt    dann    mit   Rücksicht    auf    Glei- 
chung (7.) 
(19.)  y  =  12t  +  10  +  36^  —  2Ae^  —  Be"', 

Dieses  Verfahren  kann  man  zunächst  verallgemeinern 
auf  zwei  simultane  Differential -Gleichungen  höherer  Ord- 
mmg  zwischen  t,  x  und  y.     Setzt  man  der  Kürze  wegen 

so  seien  die  beiden  Differential -Gleichungen 
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(22.)  F{t,  X,  oC,  xf\...  x<-),  y,  y,  y",  . . .  yO»))  =  0 , 

(23.)  0{t,  X,  X',  X",  . . .  a:(-\  y,  y-,  y",...  y^-vf)  =  0 

gegeben.  Indem  man  Gleichung  (22.)  9 -mal  und  Gleichung 
(23.)  |7-mal  nach  t  differentiiert,  erhält  man  die  q  Glei- 
chungen 

dF  ,  dF  ,  ,  dF  _^,  ,         ,    dF    .  ^„      ^ 
und  die  p  Gleichungen 

Im  ganzen  verfügt  man  also,  wenn  man  die  Gleichungen 
(22.)  und  (23.)  hinzurechnet,  über  p  +  q  +  2  Gleichungen, 
aus  denen  man  die  p  +  q  +  1  Größen  y,  y*,  y'',  . . .  y<^+^J 
eliminieren  kann.  Das  Resultat  der  Elimination  ist  dann 
eine  Differential  -  Gleichung  (m  +  ?)^'  oder  (n  +  pf^  Ord- 
nung zwischen  t  und  a?,  und  zwar  ist  die  Ordnung  im  all- 
gemeinen der  größeren  von  diesen  beiden  Zahlen  wi  +  ^ 
und  n  +  J)  gleich.  In  besonderen  Fällen  kann  natürlich 
eine  Emiedrigimg  der  Ordnung  eintreten. 

Beispiel. 
Aufgabe  2.     Man  soll  die  beiden  simultanen  Differential- 
Gleichungen 

integi'ieren. 

Auflösung.  Durch  zweimalige  Differentiation  findet  man 
aus  Gleichung  (2(J.)  die  beiden  Gleichungen 

/OR^  **^       i^^A.^^  —  0 
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und  durch  einmalige  Differentiation  findet   man  aus  Glei- 
chung (27.) 

(30)  ^'ä^-^^^io^'-^-o 

Aus  den  fünf  Gleichungen  (26.)  bis  (30.)  kann  man  jetzt 
die  vier  Größen  y,  -i~>  -^^^  ?  -^  eliminieren.  Zieht  man 
nämlich  Gleichung  (30.)  von  Gleichung  (29.)  ab,  so  bleibt 

^^^•)  d¥  +  ^W  +  di  =  ^^ 

und  wenn  man  hiervon  noch  Gleichung  (26.)  abzieht, 

Indem   man   auf  diese   Differential -Gleichung  die  Be- 
zeichnungen der  Formel  Nr.  248  der  Tabelle  anwendet,  er- 
hält man  die  charakteristische  Gleichung 
(33.)  F{u)  =  w^  +  5^2  -f  4  =  0 

mit  den  Wurzeln 
(34.)       ri  =  +  i,     /•2=— i,     rs=  +  2i,    u  =  —  2i, 

9<0  =  12 ,     F\u)  =  4w3  +  10m  , 
F\r{)  =  +  Qi,  F\r2)  =  —  ^i,  F'{rs)  =  -I2i,   F{n)=  +  12i, 
folglich  wird 

i  t 

(35.)    X  =  ^-.  ^(Ci  +  12  je-''dt\  —  ~  e-'/Cg  +  12  je^dt\ 

0  l) 

0  u 

oder,  wenn  man 

Ci  —  12t  =  C'i ,  (72  +  12t  =  C'2,  Ca—  6/  =  C%  d  +  ei  =  d 

setzt, 

(35a.)  X  =  J(-  C'ic"  +  C'2e-")  +  j^(cv^'"  -  C'4e-2") -f-  i. 

Setzt  man  noch 

*(—  Ol  +  (T-a)  =  6^ ,  C'i  +  C"2  =  <6B, 

i{0^  -  C'^  =  12C,        —  Ca  —  C'i  =  12Z? , 

Kiep«rtj  Intejjyol  -  Rechnung.  W 
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so  geht  Gleichung  (35  a.)  über  in 
(36.)     x  =  3  +  Acost  +  Bsint  +  Cco8{2t)  +  D8in(2f), 
wobei  Ä^  B,  C  und  D  die   4   willkürlichen    Integrations- 
Konstanten  sind. 

Den  zugehörigen  Wert  von  y  findet  man  aus  den  Glei- 
chungen (27.)  und  (28.).     Eliminiert  man  nämlich  aus  diesen 

beiden   Gleichungen    ^-  ?  so  erhält  man 

also  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (36.) 

(38.)  y=7  +  bÄsint  —  bBcost  +  4Csin(20  —  4Dcos(2^). 

Sind  drei  simultane  Differential -Gleichungen  zwischen 
der  unabhängigen  Veränderlichen  t  und  den  Funktionen 
^t  Vt  ^  S^S^^^^t  ^^  kann  man  zunächst  da£  oben  an- 
gedeutete Verfahren  benutzen,  um  z  und  die  Ableitungen 
von  z  zu  eliminieren.  Dadurch  erhält  man  zwei  simultane 
Differential -Gleichungen,  welche  dieselbe  Form  haben  wie 
die  Gleichungen  (22.)  und  (23.)  und  deshalb  auch  in  der- 
selben Weise  behandelt  werden  können. 

Dieses  Verfahren  läßt  sich  noch  verallgemeinern  auf 
n  simultane  Differential -Gleichungen  zwischen  einer  unab- 
hängigen Veränderlichen  t  und  n  Funktionen  derselben. 

Häufig  wird  man  allerdings  das  entgegengesetzte  Ver- 
fahren anwenden,  indem  man  Differential -Gleichungen 
höherer  Ordnimg  auf  eine  größere  Anzahl  von  Differential- 
Gleichungen  niedrigerer  Ordnung  zurückführt  Beispiele 
dafür  bieten  schon  die  Angaben  in  §  87. 

§  117. 

Integration  linearer  simultaner  Differential-Gleichungen 
erster  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  254.) 
Zwei   simultane   Differential -Gleichungen    erster  Ord- 
nung zwischen    f,    x    und    y,    welche    in   bezug   auf  x,  y 
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3^j  -^  nur  vom  ersten  Grade  sind,  heißen  Jineare  Diffe- 
dt     dt  )  n 

rential- Gleichungen   erster   Ordnung'^    und    können    durch 

Elimination  von  ~^j  bezw.  von  -jj  auf  die  Form 
dt  dt 

düc 

(2.)  %  +  m)'X+g2{t).y  =  h2{t) 

gebracht  werden,  wobei  /i(^),  /*2(0,  9i{t)^  9^t),  hi{t\  h^t)  noch 
beliebige  Funktionen  von  t  sind. 

Die  Integration  dieser  Differential -Gleichimgen  kann 
nun  nach  einem  Verfahren,  das  von  d^Alemhert  angegeben 
und  von  Ampere  verbessert  ist,  in  folgender  Weise  aus- 
geführt werden.     Man  setze 

(3.)  w  =^x  —  vy^ 

also 

...  .  dx         dy       dw   ,      dv 

(4.)  x  =  w  +  vy,-^^-v-^^=-^  +  y^^, 

WO  V  eine  noch  passend  zu  wählende  Funktion  von  t  sein 
möge.  Indem  man  Gleichung  (2.)  mit  v  multipliziert  und 
von  Gleichung  (1.)  abzieht,  erhält  man 

dx         dy  j. 

(o.)     ^  ~  ^^  +  (A  —  ^f^)^  +  (ffi  —  '^giiy  =  Ai  —  vh2, 

wobei  der  Kürze  wegen 

A(0  =  A,    9i{t)  =  9u    hi{t)  =  h,, 

Mt)  =  A ,      92{t)  =  92j      h2(t)  =  A2 

gesetzt  ist.     Dies  gibt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4.) 

^  +  y^  +  (A  —  v/b)  {tv  +  vy)  +  (gi  ~  V92)y  =  Ai  —  vAg, 
oder 
(6.)     ^  +  (fi-  vf2)w  +  [^1  -  At^  +  {fi-92)v+9i]y 

=  Ai  —  vAa. 
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Da  man  über  die  Funktion  v  noch  willkürlich  ver- 
fügen darf,  so  kann  man  den  Koeffizienten  von  y  gleich 
Null  machen,  indem  man 

(7.)  J^=f2v^^  —  (fi—g2)v  —  gi 

setzt.  Obwohl  diese  Differential-Gleichung  zwischen  t  und 
V  nur  von  der  ersten  Ordnung  ist,  so  kann  man  doch  ihr 
allgemeines  Integral  nicht  immer  finden,  weil  sie  nicht 
linear  ist.  Zur  vollständigen  Lösung  der  Aufgabe  genügt 
es  aber,  daß  man  zwei  partikuläre  Integrale  Vi  und  ?'2 
kennt,  denn  dann  ergeben  sich  aus  Gleichung  (6.)  die  bei- 
den linearen  Differential -Gleichungen  erster  Ordnung 

(8.)  ^Y  +  (^1  ~"  ^1/2)^1  =  *i  —  ^1*2, 

(^•)  2f  +  (^1  ~"  ^'2/2)t<^2  =  /?i  —  V2J12, 

die  man  z.  B.  nach  der  JBeniouIli  sehen  Methode  integrieren 
kann.     Da  hierbei    zwei   Integrations-Konstante  Ci  und  C» 
auftreten,  so  findet  man  aus  den  Gleichungen 
(10.)  X  —  viy  =  Wi     und     x  —  v^y  =  W2 

die  allgenmnen  Werte  der  Funktionen  x  und  y. 

Beispiel. 
Aufgabe  1.     Man  soll  die  beiden  simultanen  Differential- 
Gleichungen 

(11.)  j^_4x-y=-36/, 

(12.)  ^|  +  22;-y=-2^ 

integrieren. 

Auflösung.  Indem  man  Gleichung  (12.)  mit  v  multi- 
pliziert und  von  Gleichung  (11.)  abzieht,  erhält  man 

(13.)  ^^_i;-g_(4  +  2i;)x-(l-r)y=^-3r)/  +  ^2e'.r. 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4.) 
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(14.)  ~-{i  +  '2v)iv  +  (^1  -  2t.2  _  3r  -  l)y 

=  —  36t  +  2e'.v. 

Über  die  willkürliche  Funktion  r  verfüge  man  jetzt 
so,  daß  in  Gleichung  (14.)  der  Koeffizient  von  y  ver- 
scliwindet.     Dies  gibt  ' 

(15,,  ^J"  =  '2r-'  +  3r  +  1  =  (2r  +  1)  (r  +  1) , 

oder 

^  ^  (2r  4-  i)  ("r  +  i)      2V  +  1      2;  +  r 

folglich  wird 

(17.)  f  =  ln(2r  +  1)  —  ln(?'  +  1)  —  Inf", 

oder 

In  diesem  Falle  hat  man  sogar  für  v  das  aUgemeine 
Integral  gefunden ;  da  man  aber  nur  zwei  partikuläre  Inte- 
grale braucht,  so  nehme  man  für  C  die  Werte  0  und  oo. 
Dadurch  erhält  man 

(19.)  n  =  -^     r2=-l, 

Werte,  von  denen  man  ohne  weiteres  erkennt,  daß  sie  der 
Gleichung  (15.)  genügen.  Aus  Gleichung  (14.)  ergeben  sich 
deshalb  die  beiden  linearen  Gleichungen  erster  Ordnung 

(20.)  ^2'  -  3w,  =  —  36f  -  e', 

(21.)  ^^''  —  2iv.  =  —  S6t  —  2(/. 

fff 

Setzt  man  jetzt 
(22.)  Wi  =  iiiZi,     W'i  =r  u^Z',, 

80  gehen  die  Gleichungen  (20.)  und  (21.)  über  in 


(23.)  „.^'  +  ^.(^;'-H„,)=_36 


36r 
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(24.)  „3^^  +  ,^^_2«2)=-36^-2«', 

folglich  wird  man  setzen 

(25.)  ^-'^  =  3rf^     ^^  =  2dt, 

also 

(26.)  ui  =  ^,     U2  =  e^'. 

Dadurch  gehen  die  Gleichungen  (23.)  und  (24.)  über  in 

(27.)  %-  =  —  36<e-«'  —  e-a', 

•  dt 

(28.)  ^^-  =  —  36^6-2/  _  2e-/, 

folglich  wird 

(29.)  zi  =  4(8^  +  1)6-«'  +  ^er^^+Ci, 

(30.)  Z2  =  9(2^  +  1)^^'  +  2e-'  +  Cb. 

Dies  gibt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (3.) 

(31.)        wi  =  u,z,  =  12f  +  4  +  I  e'  +  Cie^=  X  +  |y, 

(32.)        W2  =  U2Z2  =  18<  +  9  +  2e'  +  €2^^  =  x  +  y, 
also 

(33.)  x=&t  —  \  —  e'+2Cne''—  C2^* , 

(34.)  y  =  12^  +  10  +  3^  —  2Cie«'  +  2(72e2^ 

Setzt  man  noch 

—  C2  =  A,     2Ci  =  5, 
so  stimmen  diese  Gleichungen  genau  mit  den  Gleichungen 
(18.)  und  (19.)  in  §  116  überein,  welche  man  bei  der  Lösung 
derselben  Aufgabe  fand. 

Sind  die  Koeffizienten  /l,  /'2,  ^1,  ^2  konstant,  so  darf 
man  für  Vi  und  V2  immer,  wie  es  in  dem  vorhergehenden 
Beispiele  geschehen  ist,  die  beiden  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung 

/2v2  —  (A  —  92)v—gi  =  0 
setzen,  denn  in  diesem  Falle  werden  vi  und  V2  Konstante, 
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deren  Ableitung  gleich  Null  ist;  sie  genügen  deshalb  der 
Differential  -  Gleichung  (7.). 


Das  angegebene  Verfahren  kann  man  auch  auf  drei 
simultane  Differential -Gleichungen  von  der  Form 

(33.)  -^  +  fiX  4-  giy  +  hiz  =  ki , 

(36.)  '^£  +  f2X  +  g^  +  hz  =  k2, 

dz 
^^^•)  dt  +f^  +  9^  +  ^^  =  *^^ 

übertragen,  wobei  /*«,  ga^  ä«,  ä«  (für  a=l,  2,  3)  noch 
Funktionen  von  t  sein  dürfen.  Zieht  man  jetzt  die  Glei- 
chungen (36.)  und  (37.),  nachdem  man  sie  bezw.  mit  den 
willkürlichen  Funktionen  v  und  w  multipliziert  hat,  von 
Gleichung  (35.)  ab,  so  erhält  man 

^^^•^    'dt~^^t~''^~^  "^  (A— v/2— t^/3)a;  +  (^i— vj'g  — w;5r3)j^ 
+  (Äi  —  vh2  —  wh\iiz  =  k\  —  vk2  —  wk^ . 
Indem  man  noch 
(39.)         X  —  vy  —  wz  =  u,     also     x  =  u -\- vy -{- wz 
setzt,  erhält  man 
.^^v  dx         dy  dz       du   ,      dv  ,      dw 

Durch  Einsetzen  dieser  Werte  geht  Gleichung  (38.) 
über  in 

(41.)    ^  +  y^^  +  z-^^  +  (A  —  vf2  —  wfn){u  +  vy  +  wz) 

+  {gi—  vg2  —  '^9'6)y  +  (Äi  —  vh2  —  wh^)z  =  ki  —  ?;/f2  —  wk^. 

Jetzt  kann  man  über  die  willkürlichen  Funktionen  v 
und  w  so  verfügen,  daß  in  dieser  Gleichung  die  Koefli- 
aienten  von  y  und  z  verschwinden,  indem  man 

(42.)        ^"  +  (/i  ■"  ^^2  —  wf3)v  +  (^i—  vg2  —  wgs)  =  0, 


648     §  117.     Integration  simnltaner  Differential -Gleichungen. 

(4H.)  j.  +  {fi  —  vfo  ~  wU)w  +  {hi—  v7i2  —  wh'i)  =  0 

setzt.     Dadurch  reduziert  sich  Gleichung  (41.)  auf 

(44.)  j^  +(/*!  —  vfi  —  wfs)u  =  Ä-i  —  vk2  —  tvks. 

Die  Gleichungen  (42.)  und  (43.)  enthalten  nur  die  Ver- 
änderlichen t^  V  und  w:  sie  sind  aber  in  bezug  auf  v  und 
w  nicht  linear,  so  daß  ihre  Integration  in  den  meisten 
Fällen  auf  Schwierigkeiten  stoßen  wird.  Es  genügt,  aber 
auch  hier,  von  diesen  beiden  Differential -Gleichungen  drei 
partikuläre  Lösungen  vi  und  wi,  V2  und  tV2^  vs  und  u^a  zu 
kennen,  denn  zu  jedem  solchen  Wertepaare  ergibt  sich  aus 
Gleichung  (44.)  eine  lineare  Differential- Gleichung  erster 
Ordnung,  deren  Integrale  wi,  U2j  us  jedesmal  eine  willkür- 
liche Integrations- Konstante  enthalten.  Dann  findet  man 
aber  aus  den  Gleichungen 

IX  —  viy  —  tviz  =  ui, 
X  —  V2y  —  W2Z  =  ll2, 
X  —  v^y  —  W'^z  =  n,) 
die  allgemeinen  Werte  von  .r,  ?/,  z. 

Sind  die  Koeffizienten  ^,  f2^  f-u  f/ij  ff2j  [/Si  ^'i?  /^2?  ^'.^ 
konstant,  so  genügen  den  Gleichungen  (42.)  und  (43.)  kon- 
stante Werte  von   r  und  w^  die  sich  aus  den  Gleichungen 

(46.)  (fi  —  vfi  —  wfn)v  +  (gi  —  vg2  —  wgn)  =  0, 

(47.)  (/*!  —  Vf2  —  wfH)w  +  (/?!  —  Vh2  —  ^h)  =  0 

ergeben.     Setzt  man  zur  Auflösung  dieser  Gleichungen 

(48.)  f^_vf2-wf^  =  r, 

so  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen 

(48a.)  (r  -  A)  +  f2V  +  f^w  =  0, 

(49.)  Sfi  +  (r  —  g2)r  —  g^w  =  0 , 

(50.)  h,  —  h2V  +  (r  —  h^tv  =  0. 

Durch  Elimination  von  r  und  w  findet  man  aus  diesen 
Gleichungen  für  r  die  kubische  Gleichung 
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(51.)  gy ,     r  —  g2,        —  ga    j  =  0 , 

*  //i,        — 7/2,     f  —  Aa 

oder 

(51  a.)  {r  —  fi){r  —  g^)  {r  —  Aa)  —  gMr  —  fi)  —  hif^{r  —  ^2) 

—  f2g\{r  —  h's)  —  (29^1  —  f^\h2  =  0. 

Sind  ri,  r2,  r^  die  Wurzeln  dieser  kubischen  Gleichung, 
so  findet  man  aus  den  Gleichungen  (48aO  bis  (50.)  die  zu- 
gehörigen Wert«  von  r  und  w^  und  Gleichung  (44.)  nimmt 
die  Form 

(52.)         -  "  +  Tatia  =  ^\  —  Vak'>  —  w^kn  (für  ß  =  1,  2,  3) 

an,    deren    allgemeines  Integral  nach  Formel  Nr.  218  der 
Tabelle  durch  die  Gleichung 

(53.)  Ua  =  e-^af[j\k,  —  Vako  —  wjc^e^a^dt  +   Ca] 

dargestellt  wird. 

Beispiel. 
Aufgabe  2.     Man  soll  die  drei  simultanen  Differential- 
Gleichungen 

(54.)  ^  _  7:r  —  34y  +  42^  =  2(^\ 

(55.)  ^4-    x  +  lOy—    Q>z  =  5e'^ 

dz 
(56.)  -  —  4x  —  \0y  +  18^  =  8e^»»^ 

integrieren. 

Auflösung.     Indem  man  die  Gleichungen  (55.)  und  (56.) 
bezw.  mit  den  willkürlichen  Funktionen  v  und  w  multipli- 
ziert und  dann  von  Gleichung  (54.)  abzieht,  erhält  man 
,^r^.    dx         dy  dz    .    .      ^  ,    4    ^ 

+  (—  34  —  10t'  +  10?%  +  (42  +  6v  —  l»w)z 
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Diese  Gleichung  reduziert  sich  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (39.)  und  (40.)  auf 

^^^•^   dt  "*"  ^~dt  "'"  ^  dl  +  (—  ^  —  ^  +  *^)("  +  ^  +  ^^) 
+{—34:—10v+10w)y+{'i2+Gv'-18w)z  =  2^*^— öre^'— Sm^p^T 
Setzt  man  jetzt  noch 

—  7  —  v-{-4w  =  r,     oder     r -\- 7 -{- v  —  4t6'  =  0, 
_  34  +  (r  —  10)?;  +  lOw  =  0, 
42  +  6t;  +  (r  —  18)w  =  0, 
so  werden   in  Gleichung  (58.)  die  Koeffizienten  von  y  und 
von  z  gleich  Null,  weil  für  konstante  Werte  von  v  und  tr 

die  Ableitungen  -jr^  und   -j-  verschwinden.    Eliminiert  man 

aus   den   Gleichungen  (59.)  die  Größen  v  und  u;,  so  erhält 

man 

(60.)  r^  —  2\r^  +  126r  —  216  =  (r  —  3)(r  —  6)(r  —  12)  =  0, 

also 

(Gl.)  n  =  3,     ^2  =  6,     r3=12. 

Die  zugehörigen  Werte  von  v  und  w  findet  man  dann 
aus  den  Gleichungen  (59.),  welche  dm^ch  Einsetzen  der  be- 
sonderen Werte  von  r  die  Form 

—  Vi  +  4tri  =  10,    — V2  +  4:W2  =  13,    —  t'a  +  ^Ws  =  19, 


(^2-)    l— 7t'i4-10w^i=34,  — 4i;2+10it'2=34,  +2t'3+10tixj=34 
annehmen.     Daraus  ergibt  sich 

(  vi  =  — 2,  w;i= +  2;     va  =  —  1,  w^2  =  +  3: 
^^^•^     l  ^;3  =  _3,  t.3  =  +  4. 

Deshalb  erhält  man  aus  Gleichung  (68.)  die  drei  linearen 
Diff  erential  -  Gleichungen  erster  Ordnung 

(64.)  -^+    3ui  =  2e«'  +  lOe^'  —  leei«, 

(65.)  *^^+    6u2  =  2e*'  +  5e''  — 24e»"', 

(66.)  '^"'  +  12m3  =  2e*'  +  15e''  —  32ei'>'; 

folglich  ist 
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(67.)  ui  =  e-»'  [/(2e*'  +  lOe''  —  löe'^^^e^^dt  +  cA 
9  Iß 

(68.)   M2  =  e-6'  [/(2e*'  +  5e''  -  24e"")  e^'d«  +  C^ 
(69.)   U3  =  €r-^^[f{2e*'  +  15e''  —  32ei»0  e'^'dt  +  C3I 

=  (736-12^  + 1  «** + il «"  -  n  «'"'• 

Sohließlicli  findet  man  aus  den  Gleichungen 
(70.)  a:  +  2y  —  2z  =  ui,  x-\-y  —  3^  =  W2,  x  +  3y  —  4^  =  M3 
die  Werte  der  Funktionen  x,  y,  -?  selbst,  nämlich 

|3x  =  5mi  +  2u2  —  4u3, 
3y=    Ml— 2w2+    «*a, 
80  =  2wi  —    t*2  —    W3, 
oder 

3a:  =  bCie-^*  +  2C2e-^''  —  4:0^6-^^^  +  ?ö  ^'  +  Ü?  ^'' 

477 
143^    ' 

+  143*    ' 

fiQ  204- 

+  286      • 


(72.) 


XIX.  Abschnitt. 

Näherungsmethoden  zur  Integration 
gewöhnlicher  Differential  -  Gleichungen. 

§  118. 

Verallgemeinerung  der  Simpsonschen  Regel  zur 
Auflösung  von  Differential-Gleichungen  erster  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  265.) 
In  §  85  wxirde  ein  von  Euler  herrührendes  Verfahren 
erläutert,   das   näheningsweise   die   Integration   der   Diffe- 
rential- Grleichiing 

dadurch  herbeiführte,  daß  man  in  dem  beliebig  gewählten 
Anfangspunkte  A  mit  den  Koordinaten 
X  ^=  a^     y  =  h 

aus  öleichung  (1.)  die  Eichtung  der  Tangente  findet,  denn 
es  wird 

(2.)  iga  =  (p{a,b), 

wo  a  der  Winkel  ist,  den  die  Tangente  im  Punkte  Ä  mit 

der  positiven  Richtung  der  X-Achse  bildet.     Nimmt  man 

auf  dieser  Tangente  einen  benachbarten  Punkt  Ä\  mit  den 

Koordinaten 

x  =  ai,     y  =  bi, 

so  ist  «1  noch  beliebig,  während  man  b\  aus  der  Gleichung 
(3.)        hi—b  =  ^^^(ai  —  a),    oder    bi  =  b  +  {a,  —  a)  ,^a,  b) 
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findet.  Die  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  Äi  ifindet 
man  dann  aus  der  G-leichung 

(4.)  tgai  =  ^ai,6i). 

Auch  auf  dieser  Tangente  kann  man  einen  zu  Äi  be- 
nachbarten Punkt  A2  mit  den  Koordinaten 

annehmen  und  den  Wert  von  60  aus  der  öleichung 
(5.)  b'2  =  bi  +  [a-y  —  ai)  .  (p{ai ,  bi) 

ausrechnen.  Indem  man  dieses  Verfahren  fortsetzt,  kann 
man  ein  Vieleck  AÄiÄ2Äs».>  auffinden,  das  in  eine  Inte- 
gral-Kurve  übergeht,  wenn  man  die  Punkte  Ä,  J.i,  Ä2, 
An,. ,-  einander  unendlich  nahe  rücken  läßt 

In  dieser  Erkenntnis  liegt  der  Wert  des  ^wZerschen 
Verfahrens;  will  man  aber  die  aufeinander  folgenden  Werte 
61  j  ^21  fty,  •..  durch  die  GMeichungen  (3.),  (5.)  usw.  berechnen, 
so  wird  man  nur  einen  geringen  Grad  von  Genauigkeit 
erzielen  können,  auch  wenn  man  die  Intervalle 

dl  —  d^     ch  —  d\  j     a.',  —  0-2, . . . 

sehr  klein  nimmt.  Der  Fehler,  welcher  schon  bei  der  Be- 
rechnung von  61  auftritt,  wird  zwar  mit  Ui  —  a  verschwin- 
dend klein  von  der  zweiten  Ordnung,  aber  er  vergrößert 
den  bei  der  Berechnung  von  6j  begangenen  Fehler  noch 
auf  zweifache  Weise.  Erstens  liegt  der  Punkt  Ai  nicht 
genau  auf  der  Integral-Kurve,  und  zweitens  wird  auch  die 
Richtung  der  Tangente  in  Ai  fehlerhaft,  weil  in  g)(ai,  61) 
der  Wert  von  61  nicht  genau  richtig  ist.  Deshalb  wird  die 
Ungenauigkeit  mit  jedem  weiteren  Schritte  größer,  so  daß 
das  Verfahren  von  Euler  für  numerische  Rechnungen 
wenig  geeignet  erscheint. 

Man  kann  aber  durch  die  von  Herrn  Bunge  im  Jahre 
1894  gegebene  Verallgemeinei-ung  der  Simpsonschen  Regel 
(Mathematische  Annalen,  Band  4G,  Seite  167 — 178)  er- 
reichen, daß  der  berechnete  Näherungswert  von  y  nur 
einen  Fehler  aufweist,  der  mit  «i  —  a  verschwindend  klein 
wird  von  der  vierten  Ordnung,  und  daß  die  Fehler  auch  noch 
hinreichend  klein  bleiben,  wenn  man  eine  größere  Anzahl 
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von  Schritten  vorwärts  macht,  d.  h.  wenn  man  ein  oem- 
lich  langes  Bogenstück  der  Integral -Kurve  durchläuft. 

Zunächst  setze  man  für  die   Gleichung  der  Integral- 
Kurve 

(6)     y- M  -  m  +  ^'If  (X  -  «)  +  f'^f  (» -  af 

und  macho 

{7.)  X    -  a  =  It 

so  klein,  daß  das  Restglied  R  in  der  Entwickelung  für 
hinreichend  große  Werte  von  n  beliebig  klein  wird.  Da- 
bei ist,  wenn  man  der  Kürze  wegen  g)  statt  9){x,  y)  schreibt 
(vergl.  D.-R.,  Seite  705,  Gleichung  (14.)  bis  (16.)), 

(8.)      -^|  =  A^)  =^fi^,y)  =  9, 


\dx  "^  dy  dx) '^  dy  d3?~^  ' 


dy  dx/      dy  da? 

^/d(p      d<p  %\(3)       yffig>       d^-fpdif\tPy 
\dx  "^  dy  dx)  "^    \dxdy  '^  dt/'  dx/ d^ 

d<pd^  _ 
■^  dy  dx^~^  ' 

Fernei'  ist  nach  dem  Taj/^or  sehen  Lehrsatze  für  Funk- 
tionen von  zwei  Veränderlichen 

(12.)      ^(x  +  h,y  +  k)  =  g^x,y)  +  ^-(^^^h+^k) 
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Jetzt  schreibe  man  oco  statt  a,  yo  =  f{xo)  statt  6,  g>  statt 
9>(ak)j  yo)  lind  setze 
(7  a.)  X  —  Xi)  =  hj 

dann  geht  Gleichung  (6.)  über  in 

Nennt  man  sodann  den  durch  das  Hulersche  Verfahren 
gefundenen  Näherungswert  y',  so  wird 
(14.)  y'  =  yo  +  (fioco,  yo) .  /^  =  2/0  +  f*{Xi>) .  // . 

Eine  noch  bessere  Annäherung  Y  findet  man,  indem 
man  der  Tangente  im  Punkte  Ä  die  Richtung  gibt,  welche 
sie  haben  würde,  wenn  der  Anfangspunkt  in  der  Mitte  der 
Geraden  ÄÄi  läge  und  deshalb  die  Koordinaten 

xo  +  x  ,  h      yo  +  y*  ,      ,         .    h 

hätte,  und  dann  so  rechnet  wie  bei  dem  JB/w^er sehen  Xei- 
fahren.     Daraus  findet  man 

(15.)  Y=yo  +  <p{^^-p^^,^y)?, 

=  9o  +  <p\xo+  ^^  yo  +  (f{Xi),  yoj^h- 
Nun  ist  nach  Gleichung  (12.),  wenn  man  ^    statt   //, 

TL  ^ 

g>  •  ^  statt  k  schreibt  und  q){Xi)^  yo)  mit  (p  bezeichnet, 
9)(xo+|.  yo  +  9>-|)=«iP(xo,yo)+(-^|  +  ^|9>)| 

+  2fe  +  %^>/    4  +3!te  +  öy^;   8  +■•" 

(16.)  y=yo  +  <pf'+(^ö^  +  Q-<p)-2+{ö-^  +  eyV  8 

+  \M  +  dyV  48  +  --- 

dy 


also 


=  yi>+    i-|    A+    2!    ^'  +  {:dx  +  dyV   8  + 
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Dor  Wert  von  Y  uiitei'scheidet  sich  daher  von  y  nur 
lun  eine  Größe,  welche  mit  //  verschwindend  klein  wird 
von  der  dritten  Ordnung. 

Man  kann  aber  die  Annäherang  noch  weiter  treiben. 
Setzt  man  nämlich 

(1 7.)  y"  =  2/0  +  V<^^  y*)'^f=  !/i)  +  <p[xi)  +  //,  yo  -r  <p{^,  yu)*]/': 

so  tindot  man  aus  Gleichung  (12.),  indem  man 

k  =  (pi,xo,  yo)/f 
setzt, 

(1«.)  //"  =  yo  +  <p{x„,  y,,)/,  +  (^1  +  1^  ?))/'■' 

+  2iKdx  +  dyV  ^  +Bidx  +  dyV  *'+- 
Daraus  folgt 
(19.)  <fix,  y)  =  (p(x,>  +  /»,  yu  +  /.•) 

wobei  aber  nach  Gleichung  (18.) 
ist.     Deshalb  wird 


Setzt  man  also 
r22.)  y'"  =  !/o  +  <f{x,  y'Vh 

so  untei-scheidet  sieh  dieser  dritte  Näherungswert  y***  von  y 
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ebenfalls  nur  um  eine  Größe,   welche  mit  h  zugleich  ver- 
schwindend klein  wird  von  der  dritten  Ordnung. 

Aus  diesen  drei  Größen  y,  F,  y*"  kann  man  jetzt  aber 
einen  vierten  Näherungswert  yi  bilden,  der  sich  von  y  nur 
um  eine  verschwindend  kleine  Größe  vierter  Ordnung  unter- 
scheidet    Setzt  man  nämlich 
(23.)  6yi  =  j/'  +  4r+y- 

also 

(24.)  y.  =  yo  +  |[^(xo,  yo)  +  4^(^-f-".  ^'^^) 

+  9>{x,y")j, 
so  erhält  man  nach  den  Qleichongen  (16.)  and  (21.) 

(26.)  yi  =  yo  +  <f>{xo,  yo)h  +  >,(^^  +  ^^  9')*^ 

Nun  ist  nach  den  Gleichungen  (9.)  bis  (11.) 

'^^^^Kdi  +  dyV  +dyKdx  +  dyV 

+  \d^y  +  df  VKdx  +  dy  V 

folglich  geht  Gleichung  (25.)  über  in 

Kiepart,  Integral -Rechnung.  A3, 
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Deshalb  wird  nach  Gleichung  (13.) 

+l(ir+i-f-0(S+l-)]*'+- 

also  eine  Größe,  welche  mit  h  zugleich  verschwindend  klein 
wird  von  der  vierten  Ordnung. 

Aus  Gleichung  (2-L)  erhält  man  als  besonderen  Fall 
die  Simpson sohe  Regel,  wenn  man  annimmt,  daß  ^x^y) 
von  y  imabhängig  ist.  Die  vorgelegte  Differential -Glei- 
chung geht  dann  über  in 

und  Gleichung  (24.)  erhält  die  Form 

Vi  =  t/u  +  Q  ]j>{x,)  +  4g) (^2  -^  +  9P(a:)J , 
die  mit  Formel  Nr.  193  der  Tabelle,  nämlich  mit 

y.  -  //"  =  jf{x)dx  =  3  [a«)  +  4/-(a  +  A)  +  f{a  +  2*;^ 

a 

ühcu'oinstinimt,  wenn  man  li  mit  2//,  (p  mit  f^  X{)  mit  a,  also 
' '\y        mit  a-\-h  und  x  mit  a  +  2Ä  vertauscht, 

Hei  Anwendung  der  in  Gleichung  (24.)  gegebenen  Nähe- 
run<>:siorniel  ist  es  für  die  zu  erzielende  Genauigkeit  im 
allg(»meinen  wesentlich,  daß  der  Wert  von 

^^  =  X^a  =  <fix,y) 

nicht  zu  ^^roß  wird:  namentlich  sind  die  Stellen  zu  ver- 
meiden, an  denen  diese  Größe  unendlich  groß  wird,  damit 
die  benutzte  Keihen-Entwickelung  konvergent  bleibt  Dies 
Avii-d  man  erreichen,  wenn  man  x  nur  so  lange  als  unab- 
hängige Veränderliche  beibehält,  wie 

(f{x,  //)    ^  +  1 
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ist.  Wird  i  ^x,  y)  >  +  1  >  so  wendet  man  das  beschrie- 
bene Verfahren  auf  die  Diff erential  -  Gleichung 

dx_      1_ 

dy  ~  9)(rr,  y) 

an,  bei  der  man  y  als  die  unabhängige  Veränderliche  an- 
sieht. 

§  119. 

Übungs- Beispiel. 

Aufgabe.     Gegeben  ist  die  Diff  erential  -  Gleichung 

(W  dy^y  —  x^ 

^  ^^  dx      y  +  x' 

man  soll  diejenige  Integralkurve  aufsuchen,  welche  den 
Punkt  mit  den  Koordinaten  x  =  0,  j/  =  1  zum  Anfangs- 
punkt hat. 

Auflösung.  Die  Aufgabe  ist  so  gewählt,  daß  man  die 
Integration  auch  in  geschlossener  Form  ausführen  kann, 
damit  man  für  die  Genauigkeit  des  Verfahrens  eine  Kon- 
trolle hat.  Bringt  man  nämlich  die  Gleichung  (1.)  auf  die 
Form 

(2.)  {X  —  y)d.x  +  {y  +  x)dy  =0, 

oder 

(2  a.)  {xdx  +  ydy)  +  {xdy  —  ydx)  =  0 , 

so  erkennt  man,  daß  die  Koeffizienten  von  dx  und  dy 
homogene  Funktionen  gleich  hohen  Grades  sind,  und  daß 
deshalb  die  Substitution  y  =^  xz  zur  Trennung  der  Variablen 
führt. 

Noch  einfacher  findet  man  die  Integration  durch  Ein- 
führung von  Polarkoordinaten.     Setzt  man 
(3.)  x  =  rcos9),     y  =  rsm(f^ 

also 

(4.)  tg.f=^    r2  =  af'  +  y->, 

^  wird 

J^.)^v-'^        xdy  —  ydx  =  r^d^,     xdx  +  ydy  =  rdr, 
^(5lglich  gellt  Gleichung  (2  a.)  über  in 

^1*   • 
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dr 
(6.)  rdr  +  r^dq>  =  0,     oder         +  d(p  =  0. 

Dies  gibt 
(7.)  Inr  =  C  —  9),     oder    r  =  e^-'f. 

Dabei  ist  die  Integrationskonstante  C  so  zu  bestimmen, 

daß  r  gleich  1  wird  für  9)  gleich  -^?  folglich  ist 

jr 

.- m 

(8.)  r  =  e- 

die  Gleichung  der  gesuchten  Integralkurve,   die   demnach 

eine  logarithmische  Spirale  ist. 

Bei  Prüfung,  ob  das  angegebene  Verfahren  genaue 
Resultate  liefert,  genügt  es  natürlich  nicht,  zwei  oder  drei 
Schritte  auszuführen ;  man  muß  vielmehr  eine  größere  An- 
zahl von  Punkten  der  Integralkurve  durch  die  Näherungs- 
methode bestimmen,  um  den  Verlauf  eines  längeren  Bogen- 
abschnittes  zur  Vergleichung  heranzuziehen.  Da  liegt  es 
bei  dem  vorliegenden  Beispiele  nahe,  den  Winkel  q>  zwi- 
schen 90^  und  45^'  (oder  =  und  *,  )  in  eine  Anzahl  gleicher 

Teile,  z.  B.  in  12  gleiche  Teile  zu  zerlegen  und  zunächst 
aus  Gleichung  (8.)  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  zu- 
gehörigen Punkte  zu  berechnen.  Dies  gibt  die  folgende 
Tabelle:*) 


f 

r 

X 

y 

90« 

1,0000000 

'     0,0000000 

1,0000000 

86« 

15' 

'     1,067  639  2 

'     0,069826  9 

1     1,0653532 

82« 

30- 

1     1,1398533 

i     0,148  780  7 

1,130 101  9 

78« 

45' 

1,216  952  2 

>     0,237  415  6 

1,193568  7 

75« 

1,299  265  9 

0,3362748 

1,254994  6 

71« 

15' 

1,387  147  1 

0,445883  9 

1,313  531  3 

67« 

30' 

1,480972  6 

0,566  743  7 

1,3682402 

63» 

45' 

1,581144  5 

'     0,699322  3 

1,418085  2 

60« 

1,6880917 

0,844  045  9 

]     1,4619302 

*)  Die  Berechnung  ist  mit  siebenstelligen  Logarithmen  ausge- 
führt; die  beiden  letzten  Stellen  sind  daher  nicht  mehr  unbedingt 
sicher. 
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'p 

r 

X 

y 

56»  15' 

1.802272  9 

1,0012893 

1,4985354 

52  »30' 

1,924177  3 

1,1713649 

1,5265525 

48»  45' 

i     2,054326  9 

1,3545121 

1,5445248 

45» 

2,1932902 

1,5508832 

1,5508832 

Zu  den  gefundenen  Werten  von  x  berechnet  man  so- 
dann Schritt  für  Schritt  die  zugehörigen  Näherungswerte 
von  y.    Man  setze  daher  zuerst 

ar„  =  0,     2/0=1,     a;  =  0,069  826  9,     also    A  =  0,0698269; 
dies  gibt 

yte.,  i/o)  =  f  ~^"  =  1,  y  =  j/„  +  y(a^,  yo) .  h  =  1,069826  9; 
Z/o  +  X{) 

y  =  yo  +  'P{x,  y).h  =  yo  +  yTi^-f' 

0,069  826  9      ■^61970^. 
=  ^  +  i;i39-653"8  =  ^'^^^2'^^' 

■x,t  +  x    yi,  +  y'\_yi)  +  y'  —  xo  —  x 


/■ro-t 

n-2 


> 


2/0  +  y'  +  X()  +  x 

^  =0,934  730  7; 


nx,  y")  = 


=  0,870  532  5. 


2,139  653  8 
f  —  x_  0,991^43  4 
y*'  +  x  ""1,131097  2 
Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

'xo  +  X    yo  +  y* 


)+9{x,r)] 


Vi  =  yo  +  g  ^^{Xi),  2/0)  +  i^(^  2~ 
ein,  so  erhält  man 

yl  =  yo  +  I  (1  +  3,738  922  8  +  0,876  532  5) 

=  1  +  ß  •  5,615  455  3  =  1,065  351  6 . 

Der  Fehler  beträgt  also  nur 

—  0,000  0016. 

Rechnet  man  mit  diesem  fehlerhaften  Werte  von  y 
weiter  und  entnimmt  den  nächsten  Wert  von  x  der  oben 
aufgestellten  Tabelle,  so  hat  man  zu  setzen 
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iro  =  0,069  826  9;    yo=  1,065  351  6;     x  =  0,148  780  7, 

also 

A  =  0,078  953  8, 
so  erhält  man 

.         .      yo  —  xo      0,995  524  7       .  _^ .  ._ .  . 
9'(^'2^o)  =  J^-^  =  ^35^7g5  ^0,8.69.64, 

y'  ==  yo  4-  gp(a:o,  yo) .h  =  yo  +  0,876 976 4  . 0,078 953 8 
=  yo  +  0,069  240  6  =  1,134  592  2 ; 

y  =  yo  +  9{x,  y).h  =  y,  +  J|g 3J2-9  •  0.078 953 8 
=  y„  +  0,060  647  7  =  1,125  999  3: 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

yr  =  yo  +  J  [^..„  yo)  +  ^^-^.  ^"  J  0  +  y<x,  r)] 

ein,  so  erhält  man 

t/1  =  yo  +  g  (0,876  976  4  +  3,276  897  6  +  0,766  578  2) 

=  1,130  099  7. 
Der  Fehler  beträgt  also  mir 

—  0,000  002  2. 
Indem  man   so   weiter  fortfährt,  findet   man   die  fol- 
gende Tabelle: 


X  I 

L 


Wahrer  Wert      Näherungswert ;  Fehle  • 

von  y  von  y 


0,0000000  I    1,0000000  I    1,0000000  0,0000000 

0,069826  9  1,065  353  2  1    1,0653516  —0,0000016 

0,148  780  7  1,1301019  1,130099  7  —0,0000022 

0,237  415  6  1,193568  7  1,1935671  —0,0000016 

0,3362748  1,254  9946  ,    1,2549940  —0,000000  6 

0,445883  9  '    1,313  5313  1,313533  0  +0,0000017 

0,566  743  7  1    1,3682402  '    1,368244  7  +0,0000045 

0,699  322  3  I    1,418085  2  1,418  0933  +0,0000081 
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"Wahrer  Wert 
von  y 


Nähemngfswert ; 
von  y 


Fehler 


0344045  9 
1,001 289  3 
1,1713649 
1,3545121 
1,5508832 


T 


1,4619302 
1,4985354 
1,526552  5 
1,5445248 
1,5508832 


1,461942  7. 
1,4985528 
1,526576  3 
1,544  5562 
1,5509233 


+  0,0000125 
+  0,0000174 
+  0,0000238 
+  0,0000314 
+  0,0000401 


Die  Genauigkeit  ist  also  bis  zum  12.  Schritte  noch  eine 
durchaus  befriedigende,  obgleich  der  Zuwachs  von  x  bei 
jedem  Schritte  größer  geworden  ist  und  zuletzt  nahezu  0,2 
beträgt.  Macht  man  die  Intervalle  der  aufeinander  folgen- 
den Werte  von  x  noch  kleiner,  macht  man  sie  z.  B.  sämt- 
lich gleich  0,08,  so  kann  man  die  Genauigkeit  bedeutend 
weiter  treiben,  wie  man  aus  der  folgenden  Tabelle  ersieht. 
Dabei  sind  zur  Kontrolle  noch  einige  von  den  oben  aus  der 
Gleichung 

n 

r  =  e 
berechneten  Wertepaaren  von  x  und  y  eingeschaltet. 


X 

j  Wahrer  Wert 

1  Näherungswert  ! 

Fehler 

von  y 

von  y 

0,0000000 

\    1,0000000 

1,0000000 

0,0000000 

0,08 

1,0741926 

0,16 

1,1386304 

0,24 

1,195289  7     .. 

0,32 

1 

1,2454841 

0,3362748 

,    1,254994  6 

1,2549924     j 

—  0,0000022 

0,40 

1,290142  0 

0,48 

1,329  9498     , 

0,56 

1,365432  6     ' 

0,64 

1,3970031     ! 

0,72 

1,4249928     \ 

0,80 

1,449672  7     , 

0,8440459 

1,4619302 

1,461 931 0 

+  0,0000008 

0,88 

1 

1,4712675 

0,96 

1,489  965  8 

664  §  119.  Verallgemeiuerung  d.  Simpaonschen Kegel;  Ülmngs -Beispiel. 


X 

Wahrer  Wert 

1  If  äherongswert  j 

Fehler 

von  y 

von  y         ; 

1,04 

,     1,505927  7    ' 

1,12 

1,6192900 

1,20 

j    1,5301706    ! 

1,28 

1    1,5386716 

1,36 

1,5448820    : 

1,44 

,    1,5488795    ! 

1,52 

1,5507322    1 

1,5508832 

1,550883  2 

i    1,5508865    ! 

+  0,0000033 

Die  Genauigkeit,  welche  auf  diesem  Wege  erzielt  wird, 
ist  eine  überraschend  große;  doch  ist  damit  noch  nicht 
gesagt,  daß  bei  anderen  Aufgaben  das  Endresultat  in  glei- 
chem Maße  befriedigen  wird.  Es  wäre  vielmehr  zu  er- 
streben, die  angegebene  Methode  noch  durch  ein  Verfahren 
zu  ergänzen,  das  für  die  einzelnen  aufeinander  folgenden 
Schritte  eine  zuverlässige  Fehlergrenze  liefert,  damit  man 
sich  bei  jeder  Stelle  der  Rechnung  darüber  Rechenschaft 
geben  kann,  wie  groß  die  Genauigkeit  ist. 


In  ähnlicher  Weise,  wie  die  Sim2)S0Jische  Regel  zur 
Erzielung  von  stärkerer  Annäherung  verallgemeinert  wor- 
den ist,  läßt  sich  auch  die  vorstehende  Methode  noch 
\veitorführen ;  namentlich  läßt  sich  auch  die  Gau  fische 
Quadratur  auf  die  Integration  der  Differential -Gleichungen 
übertragen.  Die  Genauigkeit  wird  dadurch  zwar  noch  ge- 
steigeii: ,  ti'otzdem  mögen  diese  Verallgemeinerungen  hier 
übergangen  werden,  weil  es  für  die  Erzielung  größerer 
Genauigkeit  im  allgemeinen  zweckmäßiger  sein  wird,  unter 
Beibehaltung  der  vorstehenden  Methode  die  Intervalle 
zwischen  den  aufeinander  folgenden  Werten  von  x  zu  ver- 
kleinern: denn  die  Einführung  der  verallgemeinerten  Me- 
thoden würde  für  jeden  einzelnen  Schritt  erheblich  um- 
ständlichere Rechnungen  erfordern. 
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§  120. 

Integration  von  simultanen  Differential- Gleichungen 
und  Differential -Gleichungen  höherer  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  256.) 
Man  kann  das  angegebene  Verfahren  ohne  Schwierig- 
keit auch  auf  Differential- Gleichungen  höherer  Ordnung 
übertragen.  Hier  mögen  der  Kürze  wegen  nur  Differential- 
Gleichungen  zweiter  Ordnung  berücksichtigt  werden,  die 
man  nach  den  Ausführungen  in  §  87  durch  zwei  simultane 
Differential -Gleichungen  erster  Ordnung  von  der  Form 

^^  dx  ^  ^^^'  ^'  ^^'     dx^  ^^'  ^'  ^^ 

ersetzen   kann.     Die   Integration   ergibt    dann,  wenn   man 

X  —  xo  wieder  mit  h  bezeichnet, 

(2.)    y  =  Aa^)  =  A^)+q?^Ä  +  ».Ä3  +  /^|^)AB  +  ..., 

(3.)  .=9ix)=gi^)+^-^^h+?^'^^h^+?:::^h^+..., 

wobei 

(4.)  2/0  =  f(xo) ,     zo  =  g(xo) 

die  willkürlichen  Integrationskonstanten  sind. 

In  §  86  war  bereits  angegeben,  wie  man  die  Größen 
/•'(x),  r\x),  p%x), . . . ,  gix),  g'Xx),  g^%x), . . .  ausrechnet.  Es 
ist  nämlich 

dx^   A^)  =  9>(^»  2/?  ^)  =  9>> 

^  _  fui^s  __dq>       df  dy      d(pdz 
dx'  —  /  ^^^  —  öa;  "^  dy  dxT   dz  dx 


(5.) 
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dz  ,,  ^  . 

^^  =  g\x)  =  tp{x,  y,  z)  =  ip, 

d^z         ^,,  ,       dtp  .   dtp      .dtp 


(6.) 


/dtp  ,   dtp  dtp    \(2)    dtp/dq>   .   dq>       .dg:    \ 

,d^ {dtp      dtp         dtp  \ 


oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

d(p  .  d(p     ,  Ö9>  y^      /dq)  .  d(p        dq>    \^>    ^^ 

(7)    { 

^  '^      dtp  ,  dtp     ,  dtp  ^-      /dtp  .  dtp     ,  dtp   \C2) 

setzt, 

(8.)      /-'(x)  =  cf ,  /-"(x)  =  fTi ,  f-{x)  =U2+^y  Ih  +  If  ^^1  •  •  •  • . 

(9.)     y{x)  =  tp,    g"(x)  =  7i,  r(^)  =  Fo  +  ll^^i  +  ^f  l'i--. 

Ferner    wird    nach    dem    Taylor  sehen    Lehrsatze    für 
Funktionen  von  drei  Veränderlichen 

(10.)  ,<x  + ;,,  j,  +  j-, « +  0  = «.  + 1,(3**  + 1^*+ a^) 
,11.)  *(x  +  /,,  s,  +  A-,  »  +  0  =  v.  +  i',(^^+|n-t''') 

Vertauscht    man   in   den   vorstehenden  Gleichungen   x 

mit  Xt),  y  mit  2/0,  z  mit  ^u,  bezeichnet  man  also  ^(a^o,  yu,  •2',)) 
mit  (^,  ipCa-,,,  2/u.  ^o)  mit  r/;,  so  sind  ähnlich  wie  in  §  118 
(12.)  1/  =  t/o  +  f/.(xu,  2/ü,  2'(0  Ji  =  y()  +  (p.h, 

(13.)  ^'  =  ^„  +  v^*(:ro,  yo,  -s".») .  h  =  Zo  +  tf^Jf 
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Näherungswerte  von  y  und  ^,  deren  Unterschied  von  den 
wahren  Werten  mit  h  zugleich  verschwindend  klein  wird 
von  der  zweiten  Ordnung.     Dagegen  unterscheiden  sich 

(14.)  F=,o  +  rp(^^J^?^t--^\^49./. 


=  2/0 


und 


(15.)  Z-;.o  +  V^(^— 2"^      -2"'    "2"/ 


A 


^0  + tp^a:;()+  2'  yo  +  ^"2"'  ^^  +  ^'2/ 


von  y  und  z  nur  um  Größen,  welche  mit  h  zugleich  ver- 
schwindend klein  werden  von  der  dritten  Ordnung,  denn 
es  ist  nach  den  Gleichimgen  (10.)  und  (11.) 

oder 

(16.)  T=yo  +  tp.h+m-^^  +  lh-^^  +  - 

=  Axo)  +  qfÄ  +  qf-Ä^+f7a-f  +  -; 


,  /dtp  ,  df      ,   dip   \<2)F  , 


oder 

(17.)  Z=z^  +  y>.h-^Vi-^'^-{-V,-^'^  +  ... 

Setzt  man  jetzt  noch 
(la)  y"  =  yn  +  rp(x,ij',z')Ji 

=  2/0  +  ^(-co  +  Ä,  yo  +  7^' .  //,  Zi)  +  V? .  //) .  //. 
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(19.)  z^*  =  Zo  +  ti){x,y^,z*).h 

=  2ro  +  tp(^  +  h  yo  +  <P  'h^  zo  +  ^  .h)  ,h, 

so  wird  nach  den  Gleichungen  (10.)  und  (11.) 


(20.,r  =  «  +  ..»  +  ,',C  +  ?%  +  ^f») 


Ä2 


,    1/Ö9>  ,  d^      ,   dq)    V->,„  , 


dy 
Daraus  folgt 

wobei  nach  den  Gleichungen  (20.)  und  (21.) 

(22.)   k  =  q),h  +  Ui.h^  +  '^',    /  =  ^  . // +  Fi .  A'-' +  ... 

zu  setzen  ist;  folgUch  wird 
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(24.)  v(^^,0=^  +  (||  +  ^^.+  ^>).^ 

Hieraus  findet  man,  daß  auch  die  Näherungswerte 
(26.)  r'  =  yo  +  (f{x,y-,z*^).h, 

(26.)  Z-'  =  zo  +  tp(a;,  y'',  z") .  h 

sich  von  y  und  z  nur  um  Größen  imterscheiden,  die  mit  h 
zugleich  verschwindend  klein  werden  von  der  dritten  Ord- 
nung. 

Setzt  man  schließlich 

(27.)  yi  =  g(2/'  +  4r+r) 

=  yo+g[^(^),  2/0,  ^o)  +  49P(^  -^»  "^    2  i~    / 

(28.)i^l  =  g(^'  +  4Z+^"0 

.    Ä  r    ,  X    .     ^     Z-^)  +  ^     yo  +  y'     -2^0  +  '2r'\ 

=  ^o+Q  \v^{xo,  2/u,  ^o)  +  itp{^-   f      »  ^'-  J^^  ^     ) 

80  erhält  man  durch  Entwickelung  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  h 

(30.)  ^.  =  ^,  +  ^p.k+  V^.^^ +(v,  +  Urll  +  r.'y)'^+... 
d.  h.  die  durch   die  Gleichungen  (27.)   und  (28.)  gegebenen 
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Näherungswerte  yi  und  zi  unterscheiden  sich  von  y  und  z 
nur  um  Größen,  die  mit  h  zugleich  verschwindend  klein 
werden  von  der  vierten  Ordnung. 

Bei  den  praktischen  Anwendungen  wird  man  von  den 
drei  Größen  x^  y^  z  diejenige  zur  unabhängigen  Veränder- 
lichen machen,  für  welche  die  Reihenentwickelungen  am 
stärksten  konvergieren. 


§  121. 

Übungs- Beispiel. 

Aufgabe.  Die  Oberfläche  eines  Tropfens  oder  einer 
Blase  ist  eine  Fläche,  die  durch  Rotation  einer  Kurve 

y  =  f{x) 
um  die  X-Achse  entsteht     Für  diese  Kui've  gilt,  wie  sich 
zeigen  läßt,  die  Differential -Gleichung 

(10        2^ =<-""+':)■ 

wobei  ds  das  Bogenelement  und  a  der  Winkel  ist,  den  die 
Tangente  im  Kurvenpunkte  P  mit  der  positiven  Richtung 
der  X-Achse  bildet.  Man  soll  die  Gestalt  der  Kurve  er- 
mitteln. 

Auflösung.  Die  Differential  -  Gleichung  (1.)  ist  von  der 
zweiton  Ordnung,  denn  es  ist 

(2.)  tga=  ;'  ,  cos«=  ,    ,  sin«=  /? 

"^         (ix  ds  ds 

also 

1  du  _  d^y  da  _  dhj /dx\?  da  _da  dx  _  dh/ /da^ 
eos-a  dx  ~  dx- '  dx  ~~  dxA,ds) '  ds  ~  dx  rf.v  ~  dö^\ds)' 
folglich  geht  Gleichung  (1.)  über  in 

Man  kann  aber  diese  Gleichung,  wenn  der  Kürze 
wegen  sin«  mit  z  bezeichnet,  durch  zwei  simultane  Diffe- 
rential-Gleichungen erster  Ordnung  zwischen  x^  y  und  z  er- 
setzen.    Aus  den  Gleichungen  (2.)  folgt  nämlich 
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disiaa)  da 

—  j—     ==  cos«-  , 
dx  dx 


da 
ds' 


da     d(cosa)  .        da 

ds         dy  dy 

deshalb    läßt    sich  Gleichung  (1.),  wenn   man   ^  =  1   setzt, 
auf  die  Form 


(3.) 

' 

dy                         z                ,           , 

dx  =  *s«  =  j/^--^^  =  '^'^'  ^'  '■' 

dz       ^         z 

-dx  =  ^y-x  =  '^^''^y^'^ 

bringen. 

Man  wird  auch  von  der  Form 

(4.) 

dx        ^           d(cosa)            ^     ,   sin« 

Gebrauch  machen,  wenn  tg«  größer  als  1  wird. 

Da  alle  Tropfen  und  Blasen  in  der  Rotationsachse  eine 
horizontale  Tangential-Ebene  haben,  so  kann  man  sich  auf 
den  Fall  beschränken ,  daß  für  x  =  0  auch  «  =  0  wird. 
Zunächst  kommen  also  die  Differential -Gleichungen  (3.)  in 
Betracht.     Der  zugehörige  Anfangswert  von  y  sei  1. 

In  dem  Anfangspunkte  nimmt  dann       die  unbestimmte 

Form  ^  an.  Zur  Bestimmung  des  wahren  Wertes  differen- 
ziere man  Zähler  und  Nenner  einzeln.  Dadurch  erhält  man 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (3.) 

dz 

dx 


limi     I  =  lim   ,    =  limi  2?/ —     V 


also 


jr=0 
j^()\X/ 


lim  y  =  1. 

x=0 


Man  erhält  daher,  wenn  man  zunächst 
X(j  =  0,  ?/o  =  1,  Z()  =  0;  X  =  0,1 :     also     h  =  0,1 


setzt, 


r(Xo,   2/0,    2!o)  =  0,       1/<Xo,   7/0,    z,»)  =  2  —  1  =  1  , 

y'  =  2/0  +  9P(^o,  i/o,  Zo).h  =  1, 
z'  =  zo  +  ip{xo^  I/o,  zo) .  h  =  0,1 . 
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Dies  gibt 


0:0  + 
2 

^  =  0,05 

.  yo 

+  y 
2 

1       ^0+2 
-i,          -2- 

'  =  0,05; 

also 

.(^ 

-2     ■' 

yo  +  y' 

2      ' 

20  + 

2 

0= 

0,05 
V0,9975 
1 

1 
V399 

=  0,0500626 

19,974984" 

< 

)  +  X 

yo  +  y' 
2      ' 

^0  + 

2 

0= 

=  2-1  =  1. 

Femer  wird 

M"  =  Wo  +  9<a;,  m-,  «■)  .A  =  1  +  -,J=    •  0,1  =  1  +  -    - 
y        yo-rvA.y,    ^  ^1/0,99      '  V9900 

=  1  +  1 :  99,498  74  =  1,010  050  4 ; 
z"  =  Zo  +  V^x,  y,  «O.Ä  =(2-^j).0,l  =  0,1; 

<f(x,  y,  z")  =    5'^  -  =    }  =  =  0,100  503  8: 
•     -^0,99       V99 

^{x,  y",  z")  =  2,020  100  8  —  ^'J  =  1,020  100  8. 

U,i 

Daraus  folgt  nach  Formel  Nr.  256  der  Tabelle 
y,  =  y„  j-  ^  (0  +  0,200  250  4  +  0,100  503  8) 

=  1  +  0,300  754  2  :  60  =  1,005  012  6; 
z^  =  .„  +  ^  (1  +  4  +  1,020  100  8) 
=  6,020  100  8  :  60  =  0,100  335  0. 

Für  den  zweiten  Schritt  hat  man  daher  zu  setzen: 
x„  =  0,1 ;     y„  =  1,005  012  6 ;     z„  =  0,100  335  0 : 
.r  =  0,2 :     also     //  =  0,1 . 
Dies  gibt 

2ü       _   0,100  335  0    _  0,1003350 
y.{xo,  z/o,  ^o)  =-  y^_^^,^  -  Yq^^^c)^.^oq-  0,994953  7 

=  0,100  843  9; 
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•^xn,  j/o,  A>)  =  2,010  025  2  —  l',003  350  0  =  1,000  675  2 : 
y  =  yo  +  '/(xo,  yo,  ^..) .  //  =  yo  +  0,010  084  4  =  1,015  097  0; 
z-  =  z„  +  i^x,,,  yo,  ^o) .  /<  =  z»  +  0,100  667  5  =  0,201  002  5 ; 

•^'  J  ^  =  0,15 ;  ^^  t  y'  =  1,010  054  8 ;  ^-  t  '-'  =  0,150  668  75 ; 

/Xrt  -\-x    y„  +  .y'    ^0  +  A  _  0,150  668  75  _  0,150  loi^S  1b 
'f\     2      '       2      '       2"7~yo,977298'9~   (',988"">84  3 

=  0,152  408  6: 
^^,^,r.,  +  x^  yo  +  y'^  z..  +  ^  _  .^^20 109  6  -  "^^l^-  ^ 

=  1,015  6513. 

Ferner  ist 

,     0,201002  5     ,, , 

r  =  .0  +  y<x,  y, .-)./- Z/o +  ^^_^-^^-^^^- 0,1 
=  ^^  +  olSg'^lr  =  ^"  +  ö'«'^«  ''19  «  -=  i'O-^^  '^^1  ^'' 

^"  =  i'o  +  V<x,  y',  2') .  //  =  ^0  +  (2,030  194  0  —  1,005  012  5' .  0,1 
=  z«  +  0,102  518  2  =  0,202  a53  2. 

Daraus  folgt 
,        0,202853  2        0,202853  2       ^. „,.,,.,,„ 

<l\X,  y",  Z")  -■=■     / =  r^n~n^nr<ci  =  0,20^  lOÜ  2  : 

V0,958  850  6       0,9 1 9  209  2 

tp{x,  //•',  2")  =  2,051  0()3  2  —  ^'^^^^-*'*  "  =  1^036  797  2; 

folglich  findet  man  nach  Formel  Nr.  256  der  Tabelle 

y/i  =  ^„  +  |j  (0,100  843 1)  +  0,609  634  4  +  0,207  160  2) 
=:  1,005  012  6  +  0,917  638  5  :  60  =  1,020  306  6: 

z,  :=  io  +  \  (1,006  675  2  +  4,062  605  2  +  1,036  797  2) 
=  0,100  335  0  +  6,106  077  6  :  60  =  0,202  103  0. 

Kiop«n-t,  IntegTal - Kecliuuujg;.  4«> 
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Indem  man  so  weiter  fortfährt,  findet  man  die  in  der 
folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Näherungswerte: 


X 

!/ 

!      z  =  sin« 

u  =  cosf: 

0 

1 

;  0 

1 

0,1 

1,005012  6 

'    0,1003350 

0,994953  7 

0,2 

1,020306  6 

0,2021030 

0,9793643 

0.3 

1,046  6316 

!    0,306993  6 

0,951  711  6 

0,4 

1,0854700 

;    0,416  7964 

0,9089999 

0,5 

1,1395389 

i    0,533  6481 

0,845  706  6 

0,6 

1,214 153  1 

0,6603604 

0,750  9488 

0,6780094 

1,294  153  1 

'    0,768  696  6 

0,639  613  ({ 

0,735 151 0 

1,374  153 1 

'    0,855363  3 

0,5180286 

0.775  9155 

1,454 153  1 

0,9225523 

0,3858721 

0,802  565  0 

1,534  153  1 

0,9700910 

0,242  741 5 

0316  098 1 

1,6141531 

-    0,9961120 

0,088095  7 

0,8180074 

'    1,657137  4 

1,0000000 

0,0000000 

Da])oi  ist  nocli  ein  Wechsel  in  den  unabhängigen  Ver- 
ilnderlichen  eingetreten.  Sobald  nämlich  der  Winkel  c: 
größer  als  45"  und  deshalb  iga  größer  als  1  wird,  ist  es 
liitsamer,  y  zur  unabhängigen  Veränderlichen  zu  machen. 
Zu  diesem  Zwecke  lege  man  der  Rechnung  die  Differential- 
Crleichungen  (4.)  zugrunde.  Setzt  man  dabei  der  Kürze 
wogen 

(;■;.)  cos(r=  V'l  —  z-  =  u, 


so  nolinien  diese  Gleichungen  die  Form 


(6.) 


dx 

dy  ^ 


yi-u^ 


'fi^,  Ui  «), 


du  .Vl-t('  , 

ydy  =  -^^^+        X         = '''(-^^  2/,  ^0 


an,  wobei  die  Funktionszeichen  <f{x^  //,  u)  und  i\^(;x,  //,  ?<> 
natürlich  eine  andere  Bedeutung  haben  wie  in  den  Glei- 
chungen (3.).     Zur   Ausführung    der   Rechnung    setze   man 
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danu  zunächst,    den   Werten    in  Zeile  7   der  Tabelle    ent- 
sprechend, 

a;u  =  0,6;  y„=  1,214153  1;  ^u  =  0,660  360  4 ;  «*,,  =  0,7509488 
y  =  1,294  153  1 ;  also  h  =  0,08. 

Der  Zuwachs  von  y,  nämlich  /*,  ist  dabei  nur  mit  0,08 
angesetzt,  damit  die  Intervalle  von  u  nicht  zu  groß  werden. 
Man  findet  dann 

.  .        M„       0,750  9488       .,...,0^0 

<f{x.,  ,ju,  Mo)  =  ^_  =  o,660lJ6Ö4  =  ^^^^'  ^^^  = 

V'(^i.,  yo,  Ho)  =  -  2,428  306  2  +  ^'^^^  ^^*^  "*  =  —  1,327  705  5; 

.c'  =  jTo  +  f/(a^„  2/0,  «0) .  /'  =  0,690  974  4; 
W  =  ti„  +  tfi^x,,.  2^0,  Mu) .  //  =  0,644  732  4; 

^•'  +  •^'  =  0,645  487  2;   ^^'  J  2/  =  1,254 153  1 ; 

""+":==  0,697 840 6:  j^l  l("^'f""'y=  0,716253  1. 

Dies  gibt 

/Xo  +  ^'    yo  +  y    «o  +  «'\       0,697  840  6  _ 
'^V     2  "   '       2      '     ""  2      y       0,716  253 1  "  "'*^'*  '''^•^  "*' 

H     2"     '       2      '        2    V=-^'°^*^^^^'^  + 0,6-45 487 2 

=  —  1,3986744. 

Ferner  wird 

0  644  732  4 
X"  =  j.-„  -f  f/(x',  y,  «') .  /<  =  Xi,  +  -Q'7g4-4Q8  3  ^'  ""  ^'^^''  '^'''^  '^' 

m"  =  M«  4-  f{x.'.  y,  «') .  7/  ^  t(o  + 

/     ors.ö-.n<'o   ,    0,764  408  3\, 
(-2'^^^^^^^  +  0,690974  4> 
=.  «„  —  1.482  030  3  .  /<  =  0,632  386  4 : 

£"  ==  }/i  —"«":'  =  0,774  653  1: 

0,6323864       «o.<.o.-r^ 
<,<x",y,,r)=o;7746531=?'«1^3-*'^; 

43* 
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,Kx",  y,  «")  =  -  2,588  306  2  +  o'^öl^Sä  I  =  "  ^'i*^'  '^'^^  ^ ' 

folglich   findet   man   nach  Formel  Nr.  256   der  Tabelle  die 
Näherungswerte 

r,  =  xi)  +  i  (1,137  180  2  +  3,897  173  2  +  0.816  347  9) 
=  0,6780094; 

„,  =  uo  —  t  (1,327  705  5  +  5,594  697  6  +  1,427  734  1-. 
b 

=  0,639  613  6. 

Bei  dem  letzten  Schritt  ist  nochmals  ein  Wechsel  der 
unabhängigen  Veränderlichen  vorgenommen,  damit  man  die 
Koordinaten  desjenigen  Punktes  findet,  in  welchem  die 
Tangente  zur  }"- Achse  parallel  wird,  in  welchem  also  a 
gleich  90*^,  2:  =  sin«  gleich  1  und  M  =  cosa  gleich  0  w^ird. 
Indem  man  zu  diesem  Zwecke  11  zm*  unabhängigen  Ver- 
änderlichen macht,  findet  man  aus  den  Gleichungen  (6.» 


(7.) 


dl/             X               /            X      1             1  ^        ^ 

:    =  ,^      =  f/'(a:,  ?/,  2f ),  also      ,    :=     ^^"Iti, 

dx       dx    dii       n       ,  ,         , 


wobei  die  Funktionszeichen  ff  (x,  y,  n)  und  ^^{x^  y,  u)  mit 
Rücksicht  darauf,  daß  Formel  Nr.  25(5  zur  ^'erwendlmg 
kommen  soll,  gewählt  sind,  aber  wiederum  eine  andern 
Bedeutung  haben  als  in  den  Grieichungen  (3.)  und  in  den 
Gleichungen  (6.).  Zur  Ausführung  der  Rechnung  hat  man 
dann,  der  Zeile  12  in  der  Tabelle  ent«precliend,  zu  setzen: 

xy^  =  0,81() 098  1 ;  //o  =  1,614  153  1 :  Zn  =  0,996 112 0: 

tu,  =  (M)88  095  7;  ^  =  1,  n  =  0.  also  li  =  —  0,088  095  7. 

Daraus  ergibt  sich 

1  0,1)96112  0 

.^  -  .  =  /,  01  /.  ^f^^  1  —  ^.^-^28  30(>  2  =-  -  2.007  727  4 : 

V'fx,),  yu,  ?/-<»)       0,816  098  1 
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i/vro,  yo,  ifo'  =  — 0,49807i>6;  —  =  09961120""    '' 
f/(.i\,,  //o.  lu)  =    "  •  V'^a^'o,  2/0,  W(»)  =  —  0,044  049  (5; 

•CO 

X'  =  x\)  +  y<X(,,  y/i,,  2^u) .  Ä  =  0,819  978  7; 
//'  =  .'/•»  +  '/'(•''«M  2/*h  '*o) .  A  =  1,658  031  4; 

•^*'  "I"  •'"  =  0,8180384;  2/^»  "b  ^^  =  1,03609225; 
2  2 

""  J  "  =  0,044  047  85:    |/l  -(""  +  "-)'  =  0,!)!)9 02J)  4; 

1  =  0,9990294  _  3   ^,^^^^. 

/j-„-[--c'    '/(.+  '/'    «0 +  «\       0,8180384 
''X     .2      '  ■     o  •   '       2    7 

=  —  2,050  9345: 
.,{-^"  :;■  ^^* ,  ^"  J  ?^' ,  ""'  +  ")  =  -  0,487  582  (5 : 

/^•n  +  j:'     //n  +  ?/'      «,.  +  «\  0,04404785     ,,HJ7r.u9(; 

n      2      '       2      '       2      ;=- 0,9990294     '^'-^'^'^-^ 

=  —  0,021497  8. 
Ferner  ist 

^  .       =  „^,,/„^^^  —3,3160628  =  — 2,096  518  9: 
V'(Jr'.  y',  Ml       0,819  978  7  ' 

(/•(j-,  y,  n)  =  —  0,476  981 2 :      "  =  0,  also  f/(x',  j/',  jf)  =  0: 

r-  =  .r„  -I-  f/(x',  y  ») .  /i  =  0,816  098  1 ; 
!j"  =  ;y„  +  ,f{x;  y,  ti) .  ]i  =  1,656  173  1 . 

}  ,      ^  =  ,^  ui  ..\«>ü  1  —  3ßl2  346  2  =  —  2,087  003  3 : 
VI X",  y/",  (0   0,816  098 1    '  ' 

tir.x",  y",  u)  =  —  0,479  155  9 :  r/(ji",  y",  u)  =  0: 

folglich   Jindet   man  naih  Formel  Nr.  256  der  Tabelle   die 
Nähernngswei'te 

j-,  =  xy>  —  ''  (0,044  049  6  +  0,085  991  2)  =  0,818  007  4; 
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,/,  =  //o  —  ^  (0,498  075  ()  +  1.U50  330  4  +  0,479  155  9) 
^1,(157  137  4. 


(obwohl  flio  ]?eeliniin<ren  in  S  119  und  S  1-1  niit  Hilfe 
floi*  Rodunnnascliine  ausgeführt  sind,  erfordern  sie  doch 
redit  viel  Zeit  und  Mülio,  zumal  da  sie  der  Sicherlieil 
we<2:en  zu  wiederliolten  Malen  auszufühi-en  sind.  Wenn 
man  al.)er  nicht  mit  7,  sondern  nur  mit  3  oder  4  Dezimal- 
stellen rechnet,  so  kann  man*  den  Rechenschieber  benutzen 
und  kommt  dann  sehr  viel  schneller  zum  Ziele. 


Tabelle  der  wichtigsten  Formeln 


aus  der 


Integral-Rechnung. 
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Tafel  für  das  elliptische  Integral  K=zF(kj  ~Y  wo  k^s'inu*). 


ni 
ff 

0' 

12'     2r 

36' 

48' 

ti 

0' 

12'      24' 

30' 

48' 

o 

i*5^*> 

i,57oft> 

1,37089 

1  57084 

1,57087 

45 

46 
47 
48 
4* 

50 

51 
5= 

53 
54 

56 

S6 
57 
5« 
59 

60 

61 
67 

6* 

65 

66 
67 
68 
O9 

70 

71 
7= 
73 
74 

75 

76 
77 
78 
79 

80 

81 
89 

S6 

86 
87 
88 
«9 

BO 

1.854117 
1,86^15 

^58^El 
1^90108 
1,91800 

1*85704 

1.860.^ 

.86505 

t,«6fo9 

1 

3 

3 

4 

'.57 '»7 
1*57137 

UHU 
■-57379 

1.S7139 

lr5?!9;_ 
1.37404 

1»S7103 

<.S7I19 
I  57JIB 

-.573^» 
i,i74»9 

i,57"ü 
i,57J6i 

't57»35 
^.^7133^ 
1 '574  sä 

i*S7"a 

l,&7'73 

^57'W 
J,  37356 

1.57483 

't»044J 
i,9*M# 

1.87334 
(,891^ 
1,90777 
i.9»495 

1,87817 
1,89430 

J*9M15 
',9*847 

t, 88163 
1,8*^77^ 

1.9H56 
1,931^1 

rv 

'*93558 

1.93911 

1.94*81 

1,946*6 

1*95015 

7 
S 

9 

1.57Ä49 

'.S*»S4 

1.S7S+I 
»h577°^ 
1.ST8B8 
»,38098 

1,5757* 
t '57737 
1.579=8 
**5*i43 

r.576« 
■,57773 
',57969 
i.58«89 

1>5763S 
i,57fli« 
».s8on 
1.58*36 

t,95386 
1.973S8 
i,99i'6j 
9.01337 

i,9S76t 
1,97678 
1,99671 
9,01149 

I  96138 
1,98070 
■^ux8i 
a,o9t74 

1*96518 
1.98466 

»,»493 
3,09603 

9,04801 

9,00908 

9,03036 

10 

t.SftiE« 

'tS»3Jl 

1,^8648 
1. 5833 9 

iiS9S97 

^58^134 

'.58705 
1.59»« 

1,58486 

1, 58^61 
1.5906a 

1,5938^ 
1,59741 
1,60119 

t.60S»4 
1.60956 
1,61415 
1,61901 

*.o347> 

1.10466 
3,130« 

S.OJJIt 

9,04354 

9,05353 

11 

19 
14 

(.5&ai4 

1,61045 

i,jS6j9 
1.59^00 

1  60378 
1,60693 

i,6ii26 
i,gt6o6 
i,6>]04 

»,0*1*4 
5,08414 
11.10964 
3*  135*3 

9,06636 
3.08995 
9,1x467 
9,14048 

9,07099 
3.t<^48t 

3.1 '974 
i.;457B 

*,o73'3 
».C9971 
9,M4F» 

^,'5113 

1A 

1,599*1 

t, 6004t 

3,156?» 

3,l6j^ 

9,1674"^ 

3,17398 

»,^7857 

i6 

'9 

'.60359 
1,607*0 

J.6jaaa 
1^6  J  7^ 
T^6tao7 

J,6o<41 

1,60«; 
I,fT3»I 
T,  61 801 

3.18431 

9,91  Jl  9 

*,94355 
9,37538 

v.tS99o 

9,91915 

9,94975 
9,58193 

9,19565 
3,13517 

9.9*610 
3,9«S54 

P,aol44 
*,»3i»4 

9,96946 
7.995^3 

9.90739 
1,93736 

i,968S9 
3,30197 

ao 

i,6>3Ti 

1,67417 

9,30870 

»,31567 

9,3246» 

»,3*964 

»»33674 

91 

■3 

*4 

1  *io73 

1 .63ÖS« 
I  641^0 

1,64900 

-.65570 
i,66a7> 
1,67006 
"p67773 

1,63.86 

1,63771 
1,64386 

1,65031 

f,6*7iD 

1,63301 

1,63*9» 
i>645t» 
1-63164 

t.6*fi3o 
J, 63417 
1,64013 
T. 6 4640 

1.69961 
1  61534 
1,64136 

^647_69 
1.65433 

»,3439<* 
9.38^87 
J.43934 
3,4^100 

*p3Sit5 

3.3S850 

*, 4*789 
i,4'95i 

»,33846 
9,3f^91 

»,43<i03 
».47011 

»,36;8s 

»,40400 

»,UJ»fi 
9.4«8j 

**3733* 
i.4t^SB 

a.<5*j3 
».49564 

;tfi 

1,65798 

*, 5^455 

1?, 5*357 

B,S*»69 

»53'93 

S*54i*7 

t6 
*9 

r 65708 
1,664^6 

1.67157 

^67531 

1,67309 
1,6*^094 

1.65987 
1,66708 

1*6746* 
1,68950 

i.66t*9 
1.668^6 

1.67617 
1,68411 

^*?S-73 
3,59983 

3*651 '4 
9.7°3o7 

»,56030 

9,6l(>OI 
3,66JM 

»»71973 

»,57000 
»,t9o34 
»,67403 
»,73»55 

»,685»4 
»,74354 

»*-^&97S 
3.6414a 
9,6  ,«57 
3, 753  7 1 

10 

i,*esrs 

1.68740 

^68^5 

1,69073 

1,69941 

^,768^ 

9,78060 

».7933» 

»,Bo*34 

9,81935 

31 
3» 

33 
34 

(,69411 

i.7»tJ9 

i>6*>sfl3 
1 ,70463 

t  »7 13  79 
1,7^333 
j.  733*6 

1,697*6 
1*70643 

1,7*539 

i,«ooj* 

1,70894 
1*71756 

j.7*7»6 

1,70106 
i,7tc<i* 

1*71947 
1,7*0*4 

=,83167 
3.90356 

=.97857 
3.06173 

11,84  6»o 
3,917*5 

»,9»*SP 
3,07911 

»>BS995 
3*93» 18 
3,01091 
j,097»8 

»,8739» 
».94737 
3*03753 
3*ils6o 

9,88813 
3,96383 
3,0444* 
3,13430 

im 

1.73530 

K73735 

1.7394» 

3*^5339 

3.i7»98 

3,19380 

3*ii3»7 

3^*34CA 

36 
39 

1,74^50 
ii75'i7 
1,763^6 
'.77479 

ii7tj6o 
i.75*3S 
^76SS3 
'»777"J 

1,7457» 
1*75655 
(,7678* 
*.779S» 

1*74785 
1*75877 
1,7701* 
1,78193 

I,7S"W 

r.77»44 
1.78434 
1.79669 

i,*0951 
1  ,S»87 

T.8.673 
1.85113 
VB6609 

3,36987 
3,^0049 
3,65186 

3,177" 
3,39457 

3*^943 
3,41994 
3,?s8t4 
3.7  CyB* 

333^31 
3,44601 

3.56837 
3*7.'i57" 

3,345So 
1*473^3 
3*6<959 
3,7^*98 

LO 

1,78*77 

1  7S<>ia 

^7^*69 

1.80434 
1.B.748 
E,83iti 
t.B4S3ö 
1.860^3 

1*79418 

3*83174 

3*87111 

3*914*3 

3^95836 

4,00437 

41 
4* 
4J 
44 

i,ei3t6 

i*e,5fe 

J^.>39i7 
■  1*5407 

1,80177 
1,81481 

iiS4»4» 
t,  85704 

t^B9oi6 
1.86305 

4,05*7« 
4.33865 

4,7437» 

5*43491 

4,10367 

4*4^731 
4.84784 
J,6S791 

4,15736 
4,48115 

4,9654* 
5,94  WO 

4.»i4l6 
4,56051 

5.ö98;6 

5*^5»M 

7,*439< 

k5 

CO 

*)  Bei  der  Berechnung  dieser  Tafeln  ist  das  Werk  von  Leg§ndre, 
Trait^  des  fonctions  elüptiqaes,  benutzt  worden. 


e<s2 


Tal'elu  für  die  elliptischen  Integrale. 


Tafel  für  das  elliptische  Integral  E  =  E 


(*■  i> 


wo  A  =  sin  a. 


Grad 

C 

12' 

24' 

36' 

48' 

Brad 

c 

12' 

24' 

36' 

48' 

0 

1,57080 

1,57079 

»,57078 

«,57075 

»,57072 

45 

«.35064 

',34888 

1,347'» 

«.34535 

«,34358 

I 

2 

3 

4 

1.57068 
1,5703« 
•1,56973 
1.56888 

1,57063 
1,57033 

»,56957 
1,56869 

«.57056 
1,570«» 

«.5694« 
1,56848 

»,57049 
1.56099 

1.56925 
1,56837 

»,5704» 
1,56986 

«,56907 
1,56804 

46 
47 
48 
49 
50 

5» 
52 

53 
54 

55 

56 
57 

sB 
59 

60 

61 
63 

64 
65 

66 
67 
68 
69 

70 

7» 
72 

73 

74 

75 

76 
77 
78 

79 

80 

81 

8? 

83 
84 

85 

86 
87 
88 
89 

90 

»,34181 

>,33«87 
«,32384 
»,3»473 

»,30554 

'.34003 

»,33'07 
1,32303 
1,31990 

«.33824 
1,32937 

1,32021 
i,3«xo6 

1,33646 
«,3»746 
1,31838 
1,3093a 

«,33466 

»,32565 
1,31656 
»,30739 

6 

1.56781 

1,56650 
«,56495 

i,563»6 
1.56114 

t. 55889 

1,55640 
1,55 >68 

».55073 
»,54755 

x.544>5 

1,54052 
«.53667 
1, 5336V. 
1,52831 

1.52380 

»,56757 

1,56621 
1,56161 
1,56278 
1,56071 

»,55.S87 
'.553«» 
1,55011 
»,54689 

».5673» 

1,5670s 

«.56678 

«,30369 

1,30x84 

«,«9999 

i,»98»4 

6 
7 
8 
9 

».5659» 
1.56426 

1,56238 
1.56027 

1,56560 
1.56390 
1,56198 
»,55982 

«.56528 
»,56354 
«,56156 
»,55936 

1,39638 

»,28695 

1.27757 
1,26815 

X, 39256 
X, 98331 
1,97381 
«,26436 

1,99069 
«,28133 

i,97«9« 
1,26347 

1,98889 
',27945 
1,27004 
i,a6os8 

10 

»,55792 

«,55742 

«,55692 

1.35868 

«.95678 

1,95488 

«.25298 

1,95108 

II 

»3 
M 

1,55534 
1.55253 

»,54949 
1,54633 

1,55480 

«,55«94 
»,5488s 
«,54554 

«,55424 
«,55'34 
1,54831 
«,54485 

1,94918 
1.33966 
1,23013 
1,33059 

1,34738 
1,33776 
1,93829 

x,9i868 

«,24538 
1,23585 
1,99631 
1,91677 

«.24347 
«.23394 
1,99440 
«,21487 

1,24» 57 
1,23103 
1,39950 
1,91296 

15 

',54344 

«.53977 
1,53587 

».53»76 

1,52743 

1,53387 

1,54273 

1,54200 

«,54«97 

i,aiio6 

«.209x5 

1,90795 

«,20534 

1,20344 

x6 

»7 
i8 

'9 

1,5390« 
«,53507 
1.5309« 
»52653 

«,53824 
»,53425 
«,53005 

1,52563 

«.53746 
1,53343 
«,529«8 
1,52472 

1,20x54 
«,'9»oS 
1,18359 
»,»73'8 

1,19964 
«,«90'5 
x,x8o7o 
»,i7'3o 

x,x7883 
X,  16843 

«,«9584 
»,18637 

1,16756 

1,17506 
«,»6569 

20 

X. 52 194  1  i.52r)4)9 

1,52004 

i.5'5»5 
i.S'oos 

1.50475 
»,49924 

1,16383 

I. 16197 

1,16011 

»,15825 

1,15640 

31 

aa 

23 

«4 

1.51908 
1.51415 
1,50901 
1.50366 

1,51811 
i,5»3M 
«.5^795 
'.50257 

1,49698 

», 51713 
1,51212 

1,50689 
».50147 

1,49584 

',5»6i4 
x.5'»o9 
», 5^582 
1.50036 

»,'5455 
»,»4535 
1,13624 
1,12725 
1,11838 

1,15370 
1,14352 

»,»3444 

»,12546 

X, 11663 

1,15086 
1,14169 
1,13263 
1,12369 

1,14902 
»,»3987 

«,»3083 
1,13191 

«,»47»8 
1,13806 

1,12904 

X,X2014 

25 

1,49811 

1,49469 

».49353 

1,11487 

1.11319 

1,11138 

36 

28 

2.5 

».49237 
1,48643 

1,48039 
»,47397 
1,467-46 

1,46077 
»,4539« 
1,44687 
'.43966 

1,43329 

1,40120 
1,48522 

»,470^4 
1,47-68 

1,46614 

1,49003 
1.48400 

»,47779 
»,47'39 

_i^4648i 

1,45805 
»,45^»' 
',44401 
»,43673 

1,48883 
1,48277 

».47652 
1,47009 

'.46347 

1,45668 

»,44^7» 

»,44257 
1.43536 

».48763 
»,48153 

1,47525 
1.46878 

«,46213 

»,45529 
1,44829 

1,44112 

»,43378 

i,ic<)64 
i,fOio6 
1,00265 
»,08443 

1.X0791 
X, 09937 
1,09099 
1,08280 

1,10619 
1,09768 

1,08034 
1,08119 

1,10448 
»,09599 
1,08769 
«.07959 

«,10277 
1,09432 
1,08605 
1,07799 

30 

1,07641 

1,07483 

1,07396 

1,07170 

1,07015 

3' 
32 

33 
34 

».4594» 
'.4525' 

',44544 
',43820 

i,c686i 
i,c6io6 

»,05378 
1 .04679 

1,06708 
',05958 
1,05235 
»,04543 

»,06556 
1,058x1 

«,05094 
1,04408 

«,04955 
1,04274 

«,06255 
1,0552« 
1.04816 
1,0414« 

35 

1,43080 

1,42930 

1,42779 

1,42628 

1,04011 

1,03882 

»,03257 
1,09670 

1,02126 
1,01628 

1,03754 

1,03628  1 1.03503 

3^ 

37 

3? 

3:- 

r, 43476 
1,41707 
1.40934 
1,40136 

«.42324 
»,4»552 
1,40766 
',39965 

1,42170 
1,4  »396 
1,40606 
1,39803 

»,420x7 
«,4»239 

»,40447 
1,39640 

1,41862 
1,41083 
1,40287 
«,39478 

»,03379 
1,02784 

1,02331 
1,01724 

«,03136 
«,09558 
1,02033 
«,01534 

1,03017 
«,09447 
1,01921 
«.0x443 

1,09900 
1,09338 
1,0x821 

«,o«354 

40 

«,393»4 

i.39»5o 

«.38985 

1,38830 

».38655 

1 ,01 366 

i,oxi8x 

1,01099 

x,oioi8 

1,00940 

4» 
4a 

41, 

44 

1,38489 
1,37650 
1,16800 
1.35938 

».35064 

».3832a 
»,374''» 
1,36638 
1,35764 
».34888 

».38155 
»,37312 
',36456 
»,35590 

»,347»2 

».37987 
».37»  42 
»,36284 
»,35415 

«,34535 

»,37819 
»,3697» 
1,36111 
«,35240 

»,34358 

1,00865 
1,00536 

1,00958 
i,foo75 

1,00793 
1,00466 
1,00315 
1,00050 

1,00721 
1,00410 
1,00174 
1,00030 

«,00653 
1,00356 

«,00x37 
«,00014 

1,00588 
1,00306 

x,ooio4 
1,00004 

45 

x.oooco  ! 

1 

1 

1 

Tafeln  fttr  die  elliptischen  Integrale. 

Tafel  für  das  elliptische  Integral  F  {k^  <p\  wo  k  =  sin  a. 


(;83 


Grad 

F{k,5ft) 

F(Ä,  100)  F(k,  m 

F(Ä,  200) 

F(A-,2öo)'f(ä,30'^j 

F(Ä,3Ö'>) 

F(ä,400) 

F(/c,4ÖO) 

o 

0,08777 

0,17453 

0,26180 

0,34907 

0,43633 

0,59360 

0,61087 

0,69813 

0,78540 

5 

0,08797 

0,17454 

0,36182 

0,349 '9 

0,43643 

0,59377 

0,61113 

0.69859 

0.78594 

lO 

0,08797 

0,17456 

0,26189 

0,34997 

0,43674 

0,52428 

0,61193 

0,69969 

0.78756 

«5 

0,08797 

0.17459 

0,26200 

0,34953 

0,43793 

0.52513 

0,61375 

0.70169 

o,79-^'5 

»o 

0,08798 

0.17464 

o,36ai5 

0,34988 

0,43791 

0,52628 

0,61506 

0,70499 

0,79308 

»5 

0,08799 

0,17469 

0,26233 

0,35031 

0,43875 

0,59773 

0.61734 

0,7076s 

0,7987 r 

90 

0.08729 

0,17475 

0.26254 

0,35082 

0,43973 

0.59943 

o,69co3 

0,71165 
0,71629 

0,80437 

35 

0,08730 

0,17482 

0,26278 

o,35'38 

0,44084 

o53»34 

0,62308 

0,81088 

40 

0,08731 

0,17490 

0,26303 

0,35199 

0,44203 

0,53343 

0,62643 

0,79126 

0,81815 

45 

0,08739 

0,17498 

0,26330 

0,35962 

0.44398 

0,53562 

0,62998 

0,72667 

0,8260^2 

50 

0,08733 

0,17505 

0,26356 

0,35396 

0,44455 

0.53787 

0,63364 

0.73931 

0,8343« 

55 

0,08734 

o,i75'3 

0,2638a 

0,35388 

0.44580 

0,54009 

0.63730 

0,73801 

O.842S1 

fo 

0,0873s 

0,17520 

0,26406 

0,35447 

0,44699 

0,54923 

0,64085 

0.74358 

0,8  U2  2 

65 

0.08736 

0,17526 

0.26428 

0,35501 

0.44808 

0,54490 

0,64415 

0,748*9 

0,85995 

70 

0.08736 

0,1753a 

0,26448 

0.35548 

0,44904 
0,44989 

0.54593 

0,64707 

0,75359 

0,86653 

75 

0,08737 

o,«7537 

0,26463 

o,35s86 

0.54736 

0,64950 

0,75745 

0,87270 

80 

0.08737 

0.17540 

0,96475 

0,35615 

0,45040 

0,54843 

0,65132 

0,76043 

0,87741 

85 

0,08738 

0,17549 

0,26482 

0.35632 

0,45075 

0,54908 

0,65^45 

0.76228 

0,88037 

90 

0,08738 

0,17543 

0,26484 

0,35638 

0.45088 

0.54931 

0,65284 

0.76991 

0,88137 

m 

F(ä,ÖOO) 

F{k,bl)'^) 

F(k,m) 

F(A;,  65^) 

F(Ä,  70-^) 

F(A;,75«) 

F(A-.800) 

F(Ä,85'>) 

F(A-,9J«') 

0 

0,87266 

0,95993 

1,04720 

1,13446 

1,22173 

1.30900 

1,39626 

1,48353 

1,57080 

5 

0.87339 

096086 

1,04837 

1,13590 

1,92345 

1,31102 

1,39860 

1,48619 

1,57379 

10 

0,87556 

0.96366 

1,05188 

1,14020 

1,93861 

1.31710 

1,40565 

1.49493 

»,58984 

»5 

0,87915 

0,96839 

i,oS774 

1,14740 

_ill575.5_ 
1.17070 

1,93797 
1,94953 
1,96548 

1,39733 

1.41759 

1,50781 

1,59814 

90 

o.88»i6 

0,97483 

1,0^597 
1 ,07657 

1.34184 

1,43449 

1,59717 

1 ,69co3 

«5 

0,89054 

0,98317 

2»_36o83_ 
1.38157 

1,45663 

1,55973 

1,64900 

33 

0,89895 

0.9933« 

1,08955 

1,18691 

1.98535 

1,4«455 

1,58503 

1.68575 

35 

0,90719 

1,00519 

1,10490 

1,90696 

1,30915 

1.41339 

1,51870. 

1,62478 

i,73«95 

40 

0,91795 

1,01871 

1,12256 

X.99877 

_»,_337i3_ 
1,36972 

i,447<»7 
1.48788 

_i.55973_ 
1,60848 

1,67295 

1.78677 

45 

o,9»899 

x,o337» 

1,14943 

_i.9S447_ 
1,98396 

1,73089 

1.85407 

50 

0.94008 

1,04998 

1.16439 

1,40677 

1.53455 

1,66597 

1,80006 

».93558 

55 

0,95939 

1,06716 

jNi8^88  _ 
1,21254 

1,31491 
1,34893 

1,44840 
1.49441 

1,64918 

1.73347 

1.88996 

9,03479 

Co 

0,96465 

1,08479 

1.81253 

X. 98964 

9,15659 

65 

0,97660 

1,10993 

1.93764 

1.38443 

1,54410 

i.7'763 

1,90484 

9,10348 

9,30879 

70 

0,98769 
0,9971» 

1,11865 

1,26186 

1,41994 

1,59591 

1,79269 
1.87145 

9,01193 

9,25178 
9,43658 

9,50455 

75 

».13307 

1.28371 

1,45316 

1,64684 

9.13390 

9,76806 

S« 

.  1.00444 

»,»4449 

1,10135 

1,48098 

1.69181 

1.94682 

2.9^597 

2.66935 

3.15339 

«5 

1,00909 

i,«5'7i 
«•»$493 

1,31299 
i,3i^'96 

_ii4?97_7__ 
»,5C'645 

1,79379 

2.00499 

9.38365 

2,94869 

3,83174 

90 

1,01068 

».73549 

9  0975V 

9.43695 

3.i3'3o 

00 

684  Tafeln  für  die  elliptischen  Integrale. 

Tafel  fUr  das  elliptische  Integral  E  (i,  q>),  wo  A;  =  sina. 


a 

E(k,[fi) 

Eik,  \(f) 

E{k,  m 

JS(ä,20'^)JE:(ä-,25'^)E(ä,30^ 

2?(*.36fl) 

JS(k,4ff^S{k,4ii) 

o 

0,08737 

0.174S3 

0,36180 

0,34907 

0.43633 

0,52360 

0,61087 

0,69813 

0,71540 

5 

0,08727 

0.17453 

0,96178 

0,34901 

0,43693 

0,52343 

0,61060 

0.69774 

0,7«4M 

xo 

o.o»y^ 

0,17451 

0,36171 

0.34886 

0.43593 

0,59999 

0.60980 

0,69658 

0.78324 

«5 

0,08736 

0,17447 

0,36x60 

0,34860 

0,43544 

0,S9208 

0.60850 

0,69467 

0,78059 

30 

0.08735 

0.17443 

0,96145 

0,34825 

0,43477 

0,52094 

0,6067s 

0,69907 

0.77607 

»5 

0,08735 

0,17438 

0,96x37 

0.34783 

0,43394 

0,5 «953 

0,60451 

o,68M4 

0,77247 

3© 

0,08734 

0.1743« 

0,96106 

0.34733 

0,43*98 

0,5*788 

0.60194 

0.68506 

o,76:r»p 

35 

0,08793 

o,i74»4 

0.360S3 

0,34678 

o,43«9« 

0.51605 

0,59907 

0,68084 

0.7««  2I 

4© 

0,08739 

o,»74i7 

0.36058 

0.34619 

0,43076 

0.5x409 

o,50S9« 

0,67638 

0,7548? 

45 

0,08721 
0,08730 

0.17409 
0,17401 

0,26039 

0,34558 

0,43958 

0,51205 

0.59276 

0.67153 

0.7481c 

50 

0,36006 

0,34496 

0.42838 

0,51000 

0,5895» 

o,6667X 

0,74137 

55 

0,08719 

0.17394 

0,35981 

0,34437 

0.497a« 

0,50799 

0.58634 

0,66197 

o.7i'4«5 

60 

0,08718 
0.08718 

0,17387 

0,35957 

0,34381 

0,43619 

0,50609 

0,58332 

0,65746 

o.7«»t 

65 

0,17381 

o.35->36 

0,34330 

0.425 »3 

0,50437 

0,58057 

0.65334 

0.72232 

70 

0,08717 
0.08716 

0,17375 
o,i737> 

0,359 -7 
0,35909 

0,34386 

o,4«436 

0,50387 

0,5781« 

0.64974 

0,71715 

75 

0,34250 

0,43356 

0.50165 

0,57699 

0,64679 

0^71380 

So 

0,087x6 

0, 173^7 

0,35891 

0,34224 

0,42304 

0,50074 

0,57477 

0,64459 

0,70972 

85 

0,08716 

0,17365 

0.35884 

0,34207 

0,43973 

0.500x9 

0,57388 

0.64394 

0,70777 

90 

0,08716 

0,17365 

0,25882 

C.34309 

0,^9363 

0.50000 

0,57358 

0,64979 

0.70711 

Grau 

£(Ä,5Ü0) 

^(Ä,55") 

E{k,  GOO) 

E{k,6&^) 

Eik,  W) 

^(*,750) 

EiKS^) 

E{k,m 

iS(*,9.<iO 

0 

0.87366 

0,05993 

1,04720 

1,13446 

1.22173 

1,30900 

1. 39696 

».48353 

t.570«.: 

5 

0,87194 

095900 

1,04603 

1,13304 

I,92009 

1,30608 

».39393 

»,48087 

1.5678' 

xo 

0,86979 

0,95622 

',04255 

1.12878 

X,3149X 

X. 30097 

x,38698 

».47294 

«.55««? 

«5 

o.866a6 

0,95166 

1,03683 

1,12176 

X,  20650 

1,99107 

»,37550 

»,45985 

»,54415 

90 

0,86142 

o.g4S4X 

1,02897 

X. 1x213 

»,19493 

«.27742 

».3596« 

«,44»78 

i,5«3«' 

25 

0.85539 

0,93761 

1,0x915 

1,10005 

X, 18040 

1,36026 

«,33976 

1,41900 

..498.« 

30 

0.84833 

0,92843 

X. 00756 

1.08577 

x,i63i8 

«.23989 

1,3x606 

«.39186 

1.4674t 

35 

0,84036 

0,91807 

0,99445 

x,o6958 

x,X436o 

1,9  1666 

»,«8897 

«,36076 

»,43229 

40 

0,83173 

o,9<^8o 
0,89490 

0,98013 

1,05183 

X.  12205 

x,X9iox 

».25897 

1,33693 

«.393»^ 

45 

0,83365 

0,96495 

X,O<903 

1,0990« 

1.16346 

1,92661 

i.a8886 

»,35064 

50 

0  81338 

0,88269 

0.94930 

».01333 

1,07500 

X. 13460 

»,»9255 

«.24934 

».30554 

55 

0,80419 
0,79538 
0,78724 

0,87052 
0,85879 
0,84788 

0.933^.2 

0,99358 

1,05064 

»,10513 

».«5755 

X  30850 

1.95868 

60 

0,91839 

0,97427 

1.03664 

x,o7586 

»,»2249 

X  16796 

t,9XI06 

65 

0,90415 

0  95606 

«,00379 

1,04769 

1,08839 

«,«2673 

»»»6383 

70 

378oo7_ 
0,774x4 

0,83822 
0,83020 

_^.8^M4_ 
0,88080 

0.91965 

0,98398 

1,03179 

»,05648 

i,o88«s 

1,11838 

75 

0,99580 

0,96519 

0,99916 

X,02893 

1.05343 

»,07641 

80 

0,76971 

0,82417 

0,87276 

0,91593 

o,95«44 

0,9814» 

».00543 

«,02436 

1,04011 

85 

0,76697 

0,82042 

0,8^773 
0,56603 

0,90858 

094970 

0,96999 
0.96593 

0,99023 

«.00394 

1,01366 

90 

0,76604 

0,81915 

0,90631 

0,93969 

0,98481 

o.996«9 

X,00000 

Tabelle 

der  wichtigsten  Formeln  aus  der  Integral-Rechnung.") 


1.)      fdF{x)  =/F'(x)ri.r  =  F{.r).  [§  l.  Gl.  (3.)  und  (4.)) 

2.)       d/F'ixylx  =  F*(x)(lx.  §  1,  Gl.  (5.)] 

3.)       Ist  a  der  Wert,  von  .r,  für  welchen  das  Integral  von 
F'(x)dx  verscliwindot,  so  ist 

/F'(x)fLr  =r.  Fix)'-    F{a).  \%  2,  Gl.  (3.)| 

f/ 

•4.)      Der  Flächeninlialt  einer  ebenen  Figur,  wi^lclie  b(»,gi\'nzt 

wird 

1.)  von  der  Kurve,  ij  =  f{x), 

2.)  von  der  X-Achse, 

3.)  von  den  beiden  Ordinalen  x=a  und  x  =  h, 
ist  gleich 

A  h 

F  =  /ydx=/F\x)dx  =  \F(x.)\   =-.  Fih)  —  Fia), 
wobei  F\x)  ^  f(x)  sein  soll.  [§  2,  iW.  (5.)  und  (Ha.) 

5.)     /F\x)dx  -      /F'(x)dx.  ;§  2.  Gl.  (29.)] 


♦)  Die  Intepjatioiis- Konstante  ist  liberull  der  Kürze  we^en  fort- 
g^assen. 


<)8() 
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r  h 


G.)   fF'(:xyix=fV\x)dx-\-fF\x)(U\  ;^  2.  Gl.  m.i 

aar 

7.)  jÄFXx)dx  =  Ä/F\x)dx.  :S  :5,  Gl.  ,5.r 

8.)  yj7^''(x)  +  0\x)\dx  =-/F'{x)(Ix  ±/G'{x)dx. 

:$  8.  Gl.  (11.)  und  (13.) 

0.)     /x^'Wx 


10.)    /rlx  =  x. 

1 1.)    ja^dx  -=        ^    /^'^'•r/.r  =  c 

13.)     Ivoaxdx  =  siii.r. 
14.)     jsiuxd.r  =  - 

7  cos-./'         "^ 

^'^^r.  ;§  4,  Gl.  (i:». 

/'     dx  .T 

•)     /    >  .^  =  aivsin.r  -=  ,^        arcros./'.  g  4,  Gl.  riG.)  ima  (2h. 

•    Kl       •'"  "^ 

•  dx 


cos.r. 


[§  4,  Gl.  (!>.. 

S  4.  Gl.  (2a.r 

!§  4,  c;l.  (:j.i  und  (3a.) 

Ig  4,  Gl.  (4.) 
fg  4,  Gl.  (VI.) 
[§  4,  Gl.  (18.) 

g  4,  Gl.  (14. 


IG.)    ("''..    ^  - 

r  dx 


17. 

1^-»     /i_L  ^2  =  '^^'^'*r^-^'^o  ~    arectgr.     rg  4.  (;i.  (17.)  und  (iLM 
11).^   Jilo]xdx  -=  Sin.r.  [g  4.  Gl.  (is.i; 


"20.)    JS\nxdx=^{lo)x.  |§  4,  Gl.  (11».: 

^'^''  J^o\''x^^^'''^'  IS  4.  <.'M-().)] 

"-\/(2n^x^--^^9^--  1§  4.  Gl.  (21..; 

'■^'^•^  7i/^       .  '"  '.^(r©in./'  -  \wx  -f-  V x^  +  r.    f^  4.  Gl.  (±i.j: 
'  K-r^  +  1 
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24.)     +  /  ^  ^^        =  "ilxiioiJ'  --=-•  \iMx  ±  y^r'  —  1 ) 

^  ±  '^^('^  -T-  y^'^  ■—  1  j .  [??  4,  GL  (23.)] 

:>o.)    ^^       ^^  =  ^Hr5g:r  --  ^^  ln(^^  ^  J.   wenn    x    <  +  \. 

[§  4,  Gl.  (24.)  und  (:HJ.); 

[§  4,  Gl.  (25.)  nud  (37.)' 
2C).)    Setzt  man 

X   ^  »/>(/j,     also     (Ix  =  i/''(/irf^, 
so  wird 

/fixylx  =^/f\ifif)\ .  iij'it)(lf,         §  7,  Gl.  (1.)  und  (5.)] 

27.)     /      "^     =  ln(r  +  a).  \^  h.  (M.  ^2.).  .3.1  und  §  37,  Gl.  (2.)J 

J X  ^a  o      7        \  /j 

28-)    J„^^  -  l  '^^--tS  Q.  ,s  8,  «1.  (-22.)] 

20a.) /*/-^   .,  =  -''iir&d'')-'  Inf"") 
f.r-  —  a-  a  ^\a/       2a     \x  4- a/ 


[§  8,  Gl.  (23.)1 

=  —     virivtni      i  ^.        im 

r  + 

wenn    x    >•«  >  0. 

1§  H,  (M.  C_M.),  §  V\,  Gl.  (1.)  uiul  (7.).  §  m,  Ol.  (4.)', 


90.)  j-^-^  ^.,  =  y  ln(.r=i  +  a^) .  ;§  8,  Ol.  (26.)  und  (27..] 

32.)  Cf  f^ .    =  +  >'«=^  +  a-^.  [§  9,  Ol.  (4.)] 

^^•)  /tPI"^    a^-i-^-"^"-«'-  l§9,  «l-(6); 

^^•)  Ii/t"     .,  =-«i'^'''i"C)-  (§9.  «l-(7.)] 
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=  ±  ln(^         ^ )  [§  9.  Gl.  (9.11 

Ji^|/a2_^  a  'Vr/  a     \  x  / 

[§  9,  Gl.  (12.)] 

JxVa^+x^  «  VC/  a     N  «  / 


38. 
39, 


40, 

41. 
42. 

43. 

^4. 
45. 


[§  9,  Gl.  (17.)] 
dx  Va^  "# 


[§  9,  Gl.  (19.)  und  §  18,  Ol.  (55.)! 
C     dx  1  .    /a\ 

/(i      ^^''f^^'^^J-  t§  10,  Gl.  (8.)- 

Jtgxdx  =  —  ln(cos;r).  [§  10,  Gl.  (10.)] 

fctgxdx  =  +  ln(sin.r).  l§  10,  Gl.  (ll.t] 


♦)  Mau    kann    auch    unter   Weglassung    der    Integrations- Kon- 
stanten —  Ina  schreiben: 

**)  Man    kann    auch    unter    Weglassuug   der   Integrations  -  Kon- 
stanten —  Ina  schreiben: 

/*      fir  —  

±  I   /  '  ---'  hi(x±yx^  -  rt'^  =  +  ln(x  +  Va?2  _  a2). 
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[§  10,  Gl.  (13.)  und  §  14,  Gl.  [:>.)] 

=  +  l"[tg(4  +  I)]  =  -  '"  [«*S(J  +  2)]-  f§  10,  Ol.  (17.)] 
•19-)  y2:fla;dx  =  ln(6of  x).  [§  lo.  Gl.  (19.)] 

öO.)  yetgxda;  =  In  (©in«).  [§  lO,  Gl.  (20.)] 

^^•^    / ©ix 6^  =  '"^Ö""^  =  ~ ln(6t9x).        [§  10,  Gl.  (21.)] 

53.)   yJF''(sinx)cosaKix  =  fF'{f)dt  =  1^(0,     wo     t  =  sinx. 

[§  11,  Gl.  (3.)] 
54.)   fcas^^+^xdx  =J{1  —  sin-'x)" .  (/(sinx).  [§  ii.  Gl.  (7.)] 

66.)  /F'{co8x)  .  sinxdx  =  —ff{t)dt  =  —  F(t),  wo  ^ =cosx. 

[§  11,  Gl.  (10.)] 

56.)  ysin2"+ixdx  =  — /{l  —  cos*x)"  .  d(cosx).      [§  11,  Gl.  (18.)] 

57.)    /sin'»»xco82'»+ixdx  ^y8in*'x(l  —  sin^)" .  ^(sinx). 

[§  11.  Gl.  (15.)] 

68.)    /cos"»xsin2'«+ixdx  =  — Jcos'"x{l  —  cos^x)» ,  d(co8x). 

[§  11,  Gl-  (17.)] 
59.)    /F'(tg«)  •  ^^  =  lF'{igx) .  d(tgx)  =  FiXgx) . 

/  (§  11,  Gl.  (21.)] 

60.)  jhtgx) .  dx  =jl^^^^  .  d(tgx).  [§  11,  Gl.  (28.)] 

60a.)  jis»xdx  =  f^-^^  •  d(tgx).  [§  11,  Gl.  (29.)] 

«!•)  jj^-^  =f(X  +  tgh;r-'d{tgx).  [§  11,  Gl.  (36.)] 

Kiepari,  Integral -Reohnxmg.  ^ 
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dx 


r  fix  i 

62.)      F^ictgx)  .-2;.  =  -  P'(ctgx) .  d(ctgx)  =  —  ^^(ctgx). 
f  Sin  X  j 

[§11,  «l.  (3ft.; 

63.)    ^Actgx) .  dx  =  -j^^^^^i  ■  d{ct^x).        :§  11,  Gl.  («.); 
e-d^.)Jctg"x .  dx  =  -ji^^i  •  <^(ctg«)-         l§  11>  Gl-  («•): 

65.)  yF'(©ina;)(5oixdx=y>'(@inx).d(@inx)  =  F{<B.nx). 

[§  11,  Gl.  (46.)] 

6(i.)    /6op''+ia5rfx  =y"(l  +  Sin^x)» .  d(®ina;).      [§  11,  Gl.  (47.)] 

67.)  J'F'{(lo\x)^\nxdx  =J'F'{}S,o\x)  .  d(Sofx)  =  F{f§,o'\x). 

t§  11.  Gl.  (4«.)] 
68.)  J''B\v?''+^xdx  =y(eoPx  —  1)" .  d(eof X).        [§  11,  61.  (49.); 

69.)  JF-{%^x)  ■  g^l^  =fF'{%Qx) .  rf(59x)  =  F(5:9x). 

l§  11,  Gl.  (50.)] 
70.)  j}{%%x)dx  =  f{~^^i^  ■  d(2flx).  [§  11,  61.  (51.)] 

y'   dx  /' 

6of  «x  =/^  ~  Sg^-^)"-'  •  d(l%x).  (§  11,  Gl.  (52.)] 

/'  dx  /* 

72.)  j^'(^t9x)-g.-,^  =  -J2i''((itgx).rf(et9x)=-J'((5t9x). 

[§  11.  Gl.  (5.3.)] 
73.)  jfmQx)dx  =jy^^^^  .  rf(6t9x).  [§  11,  Gl.  (54.): 

7+-)  /@i^Si^  =  -yJetg^a;  -  ir-^ .  dm%x).  [§  n,  gl  (55.)i 

75.)  J'F'\f{x)] .  f\x)dx  =J'F'{t)dt  =  F{t)  =  F[ax)]. 

[§  11,  «1.  (56.)] 

7(5.)  JF'ia-') .  a'dx  =  ]^^ß"{a') .  d{a')  =  j-jJ-i^C«')- 

l§  11,  Gl.  (57.)] 
7(ux.)j F'ie') .  e'dx  =  jF'{e^ .  d(e*)  =  Fie'),     [%  11,  GL  (58.)] 
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77.)    JF'{\nx)  .  ^  =  JF'ilnx) .  d{\nx)  =  F{lnx). 

[§  11,  Gl.  (59.)] 

ydx        r 
/"'(arcsin.x)  •  — -  =  jF'iüvcsmx) .  rf(arcsinx) 

y  x      x^     j 

=  ^(arcsina:;).         [§  ii,  Gl.  (60.)] 

C  ix  C 

79.)    JF* {arc  cosrr) •  --^- :  =  —  / i^'(arccosx) .  d(arccosx) 

=  —  i''(arccosx).    [§  ii,  Gl.  (61.)] 

80.)    JF'  (arctgx)  'YÄln^^  fF\siVctgx) .  d(arctgx)  =  jP(arctgx). 

(§  11,  Gl.  (62.)] 

/*  dx  C 

81.)    JF' {eii'cctgx)  •  yr  _2  "^  —  IF' (arcctgx) .  rf(arcctgrr) 

=  —  ^(arcctga;).       [§  11,  Gl.  (63^] 

82.)    If(sinx,  cosx,  tgx,  ctgx)dx  = 

/•/^^        1—^        2^        1— ^\    ^rff 

f\l^i^'    l  +  fi'    l  —  t2'      2t   /   1  +  ^2' 

wobei 

^  =  ^g(|)'  [§  11,  Gl.  (68.)  bis  (73.)] 


82a.) //•(©in X,  6ofx,  Xgx,  et9x)rfa;  = 

/•/    2^r        1^+^       2f        l  +  t\    J 


2df 
wobei 


fdx 
^•^  7©^  ^  2arctg(e^).  [§  11,  Gl.  (76.)] 

84.)  J'f{x ,  Va^  —  x^dfx  =Jf{a  sin  f ,  a  cos  t) .  a  cos  Wf , 

wobei 

.    .       X  .       ya2_3.2  ^ 

sinr  =     1  cosr  = 1  terr  =  --=i.^zz=— » 

«  a  ^        Yc^  —  x^ 


Ctgf  =  1^-  ?" .         L§  12,  Gl.  (3.)  und  (4:)] 

X 
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84a.)y>(^,  ya>--^^dx  =ff(a%Qt,  ^).  ^*^ 


85.)  J'fix;  y^'  +  x^x=Jf(atgt,  ^). 


wobei 

12,  Gl.  (7.)  und  (8.)] 
adt 

wobei 

sin/  =     --._^    j  cos/  :=    ,  j  tg^  ==  -  j  ct^:^  ==     • 

[§  12,  Gl.  (11.)  und  (12.)] 
85a.) /Aü:,  Vcfi+x^)dx  =  ff{a(Bmt,  a^ii\t) .  a^o\t .  dt , 

wobei 

©m/  =  -  ,    Soff  = '    - j     2;a/  = 


^tgf  =      -  -    —  .         [§  12,  Gl.  (15.)  und  ao.)] 


X 

a  sin  t  dt 
cos^f 
wobei 


86.)    jf{x,   Yx'—a^)dx=jf(^^-^,aigt\ 


sinr  =  ?     cos/ =     j     ts:/ =       , 


86a.) /^a;,  Va;*  —  a^)dx  =  ff{a^o)t ,  a®int) . a(Bmt .  dt, 


wobei 

a  '         a        "  X 

6tö<  =  -^  4^—^  •    [§  12,  Gl.  (29.)  und  (30.)] 

87)    /l-   -^?.         =         1        ,   /a;  +  6  -  yi* -  c\ 
/a;2  +  2te  +  c       2/621  e  ^\e  +  6  +  ]/62  —  c/ 

[§  13,  Gl.  (18.)  uiid  §  37,  Gl.  (9.) 
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[§  13,  Gl.  (18a.)  und  §  87,  Gl.  (6.)] 

89.)    /-.,   ,  TTi      ,      =  -r: --;  —  arctgf ---r=!=^- )• 
'  Jx^  +  2bx  +  c       Yc  —  h^        ^\yc  —  V2/ 

[§  13,  Gl.  (25.)  und  §  38,  61.  (3.)] 


'  ja?  +  26ar  +  Iß  ~J  {x  +  b)^  ~       x -{■ 

[§  13,  Gl.  (30.) 

92.)  y, 


+  6 
[§  13,  Gl.  (30.)  und  §  37,  Gl.  (3a.)] 

dx 

>x-\-c 

[§  18,  Gl.  (31.)] 
•   {Px  +  Q)dx 

(X  —  Xi)  {x  —  X2) 

=       ^       [{Pxi+Q)ln{x  —  Xi)  —  {Px2  +  Q)ln{x  —  X2)]. 

Xi  —  X2 

[§  13,  Gl.  (32.)  und  §  87,  Gl.  (10.)] 

/*      dx 
^^■^  J^^xcos^x  ^  ^^"^  ~  ''^^''  ^  ~  2ctg(2x).   [§  14,  Gl.  (1.)] 

94.)    22'»/cos2'»a;rfa;  =  ^  sin(2na;)  +(  !^\^   _  „8in(2«  —  2)x 

[§  14,  Gl.  (5.)] 
r  o 

95.)     22«+i/cos2«+ia:da?  =  ö— jTi  sin(2n  +  l)x 

[§  14,  Gl.  (8.)] 
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96;    '    '       ^    • 


/  2 

,)    (_  l)"2-''/sm-''xrfa;  =  ^^    sin{2nx) 

-C)2..i.2-'^"-'^»'- 
.  /2n\      2        .    ,^ 

+  ...  +  (-l)»-'(^'^j)sin(2x, 

/'  2 

97.)    (—  l)'»22'»+i lsin-"+^xdx  =  —  o"     r?  cos(2h  +  l)x 

-<-'>"-C^x')l-'^>-<-')f"„-'> 


COSJ'. 


[§  14,  Gl.  (15.)] 

1)8.)  Judv  =  UV  — Jvdti.  [§  15,  <;i.  (2.)] 

/•  1  ^ 

99.)    jcos'^x  .dx  =      sinurcos  j^  +  9  "  [§  ^«'^  ^^-  (■*•)] 

/'  1  X 

100.)  jsixi^x  .dx=^  —  ^  sinxcosx  +  ^^  •  [§  17,  r^l.  (S.)] 

•  1  1    * 

101 .)  /cos'"x  .dx=   -  cos*^*-~^x  sin  ic  +       -     lco8''*-~^x .  rf^ . 

[§  17,  OL  ^H.)] 

/•  r  1  2n 1 

102.)  lcos-"x  .  dx  =  siiix   ,:,    cos-'^-^a;  +  ,^  -  -z, 

J  12  n  2w(2n  —  5 


^^cos- 


(2w  — l)(2n  — 3)  ..  _. 

+  2n  ;(2n  -^  2H2»r^  4)  '^^'''  "'  + 

,    (2n  — l)(2n  — 3)...5.3  1 


2n(2n  — 2)(2m  — 4)...4.2 

.3.] 
4.5 
i§  17,  Ol.  (-24.)] 


(2n  —  1)  (2n  —  3) ...  5 . 3  . 1 
■^  2m(2«  —  2)  (2n  —  4)  ..'.4.2^" 
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103 )  fJ-""-  =  +  —  -^~  _   +  "-^  2  r  dx 

Jcos'^x  {n  —  1)  cos'*""^^:       n  —  Ij  cos'^-~^x 

104.)  Ism^''x  .dx  = siii'^^^cosa;  + /sin'«~% .  dx. 

J  rn  rn    J 

105.)  Ism^^x .  dx  =  —  cosa?  ^ 


[§  17,  Gl.  (26.)] 


[§  17,  Gl.  (38.)] 


•  2«   1      !      2n 


2n(2n  —  2) 
I      (2n-l)(2n-3) 
^2n(2n-2)(2n  — 4)^""       "^  + 

+  2n(2n  —  2)  (2n  —  4) . . .  4 .  2  ^^^  *^J 

(2n  —  1)  (2n  —  3) . .  .5.3.1 
+  2w(2w  —  2)  (2n  —  4)  ...4.2^' 

[§  17,  Gl.  (4«.)] 

/*  da:    cosa;  n  —  2  /'   da? 

Jsin^x  (n  —  l)sin'*"~^ic       n  —  ijsin^-^x 

[§  17,  Gl.  (48.)] 

107.)  jt^xdx  =     _    tg^-^x  —  jt^^'^xdx.     [§  17,  Gl.  (57.)] 
108.)  Isim^xcos^xdx  = 


8in^'"^x  008**+ ^a? 
m  ^  n 

m  + 


H ; —  Um'^~~'^x  Qos^x  dx . 

[§  17,  Gl.  (58.)] 


J    sin'^a?  (w —  1)  sin'^^^a:  w  —  1    J  siii'^'—^a: 

[§  17,  Gl.  (59.)] 

110.)  Ictg^xdx  = T  ctg^— ^x  —  jctg^^xdx. 

[§  17,  Gl.  (68.)] 

111.)  iBUi'^xcos^^xdx  = 

J  m  +  n 

,   n  —  1  f.  o     7 

H r —  hm^xcoa^-^xdx,   rs  17,  Gl.  (64.] 

m  +  n/  iTj     »        V     j 

^ ^     /sin'^x dx sin'^+^x  m  —  n  +  2  / sin'^x dx 

J    cos'»x     ~"  (n  —  1)  cos'»-"^x  w  —  1     J  cos''"^x 

[§  17,  Gl.  (65.)] 


[§  17,  Gl.  (66.)] 
[§  17,  Gl.  (67.)I 

[§  17,  Gl.  (68.)] 

^x .  rfa:. 

[§  17,  Gl.  (69.)] 
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3.)  /(Sof'^a: .  dx  =  —  (Sof«'-^a7©ina;  H leof^-*^ ,  ^ 

/  w  f^    J 

[§  17,  Gl.  (66 

©m'^a? .  da:  =  -  ©in'^-^ajßofa; /©in^^-^a; .  da: 

[§  1^   ^-    " 
5.)  ix^'^x  .dx  = _    Z^'^^x  +  fiQ'^^x .  dx 

6.)  /et9«*x .  da:  = _—  i&tQ'^-^x  +  jkiQ'^-^x .  da:. 

[§  17,  C 
/.)  /e^'*cos(6a:)da:  =  e«'  •  -     -'    ^-77x2  ----'[§  17,  Gl.  (76.)] 

o^  /L,,  •  /r  vj          ^,    asin(6x)  —  6co8(6a:) 
8.)Jef^8m{bx)dx  =  e^' J+& —        '  ^^  ^'^'  ^"^*  ^^^'^^ 

9 )  /:^^^  =  _  ^^  V,,2:Zi2  .  ('^  -  ^)<^^f^-''dx 

7-|/a2— x«  w  "^         m      JYa^—x^ 

[§  18,  Gl.  (4.)- 

f§  18,  (Jl.  (7.)  und  (8.)] 
l.)j'^^^^  =  c„  .  «.-^«arcsinQ  -  Va^-xK  G„{x), 

wobei 

_  1.3.5...(2w  — 3)(2w  — 1) 
^"       2.4."6...(2«  — 2)(2n) 

"^•"^^^    2w"    +     (2w--2)2« 

3  .  5  ...  (2«  —  1  )a-«-2x 
"^  '■2.4...(2n  — 2)2n 

[§  18,  Gl.  (14.),  (16.)  nnd  (19.)] 

1  '22.)  (x"'dx  Va-'  -  a^'  =   ^,^ '    l/a^-ar^  +     -'*'■„/*  -^f*.-. . 

[§  18,  Gl.  (24.)] 

123.)  jf/jVo--    X-  =  ^  j/ffl^— j^'  4-  ^  arcsin(^Y  [§  18.  Gl.  (25.)] 


Tabelle  der  wichtigsten  Formeln.  697 

124)  jxdxVa^—'i'  =  —  |j'(a«  —  x«)  Ya^—x^.      [§  18,  Gl.  (26.)] 


»2 

[§  18,  Gl.  (27.)] 


126.)  /l^^-  =  ^Va^T^-^-'-— ^"V*^'''^ 


[§:i8,  Gl.  (34.)] 


126  a.)  f-r^   =  ^-^  Va^-V  +  ^"  "  ^^^Y^— 


,2 

[§  18.  Gl.  (42.)] 


127.)  f-ß^    =  t  Va^'+x^-  ?lnf +  ^"'+^ 
Vl/a»+x2      2  '      ^  2      V  a  J 

[§  18,  Gl.  (37.)  und  (38.)] 

12a)  fx"'dxYa'  +  7?  =  -^^'_  l/a2+ x2  +     ^\  f-f^^.  . 
'J  tn  +  2'^      ^  »»+2/l/o2^aa 

[§  18,  Gl.  (47.)] 
128a.) /x"'(*a;]/^-«2  =  '^P-Ya?-ä^-     "^\  ^f  f^""    ■ 

'J  «1+2'  m  +  yy^^^a^ 


[§  18,  <J1.  (50.)) 


129.)  fdx  V^  +  a^i  =  I  Va«  +  x^  +  |*  ln(^  +  ^f  +  ^ 

=  J  Vo^ + ar*  +  ^  ^It ©in 0) •  [§  18,  ( Jl. (48.)) 

129^.)  fdxYx^-al  =  f  l/:r'-a^  -  ^'ln(^  +^f  "^') 

=  1  V^-a2_  ^'»lteofQ.[§18,Gl.(51.)l 
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130.)  IxdxVd^A-x'  =  g  (a^  +  x^)ya^  +  ü^.  [§  18,  Gl.  (49.)] 

/*  1 

130  a.)  jxdxyx^  —  d-  =  ^  (x-  —  a^)y:;d^—d-.         [§  18,  Gl.  f52.)] 

131)  f      ^^         ^_     y^'+_^ ''-^f _^^ 

[§  18,  Gl.  (54.)] 

rn    ^/l     ''''-       =4-     ^-^     \    ''-^  f       ^^ 

J ^'•V'a:^ -  a^       "^  (w  --l)a^x'^'  "^  (n  — l)a2/a^2y^I_72 * 

[§  18,  Gl.  (57.)] 
132.)  Bilden  die  Koordinaten -Achsen  den  Winkel  y  mit- 
einander, so  ißt 

ö 

F  =  sinyjydx 

der  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  AiBiBA^  welche  oben 
von  der  Kurve  AB  mit  der  Gleichung  y  =  f{x)^  unten  von 
dem  Abschnitte  AiBy  auf  der  X-Achse  und  links  und 
rechts  von  den  Ordinaten  AiA  und  BiB  mit  den  Glei- 
chungen x  =  a  und  x  =  i  begrenzt  wird.  [§  20,  Gl.  (2.)] 
133.)  Der  Flächeninhalt  einer  ebenen,  von  zwei  Kurven- 
bögen 

y*  =  f{x)    und     y'  =  g{x) 

und  von  den  beiden  Ordinaten  mit  den  Gleichungen 

X  =  a     und     x  =  b 
begrenzten  Figui*  ist  für  rechtwinklige  Koordinaten 

d  b 

^'  =JW  —  y")d^  =/[fix)  -  9{x)]dx,       [§  21,  Gl.  («.)] 

a  a 

134.)  Der  Flächeninhalt  eines  Sektors  AOB^  welcher  von 
zwei  beliebigen  Radii  vectores  OA  und  OB  imd  von  einer 
Kurve  mit  der  Gleichung  r  =  f{(p)  begrenzt  wird,  ist 

/j 
S  =  yr^dgj.  [§22,  Gl.  (6.)] 

a 

135.)     Tst  die  begienzende  Kui've  durch  die  Gleichungen 
gegeben,  so  wird  der  Flächeninhalt  des  Sektors  AOB 
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S  =  \kxdy-ydx)  =  lf(xf^  -  y^^dt. 

[§  23,  GL  (6.)] 
136^  Das  Volumen  eines  Rotationskörpers,  welcher  die 
X-Achse  zur  Rotations- Achse  hat,  ist 

V  =  nfyHx,  [§  2^4,  Gl.  (10.)] 

^1 

137.)    Das  Volumen    eines   Rotationskörpers,    welcher    die 
Y-Achse  zur  Rotations -Achse  hat,  ist 

Y  =  nfxHy,  [§  24,  Gl.  (11.)] 

138.)     Das   Volumen   eines   Rotationskörpers,   welcher   die 
Gerade  x  =  a  zur  Rotations  -Achse  hat,  ist 

V  =  Jtfix  —  afdy,  [§  24,  Gl.  (12.)] 

139.)     Die  Länge  eines  Kurvenbogens  ist  bei  Anwendung 
rechtwinkliger  Koordinaten 


y\ 
[§26,  Gl.(4a.),  (6.)und(8.)] 


ix 

140.)    Die  Länge   eines  Kurvenbogens   ist  bei  Anwendung 
von  Polarkoordinaten 

[§  ^,  Gl.  (3.),  (4.)  und  (7.)] 
141.)  Die  Oberfläche  eines  Rotationskörpers,  welcher  die 
X-Achse  zur  Rotations -Achse  hat,  ist 


^ 

jc\ 


0  =  2jtjyd8,  [§  30,  Gl.  (4.)] 


142.)     Die  Oberfläche  eines  Rotationskörpers,   welcher  die 
F- Achse  zur  Rotations -Achse  hat,  ist 
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0  =  2jtjxds.  [§  30,  GL  (5.)] 

143.)    Die  Länge  des  Bogens  einer  EÄnmknrve  ist 

■^  [§  32,  Gl.  (7.)  und  (&)] 

wenn  in 

f{x)  =  {x  —  a){x  —  h){x  —  c)...{x  —  k){x  —  l) 
die  Wurzeln  a,  6,  c,...k,  l  sämtlich  voneinander  verschie» 
den  sind,    und  wenn  der  Grad  von  9)(x)  niedriger  ist  als 
der  von  f{x).     Dabei  ist 

Am  einfachsten  findet  man  die  Zähler  A^  B,  C,.,,K, 
L  der  Partialbrüche,  indem  man  in  der  Gleichung 

c^x)  =  A  -^^?)-  +  5  A^)   + . . .  +  K^   +  L  M 
X  —  a  X — 0   '  '       X  —  k  X  —  l 

der  Reihe  nach  x  =  a^  o*  =  6,  x  =  c, . . .  x  ="Ä:,  x  =  Z  setat 
Ist 

b  =  g  -\-  hi,     c  =  g  —  Äi, 

und  sind  die  Koeffizienten  in  (p{x)  und  f{x)  sämtlich  reell, 
so  wird 

x  —  6      X  —  c       (x  —  gf  -\-h^ 

[§  36,  GL  (3.),  (4.),  (12.),  (16.),  (16.),  (18.),  (18a.),  (77.)  und  (80.)] 
'^      Ax)       (X — af  ^  (X  —  a)«-i  ^       ^  x  —  a 

^(x  — 6)/»^  (x— &)/*-!  ^       ^x  — 6 
+ 

'^{x  —  lY'^  ix  —  lY-'  "•         ^x  — Z' 
wenn  in 
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f{x)  =  (x  —  aY{x  —  hf...{x  —  V)^ 

die  Wurzeln  a,  ft, . . .  Z  sämtlicli  voneinander  verschieden 
sind,  nnd  wenn  der  Q-rad  von  (p{x)  niedriger  ist  als  der 
von  f{x),     Ist 

b=g  +  hi,     c=g  —  hi, 

und  sind  die  Koeffizienten  von  f{x)  und  q>{x)  sämtlicli  reell, 
so  wird  ß  gleich.  /,  und  man  kann  setzen 

— ^L_  + ^? +  ...  .   _^_ 

{x  —  by  ^  {x  —  hy-^^      ^ x  —  b 

^  ^x  —  cy^ {x—cy-^^    ^x—c 

Pix+Qi  P2X+Q2        ,         ,    PfiX+Qß 

[{x-9?+h^y  ^  [{x-gf+h^y-'  "^  • "  ^  {a^gf+h^ ' 

[§  86,  Gl.  (1.),  (11.)  nnd  (36.)] 

^^Vi^'är  =  -  (^-lT{^=a")^  .  wenn  n  >  1 . 

[§  37,  Gl.  (3.)] 


147.)  f '^- =  -  arc to ß~A.         (VergL  Formel 

'Jix  —  gf  +  h^        h^^^^K     h     )  Nr.89d.  T.) 

[§  38,  Gl.  (4.)  und  (7.)] 


149^/LJL_  = i_  I  2n-3r     dt 

V(l  +  «2)«      (2n— 2)(l+<2j«-i  "T"  2n  —  2j(l+/a)'-i 

[§  38,  Gl. 

wobei 

1  .  <  .  t 

cos«  =       r^=i.^=r_)     Sin «  =       =--  rrr=  )     8m«cos«  = 


tg«  =  <,     «  =  arctg«.  i[§  38,  Gl.  (18.X  (15.)  und  (16.)] 
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0  =  2jtjxds.  [§  80,  GL  ^.)1 

143.)     Die  Länge  des  Bogens  einer  Ranmkurve  ist 

■^  [§  32,  Gl.  (7.)  und  iß.)] 

f{x)       X — a      X  —  0       X  —  c  X  —  k      x  —  l 

wenn  in 

f{pc)  =  {x  —  a){x  —  b){x  —  c) . . .  (x  —  k){x  —  l) 
die  Wurzeln  a,  6,  c,.,.kj  l  sämtlicli  voneinander  verschi^ 
den   sind,    und  wenn  der  Grad  von  q>{x)  niedriger  ist  als 
der  von  f{x\    Dabei  ist 

Am  einfachsten  findet  man  die  Zähler  J.,  JS,  C,...Kj 
L  der  Partialbrüche,  indem  man  in  der  Gleichung 

X — a  X — 0  X  —  K  X  —  l 

der  Reihe  nach  x  =  a,  ir  =  6,  a;  =  c, . . .  x  ="/c,  x  =  1  setzt 
Ist 

b  =  g  -\-hi^     c  ^=  g  —  hi^ 

und  sind  die  Koeffizienten  in  (p{;x)  und  f{x)  sämtlich  reell, 
so  wird 

B  C  Px  +  Q 


X  —  b       X  —  c        {x  —  gf  +  h^ 
[§  36,  Gl.  (3.),  (4.),  (12.),  (15.),  (16.),  (18.),  (18a.X  (77.)  und  (80.)] 

145)      ?^(?)  =  .--^-^--+     -A.__     .   ...+  ^-^« 
^      fix)       {x  —  aY  ^  {X  —  ay-^  ^       ^  x  —  a 

^(a;_6)/»^  (x  — 6)/*-i  ^       ^a:  — 6 
+ 

^(a-—!)"^"^   (0-  — Z)^-i   '^"'^X  —  l' 
wenn  in 
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f{x)  =  (x  —  aY{x  —  hf...{x  —  If 

die  Wurzeln  a,  ft, . . .  Z  sämtKch  voneinander  verschieden 
sind,  nnd  wenn  der  Grad  von  (p{x)  niedriger  ist  als  der 
von  f{x).     Ist 

l=g  +  hi,     c  =  g  —  hi, 

nnd  sind  die  Koeffizienten  von  f{x)  und  q>{x)  sämtlich  reell, 
80  wird  ß  gleich.  /,  und  man  kann  setzen 

j?L     j ^2         . Bß 

{x  —  by  ^ {x  —  by-^^     ^ x  —  b 
+  -  -^ +-   ^^    +...  +  J^^_  = 

^  {x  —  cy^  {x—c^-^^       ^x—c 

Pix+Qi_  P^+Q2        ,  ,    PßX+Qß 

[{x-g?+h^y  "^  Ux-gf+h^y-'  "^  •  •  •  "^  '(x-g)^+h^ ' 

[§  86,  Gl.  (1.),  (11.)  nnd  (36.)] 

J  (x  —  «)*•  (n  —  l){x  —  a)^-^ 

[§  37,  öl.  (3.)] 


Formel 

T.) 

[§  38,  Gl.  (4.)  nnd  (7.)] 


[§  38,  Gl.  (12.)] 


^^^•'J{x  _  <7)2  +  A2  -  A  ^'^^  *S  V     h     )  Nr  89  d. 

[§  38,  Gl.  (4.) 

[§  38,  Gl.  (8.): 

149^/l'^'_=  J_  .2n-3/-     dt 

V  (1  +  ^■^)''      (2w  — 2)(i+  ^2)»-!  "^  2n  —  2y  (1  -ff'^)"-^ 

wobei 

1  .  /  .  < 

C08^=      -=--.-      )     Sin«=       ;r       :      =>      BITIZ  COS  Z  =  ::      ,—-,1 

Vi  +  t»  Vi  +  t^  1  +  ' 

tgz  =  t,     z  =  arctg«.  i[§  38,  Gl.  (13.),  (15.)  nnd  (16.)] 

+  ^^t^  arctg(^-^-?).       [§  39,  Gl.  (8.)] 
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(Fx  +  Q)dx  P 


152.) 


y, 


[>  -gf  +  A^]"  (2n  -  2)  [(X  -  gf  +  //■']«- 

+ 


-'  7(1 


wobei 

x  —  g  =  ht    und     n  >  1.  [§39,  Ol.  (7.,)] 

lo6.)/f{x,  a;«,  x^ ,. .  .)dx=ff{t*,  t^~,  t^  . .  ,)xt'-^dt, 

wobei  X  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Zahlen  w, 
gi'"  ist.  [§  42,  Gl.  (8.)] 

[§  42,  Gl.  (11.)] 
155.)  iF{x,  VÄö^  +  2Bx  +~C)dx  = 

wobei 

y  =  ^±^,  yf:fa^=yÄx^+2mc+-c,  +«2  =  ^.-^^. 

[§  44,  Ul.  (1.),  (3.),  (4.),  (5.)  und  (G.)] 
156.)  JFix,  V'Äofi  +  2Bx  +  C)dx 

wobei 
y  =  y^j  '  V±a''-  f  =  >a^+2-Bx"+  C, 

[§  44,  Gl.  (7.)  bis  (-12.)] 

JyAx^+2Bx+C       VA     \  Vä  / 

oder 
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/'  dx  1  ,    /    Ax  +  B    \ 

J  VAx^  +  2BX  +  C  Y—A  VK  -B2  —  ÄC/ 


1  .   /      Ax  +  B     \ 

=    ,,:=_  arcsini  —    7  ^^    _-      )• 
V^A  \     Vff'  —  AC/ 

[§  45,  Gl.  (la.)  und  (4a.)J 
158.)  jdxVÄx^  +  2^^+  ^=    y,  -  [^- ^  y/x2  +  2Bx  +  C 

fdx  YÄ^^2B^'C  =      .i    _  [—  y  i^  y ix2  +  'IBx  +  r 


+  i^-?,„(f^-t?  +Ki?+2J.+  (•)]. 


oder 


,  J?2_^(7  .        ^x  +  5  M 

[§  45,  Gl.  (9  a.)  und  (1:5. jj 

wobei 

<  =  a;  +  }/a?*4^c.       [§  46,  Gl.  (1.)  und  {ö.)] 

160.)  fF(x,  yA3?-\-'2.Bx+C)dx  = 

/    V2(<yi+B)'        2(<yi+i^)       /*  2(^1/1+ 5f 

wobei 

<  =  xYA  +yÄx^  -f  2,B^^~C-.  [§  IC,  Gl. (10.)  und  (11.)] 

161.)JA^,  y«2  +  ^dx=jf(^3^-,  ^^-).— ^^.^==^     , 

wobei 

,       a  +  Va^  +~a>' 

t  =  -  — ---       •     [§  47,  Gl.  (1.)  und  (5.); 

X 

162.) /f(x,  VÄx^+  2Bx  +  ~C)dx  = 

f  /2{tyc+B)  t^VC+2Bt+AyC\  —W'VC+2Bt+Ay'C)dt 
J    \  t^  —  Ä    '  t^—A  )  '   {t^—'AT'     ''      ' 

wobei 
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t  =  ^(yc+yÄx'^'+  2Bx  +  C) .     [§47,Gl.(ll.)nnd(12.J 

X 

163.)  fr(x,  Viax  +  ß^x^+6)^dx 

wobei 

t  =  y  — ^^  •  f§  ^'  <^1-  (9-)  «Dd  (10.)] 

oo  ö 

164.)  /F'{x)dx=  lim  /F'(a;)da!  =  lim  J'(6)  —  i!'(o). 

a  d=00  0  /^      OO 

[§  51,  Gl.  (2.)] 

6  d 

lQb.)/F\x)dx=:  lim  /F' (x)dx  =  F{b)  —  lim  F(a). 

^_QQ  a=— OO  a  a=— oo 

[§  51,  Gl.  (3.)] 

166.)     Ist  F*{b)  =  +  c»,  F*(x)   aber   stetig   für   a^x<h, 

so  ist 

fF\x)dx  =  \im/F'{x)dx  =  \imFib  —  ßf)  —  F{a). 

a  ß=Oa  ß=0 

[§  52,  Gl.  (2.)  und  (3.)] 
167.)  Ist  F(a)  =  +  c» ,  F(x)  aber  stetig  für  a<  x^b, 
so  ist 

d  b 

fF'{x)dx  =  Um  fF'{x)dx  =  F{b)  —  \imF{a  +  ä). 

[§  52,  Gl.  (4.)  und  (5.)] 
168.)  Ist  F{a)  =  +  oo,  F\b)  =  +  oo,  F{x)  aber  stetig  für 
a  <  rc  <  6 ,  so  ist 

b  ^ß 

/F'{x)dx  =  \im  /Fix)dx  =  ]imF{b—ß)— lim F{a  +  a). 

[§  52,  GL  (6.)  und  (7.)] 
169.)  Ist  F'{c)  =  +  00,  F\x)  aber  stetig  für  a  ^x  <  c  und 
c  <i  X  ^b^  so  ist 

b  r—y  b 

fF\x)dx  =  lim  jF'(x)dx  +  lim  fF\x)dx 

=  F%  —  F{a)  +  ]imF{c  —  /)  —  limi^X^  +  dj, 
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170.)  Liegt  die  Funktion  f{x)  für  alle  Werte  von  x  inner- 
halb des  Intervalles  von  a  bis  h  der  Größe  nach,  beständig 
zwischen  den  Funktionen  q{x)  und  ^{x\  ist  also 

(p{x)  ^  f{x)  ^  y(rr), 
so  ist 

ö  b  ö 

fq>{x)dx  <  ff{x)dx  <ßp{x)dx. 

[§  64,  Gl.  (3.)  und  (4.)] 

ö  b 

171.)  Jg{x) .  h{x)dx  =  g[a  +  e(b  —  a)]/h{x)dx, 

a  a 

wenn  h{x)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  h  das  Vorzeichen 
nicht  wechselt.  f§  65,  Gl.  (12.)  und  (12a.)l 


171a.)  fg{x) .  h{x)dx  =  g{Sx)J h{x)dx.  [§  55,  Gl.  (18.)] 

0  0 

b 

172.)  ff{x)dx  =  (ft  —  a)f[a  +  ö(ft  —  a)].  [§  55,  Gl.  (16a.)] 


173.)    Ist  für  alle  Werte  von  x  zwischen  a  und  h 

eine  gleichmäßig  konvergente  Eeihe,  deren  Glieder  tio»  «*i7 
M2, . . .  in  dem  betrachteten  Intervalle  stetige  Funktionen 
von  X  sind,  so  ist  auch 

b  b  b 

juxfix  -^-fuidx  -\-/u2^x  H 

a  €t  a 

eine  gleichmäßig  konvergente  Eeihe,  deren  Summe  gleich 
Jf{x)dx  =  F{h)-F{a) 

a 

ist,  wenn  man  F%x)=^f{x)  setzt.  Dabei  darf  man  noch 
die  obere  Grenze  mit  x  bezeichnen.  [§  57,  Gl.  (4.)  bis  (7.)] 

174.)       /  ^-^  .-.f-T-  --^    =(l  +  ^clk^''\a,TC8inx 

'        /l/(l— a^)(l  — A-2j2)         V     ^4='l    "        / 

wobei 

Kiepert,  Integral  -  Hechi^^xa^,  ^ 
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_  1 .  3  .  5  .  .j_(2n_—  1) 
'''•  ~  '174  ."6  . . .  (2n) 

g2"-i    (2n— l)a:2'-»  (2«-lX-2w— 3)...3..r 

t'^M«)  —    2n   "^  (2n)(2n— 2)  "^        ''  (2«) (2n — 2) . . . 4.2 
/  1      x*"-!  1      x2"-3  1  a:3      x\ 

""  ''"V^i*2n  — i  "^  ^'2n— 3  "*  ^  Ci  3  ^  1/ 

[§  58,  Gl.  (2.),  (7.)  und  (8.)i 

175.)  K = /,    '^  -^ = j(i +''r4*^-) 

^  ./V(l  — a?)(l-*=äx2)      2\    ^;:^i         / 


[§  58,  Gl.  (9.)  und  (10.).. 
176.)  /      , dx=ll —  2  ö  --  -T  jarcsina; 

0 

177.)  j; = fyiESdx = Ui  -  T  J'''") 

./    )/l_a~J  2\  ^r^i  2«— 1/ 

[§  58,  Ol.  a5a.,i; 

178.)  Pik,  <,) = /L_..i^____. = /   -._.^^_  - . 


ü       ^  "  '      u 


«0^  —  j'  sin(2<iP)  +  ^-^  sin(49P)  —  ^^  sin(69))  + 


wobei 

2t  _^    /ß\      1— Vi  — A* 

+^ 

oo  =  (1  +  '-)"2"«'-' .  *•"',  ai  =  a  +  0"2'c»c„+, .  *-+*",. 


,  .  2t  ^    /ß\ 

a;  =  sm f/>,  A  =  sin«  =  --7-^. '    *  =  ^^y^)  ^ 


a,  =  (l+f*)2r„c„+,.f^"+-'", 

,  2  — sin^«       1-f  €■»      .     ^  ,       .  , 

oder,  wenn  mau    -    .     -     =     ^^  •>     ""^^^  ^  >ö<^tä\^\^tä1^ 
'  Silvia  ^t^ 
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(2n  —  l)o„  =  4{«  —  l)a„-i5  —  (2n  —  3)o^a. 

[§  69,  61.  (1.),  (3.),  (16.),  (17.),  (18.),  (20.X  (24.)  nnd  (28.)] 

^  -^  da;  =  /Vi  —  sin^asin^^) .  d^ 

0  ü 

=  fto9^  +  o  [^isin(29))  —  JS28in(49P)  +  JS3sin(6g))  --  H ] , 

wobei 

26o  =  (2  —  k'^  —  k^ai^  4:Bi  =  ao  —  02,  I6JS2  =  «i  —  «a, 

36^3  =  «2  —  fl4, . . .  {2nf^n  =  «n-i  —  Ä«+i. 

f§  59,  Gl.  (4.),  (41.),  (45.)  und  (47.)] 

180.)    K  =  i^(*,  f)  =/^--^:=P^  =  ¥•  [8  69.  GL  (48.)] 
u  ^ 

Ä 

2 

181.)   E  =  ^(t,  0  =  /dyyi-sm2a8in29)  =  ^ 

0 

=  J  [(2  —  Ä:2)ao  —  A^ai] .  [§  59,  Gl.  (49.)J 

182.)  dff{x)dx  =  —  /'(a)da  +  f(b)db.  [§  60,  Gl.  (3a.)] 

a 

b  b 

183.)  1^(0;,  <)dx  =J'^^dx.  [§  60,  Gl.  (8.)] 

184.)  ^  J?(x,  Odx  =  -  na,  0  •  ^  +  /(6,  0  •  § 

^J—et^''  [§  60,  Gl.  (10.)] 


0 
oo 


•     dx 1^.  3 . 5 . . .  (2n  —  3)       1       x 

r 

[§  61,  Gl.  (6  a.)] 


^^'^J{a?  +  a:2)»       2 .  4 .  6 . . .  (2n  —  2)  *  o»— ^  *  2 


186.)  Je-" .  x"dx  =  ~i  •  Ä  6t,  Q\..  <5a.^K 

0 
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1870  fcos^''xdz  =  /^in-xdx  =  ^' J=^^^^^^=%^ 
'J  J  2w(2n  —  2)...  6. 4 


(2n— l)(2n  — 3)...5.3^  jr 
2      2' 


[§  62,  Gl.  (3.)  nnd  (o.)] 


188.)  /cos2«+ixd!x  =  Lm^^+^xdx 


2n(2n  — 2)...4.2 

=  (2n +-1) (2n  -  1) T". .  öTäTl '  t«  ^-  ""''  ^'''^  ^^^  ^""'^ 

,^^,  jt      ,.     2    2    4    4    6    6       2«  — 2        2n 
189.)  ,^  =  um  ^  .  3  •  3  •  5  •  5  •  7  --iZn:^  1  *  2fi^l' 

[Formel  von  TTa/^w,  §  62,  GL  (33.)] 
190.)     In  jeder  trigonometrischen  Eeihe 


f{x)  =  ioo  +  2  [«iicos(wx)  +  bnBm{nx)]j 

welche  in   dem  Intervalle  von  0  bis  2jt  gleichmäßig  kon- 
vergent ist,  haben  die  Koeffizienten  a„  und  b„  die  Werte 

2ä  2/f 

1   /'  1   /'  . 

a,4  =  -  jf{x)cos{7ix)clx,     b„  =     jf{x)sin{nx)dx. 

[§  63,  Gl.  (22,)] 
191.)  Der  Flächeninhalt  einer  ebenen  Figur,  welche  oben 
(oder  unten)  begrenzt  ist  durch  die  Kurve  y  =  /"(x),  unten 
(oder  oben)  durch  die  X-Achse,  links  und  rechts  durch  die 
Ordinaten  x  =  a  und  x  =  b^  ist  näherungsweise 

b 

F  =  ff{x)dx  =  ^'  (yo  +  2y,  +  ^y.  +  •  •  •  +  22/„_i  +  y,^ 

a 

=  \  {m  +  2/-(a  +  /')  +  2/-(«  +  2//)  +  •  •  •  +  2/(:6  -  A)  +  f%\ 

wobei 

mA  =  6  —  a,  y,,  =  A<^),  yi  =  /"(«  +  '0,  •  •  •  2^/1-1  =  A*  —  ^0. 

ist.  [§  66,  Gl.  (4.)  und  ^6.)] 

192.)    Der  Flächeninhalt  der   in  Formel  Nr.  191   beschrie- 
benen Figur  ist  nälieningsiocise 
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h 
F  =/f{x)dx  =  2h[fia  +  h)  +  f{a  +  3h)  +  ...  + f{b  - h)] 

a 

=  2%i  +  ^3  +  2/5  -] \-  y2»-l), 

wobei  aber 

2nh  =  h  —  a,    yi  =  f{a  +  h\    ys  =  f(a  +  3ä), 

. . .  y2n-i  =  f{b  —  Ä) 
ist.  [§  66,  GL  (11.)] 

193.)    Der  Flächeninhalt  der  in  Formel  Nr.  191   beschrie- 
benen Figur  ist  näherungsweise 

b 

F  =jf{x)dx  =  I  [f(a)  4-  if{a  +  Ä)  +  2f{a  +  2A)  +  ^{a  +  3A) 

a 

+  2/-(a  +  4Ä)  +  ---  +  2A6-2/0  +  4A6-A)  +  A6)] 

=  3  (2/0  +42/1+  2^2 +41/8+2^4  +  •  •  •  +  2y2«-2+43/2«-i+y2»), 

wobei 

2nh  =  b  —  a,  yo  =  f[a\  t/i  =f{a  +  A),  y2  =  f{a  +  2A), . . . 
2/3  =  A«  +  3Ä), . . .  yzn-i  =/(ft  —  A),  2/2^  =  f{h) 

ist.     (Sii/ip^on  sehe  Regel.)  [§  67,  Gl.  (10.)  und  (11.)] 

194.)    Der  Flächeninhalt  der  in  Formel  Nr.  191   beschrie- 
benen Figur  ist  näherungswei^e 


o 

F  =[f{x)dx  =  1^  [(7yo  +  32y,  +  12^2  +  32^8  -f  7y, 


'4) 


+  (7^4  +  32^5  +  12^6  +  32^7  +  7^8) 

+ 

+  (7y4»-4  +  32y4,_^  +  12y4«-2  +  32^4—1  +  7y4,)], 
wobei 

4m/<  =  6  —  a,  2/0  =  f(a\  yi  =  f(a  +  A),  y2  =  fia  +  2h), 
2/3  =  fia  +  3h), . . .  ^4,-1  =  fib  -  h),  y4«  =  m 
ist.  [§  67,  Gl.  (28.)] 

195.)    Der  .Flächeninhalt  der  in.  roitofiA.  ^x.  \^\  Xi^Mässcvsör 
benen  Figur  ist  näherungsweise 
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+ 

3  +  V3A   .    ,A       3-V3, 


+  ,(,_^V3,)^,(,_S_V3,)J, 


wobei 


2nÄ  =  6  —  0.  (§  69,  Gl.  (15.)] 

196.)    Der  Flächeninhalt  der  in  Formel  Nr.  191  beschrie- 
benen Figur  ist  näherungsweise 

F  =  hci  [(yi,  1  4-  yi,  2)  +  (^2.1  +  y-2. 2)-\ \-{yn.i  +  yn.  2)] 

+  hC2[yi,  3  +  yi.  4)  +  (t/2,  3  +  y-2.i)-\ h  iVm,  S  +  yn.  *)], 

wobei 

y,„.i  =  f[a  +  (im-2~a)hl 

y„..2  =  f[a  +  (^m-2  +  a)h], 

y,„.3  =  f[a  +  (im  —  2  —  ß)h], 

y„.i=^f[a  +  {im-2  +  ß)h\, 

a^  =  ^-  (3  -  0,4  >^3Ö),  ^  =  ^  (3  +  0,4^30), 

2(3a2-4)       .         1  ^_. 

4nÄ  =  6  —  a.  [§  (39^  Gl.  (30.)  bis  (3o.)l 

197.)     Das  Volumen  eines  Körpers  ist 

V  =/F{x)dx, 

wobei  F{x)  der  Flächeninhalt  eines  Schnittes,  senkrecht  zur 
X-Achse,  im  Abstände  x  von  der   FZ- Ebene  ist. 

!§  71,  Gl.  (9.)] 


Tabelle  der  wichtigsten  Formeln.  711 

198.)    Ist  der  Körper  oben  begi-enzt  durch  die  Fläche 

imt^n  durch  die  Fläche 

z-  =  h{x,  y), 
vom  und  rückwärts  durch  die  Zylinder 
2/1  =  <P{x),    2/2  =  ^(a:), 
links  und  rechts  durch  die  Ebenen 

X  =  Xi,      X  =  ^2, 

so  ist  das  Volumen 

V  =/dxJ{z*  -  z-)dy  =/dx/f{x,  y)dy, 

wobei 

f{x,  y)  =--  z'  —  ^"  =  g{x,  y)  —  h{x,  y) 
ist.  [§  78,  Gl.  (6.)  nnd  (10.)] 

öd  d       b 

199.)     Es  ist  Jdxjf{x,  y)dy  =fdyff{x,  y)dx, 

a        e  r        a 

wenn   die   Integrationsgrenzen  a  und  ft,  c  und  d  konstant 
sind.  [§  74,  Gl.  (15.)] 

b  yp{x)  ß    Alu) 

wobei 

X  =  /Kw,  v),     y  =  /'2(w,  v) 

ist.  [§  75,  Gl.  (2.)  und  (14.)] 

*   V(^)  1»  Mv) 

201.)     /  y/'(x,  y)dxdy  =y  Jf{r  cos  y ,     r  sin  9) .  rdipdr . 

[§  75,  Gl.  (19.)] 

00 

202.)  fer^dx  -=\Yjt.  [§  75,  Gl.  (38.)] 

203.)     Der  Flächeninhalt  einer  krummen  Oberfläche  ist 

»  b    ^{x)  b    mx) 

0^f^ßyF^+lV+W=fä.foyMtM^- 

a     tu)  "      VM 

|§  76,  Gl.  (13.)] 
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204.)    Der  Flächeninhalt  einer  krommen  Oberfläche  ist 

wobei 

X  =  A(«,  r),    y  =  /iCu,  r),     z  =  f^u,  v) , 

A  __dy  dz      dy  dz 
""  du  dv       dv  du^ 

n  __  dz  dx dz  dx 

""  du  dv      dv  du  ' 
p  _dx  dy      dx  dy 

~~  du  dv      dv  du 

[§  78,  Gl.  (4.),  (8.)  und  (11.)] 

205.)    Führt   man    räumliche  Polarkoordinaten    durch   die 
Gleichungen 

X  =  rco8>lcos9),     y  =  rcos>lsin9^,     -?  «  rsinil 
ein,  so  wird 

[§  79,  Gl.  (I.)  und  (5.): 
206.)  du  =  M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dy 

ist  ein  vollständiges  Differential,  wenn 

dM{x^y)  _  dN{x,  y) 
dy  dx 

ist.     Man  erhält  dann 

li  =  V  -{-  j(n  —  ^  \dy  +  C,     wobei     v  =  jMix^  y)dx. 

[§  80,  GL  (2a.),  (aI,\  (15.)  und  (16.)] 
207.)     du  -~~-  Fix,  y,  z)dx  +  0{x,  y,  z)dy  +  H{x,  y,  z)dz 
ist  ein  vollständiges  Differential,  wenn 

dF  _  dO      dF  _dH     dG  _  dH 
dy  ~~  dx  ^    dz   ~~  dx  \dz   ^  dy 
ist.     Man  erhält  dann 

wobei 


Tabelle  der  wichtigsten  Formeln.  713 

v=JFdx,    w  =  Ka—^dy. 

[§  82,  GL  (2a.),  (4a.),  (8.),  (17.),  (22.)  und  (23.)] 
208.)    Die  Differential -Gleichung  erster  Ordnung 

|  =  9Kx,y) 
kann  integriert  werden  durch  die  Reihe 

wobei  f{a)  =  6  eine  ganz  beliebige  Größe  ist  Die  Koeffi- 
zienten findet  man  für  x  =  a  aus  den  Gleichungen 

f\x)  =  (fix,  y), 

es  wird  also 

na)  =  9P(a,  6),    na)  =  ip\a,  6),    p^a)  =  r{a,  6), . . . . 

[§  86,  Gl.  (17.)  bis  (22.)] 

209.)  Die  simultanen  Differential-Gleichungen  erster  Ordnung 

dy  dz 

£  =  <p{x,y,z),    ^^  =  v<^,y,^) 

können  integriert  werden  durch,  die  Reihen 

y  =  f(^)  =  f{a)  +  ^l''^^x-a)+  ^{x-af  +  ..., 

wobei  f{a)  =  b  und  g{a)  =  c  ganz  beliebige  Größen  sind. 
Die  Koeffizienten  findet  man  für  x  =  a,  y  =  b^  z  =  c  aus 
den  Gleichungen 

fix)  ==  (p{x,  y,  z), 

fu(^)  _d<p       d<pdy      dtp  dz  _ 

>-..//  V       ^9^'  .   00/  dv   ,   Ö9)*  dz  ,„  . 
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g\x)  =  ^x,  y,  z), 

^.M  _df      dtpdy      dtp  dz 

^  ^*^-"  dx  ^  dy  dx^  dz  dx-^  ^^'  ^'  ^^' 

es  wird  also 

na)  =  gia,  b,  c)/  f(a)  =  g>'(a,  b,  c),  f"'(a)  =  9>"(o,  6,  c),... 

gia)  =  ff(a,  b,  c),  g"{a)  =  ip'(a,  6,  c),  <7"'(o)  =  ip"(a,  6,  c), . . . 

[§  86,  Gl.  (1.),  (7.)  bis  (16.)] 

210.)    Die   m    simultanen   Differential -Gleichungen    erster 
Ordnung 

-^— =  9'i{«;  yi,  y2,---ym), 
dy2         ,  V 


^'"  =  <Pmix;  yi,  y2,... y„) 


dx 
können  integriert  werden  durch  die  Reihen 

ya  =  Ux)  =  fa(a)  +  ^^^(x-a)  +  ^^{x-ar-  +  .... 

WO  a  =  1 ,  2, . . .  m  zu  setzen  ist,  und  wo 

fi{a)  =  &i,     f2(a)  =  &2,  ...  fm(ß)  =  K 
noch  ganz  beliebige  Größen  sind.     Dabei  ist 

fa(x)=^a{X]    2/1,    2/2,...  2/w), 

f  u(r,\  _  ^^«    I   ^9>a  dyi    ,    Ö9Pa  ^2/2    ,  ,   d^a  dy„, 

^"  ^  ^~  öx  "^02/1    dx'^  dy2   dx  '^""^dy,„    dx  ' 

=  ^a{x;  .Vi,  2/2,...2///i)7 

=  <fa'{x:  2/1,  2/2,...  2/m), 
also 
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fa{o)  =  (fa{a\  hl,  62»...  6^1), 
fa'{a)  =  ^a*(a:  61,  60, .  •  •  K)^ 
fa'"{a)  =  (fa*'[a;  6,,  62,...  6^.), 


[§  86,  Gl.  (23.)  bis  (29.)] 

211.)    Die  Differential -Gleichung  m^^  Ordnung 

d"*y /  dy     dhf         d"*-^y\ 

rfi-""^V'  y^  dx    dx^'"'d:^-0 

kann  integriert  werden  durch  die  Reihe 

y  =  fia:)  =  f{a)  +  f'^Ux-a)  +  f^^f-{x-ar  +  ..., 

wobei 

f{a)  =  h ,     na)  =  61 , . . .  /^<— i)(a)  =  6^_i 
ganz    beliebige    Größen    sind.      Die    höheren    Ableitungen 
rindet  man  aus  den  Gleichungen 

f^-'Ka)  =  ip{a:  6,  61,. ..  6,,_i), 


[8  87,  Gl.  (2.)  bis  (7.)] 

212.)  Ist  M{x,  y)  =  Xi  Ti,  N{x,  y)  =  X2F2,  wo  Xi  und  X2 
Funktionen  der  einzigen  Veränderlichen  x,  Fi  und  F2 
Funktionen  der  einzigen  Veränderiichen  y  sind,  so  kann 
die  Diffei'ential- Gleichung  erster  Ordnung 

M(x,  y)dx  +  N{x,  y)dy  =  0 

durch  Trennung  der  Variabein  auf  die  Form 

gebracht  und  ohne  weiteres  integriert  werden. 

[§  89,  Gl.  (2a.)  bis  (7.)] 

213.)  Sind  M{x,  y)  und  Nix,  y)  homogene  Funktionen  t»**^ 
Grades,  so  führt  die  Substitution  y  =  xz,  oder  x  =  yz  in 
der  Differential -Gleichung 

M{x,  y)dx  +  N(x,  y)dy  =  0 
zur  Trennung  der  Variabein.  [§  fX),  Gl.  (1.)  bis  (9.^\ 
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_  1  •  3  .  5  .  ■ .  (2n  —  1) 
'''•  ~  27476". ..  (2n)  ' 

a^»-!    (2n— Ijay»"-»       ■      (2n— lX2n— 3)...3.j 
*''^'^^~    2n  +(2n)(2n— 2)"^        •"  (2V»)"(2n— 2)...4.2 
/  1      a:2»-i  1      jc2«-3  1  -pS      3.V 

""  '''•\^i'2m"^^1  +  ^'2^»^  "^  ^  c;  3  ^  1/ 

[§  68,  Gl.  (2.),  (7.)  und  (S.)' 

t§  58,  Gl.  (9.)  und  (lO.)l 
arcsinx 


J    Vi— z2  V        ;^i2n  —  l/ 


_  M=00 


Cnk^" 


+  yi-'^  2^  2^11^^'^=''^ •  [8  ^'  ^1- Cl'^JJ 


=  |(l_,,3,3_J,;..;^_l,3.^_...). 

[§  68,  Gl.  (15a.)J 

178.)  FQc,  <p)=[-=Jl ==L.Jf^.^ 

/  V(l  —  ar')(l  —  fcäarO     JYl  —  sin««  sin-'y 


0      '  '■  '0 


=  a-of>  —  j  sin  (29p)  +  ^^  sin  (495)  —  *?  sin(69))  H , 

wobei 

,         .              2i                ^    /a\       1— Vr— A* 
X  =  sin?),  /f  =  sina  =  —^^ ,   t  =  tg^-^^  = y 

0«  =  (1  +  ^-)2"»''  •  t*",  ßi  =  ll  +  0''2'c„c„+, .  t-+*" ,..., 
»=00 


2  —  sirv^cc  _  1  4-  €^ 
sViv-a 


oder,  wenn  man  "'—.-.,-    ^=   -^  <>    ""^^^  ^  X^^täyOsxxäv 
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(2n  —  l)an  =  4(n  —  l)a«^i^  —  (2n  —  3)a^2. 

[§  59,  GL  (1.),  (3.),  (16.x  (17.),  (18.),  (20.^  (24.)  und  (28.)| 

/'Vi Ä:2<j^  /  ^ 

179.)   U(k,  9))  =  /  ^  , -dx  =  /yi  —  sin^asin^^) .  d^) 

y   yi  ~  x^         J 

0  0 

=  6o<JP  +  2  [^isin(2^)  —  J52sin(49)  +  J538in(6gp)  —  +  •  •  -J , 
wobei 

26o  =  (2  —  i^  —  Ä:-ai,  4-Bi  =  oo  —  «2,  16J52  =  ai  —  ö-j, 

36^3  =  02  —  0^4, . . .  (2w)2i^  =  a«_i  —  Ä^+i. 

[§  69,  Gl.  (4.),  (41.),  (45.)  und  (47.)) 


180.)    K=fU  |)  =  4^    4^^-    =^-[9  59,  Gl.  (48.)] 

Ü 

2 

181.)   ^  ==  E(k,  2)  =  fd(fVl^  sin2«8i£2^  =  ^ 

Ü 

=  ^-  [(2  —  Ä:2)flo  —  Ä:2ai] .  [§  59,  Gl.  (49.)| 

ö 

182.)  d/f(x)dx  =  —  f{a)da  +  f(b)db.  [§  60,  Gl.  (3a.)] 

a 

b  b 

183.)  I  jr(^,  t)dx  ==/^^4?"  ''^-  t«  ^'  ^'-  (^-^J 

184.)  ^J?(x,  <)dx  =  -  A«,  0  •  f  +  /'(ft,  i) .  I 

'^J      dt  [§  60,  Gl.  (10.)1 


00 


185.)  LJ^  -   =  l  -1^  ö-:;. :i2^-z3) .  O- .  ' 


+  x2)''      2.4.6 ...  (2n  —  2) '  a^^-i '  2  * 

[§61,  GL  (6a.)l 


00 

186 

0 
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durch  Ermittelung  von 

ausgeführt.  [§  98,  Gl.  (2.)  und  (5.)] 

223.)     Die  Integration  der  Differential -Gleichung 

y  =  9{P) 
wird  durch  die  Ermittelung  von 

>ip)dp 


a,=  /?l?> 


+  C 

ausgeführt.  [§  98,  Gl.  (15.)  und  (18.)] 

224.)    Die  Integration  der  Dif f erential  -  G-leichung 

x  =  f(y,  P) 
wird  auf  die  Integration  der  Differential -Gleichung 

zurückgeführt.  [§  98,  Gl.  (29.)  und  (ao.)] 

225.)     Die  Integration  der  Dif  f  erential  -  Gleichung 

y  =  f{Xy  P) 
wird  auf  die  Integration  der  Dif  f  erential  -  Gleichung 

zurückgeführt.  [§  98,  Gl.  (40.)  und  (41.)] 

225  a.)     So  kann  man  z.  B.  die  Dif  f  erential  -  Gleichung 

y  =  x,f{p)-\-  (p{p) 
auf  die  Integration  der  linearen  Di fferential -  Gleichung  eruier 
Ordnung 

dx 

[p-ap)]-^^-^-np)=<p\p) 

zurückführen.  |§  98,  Gl.  (43.)  und  (45.)] 

220.)     Aus  der  cdlgeyneinen  Lösung 

0{x,  y,C)  =  0 
einer  Dif  f  erential  -  Gleichung  findet  man  die  singulare  Lösung 

S(x,  ^^  =  0 
durch  Eliminatiou  voiv  C  ä\\^  ^^t\  \>^\^«tv  ^\^\R^\ixv^^\^ 
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Gix,y,C)^0    und   ^%^^  =  0, 

wobei  allerdings  die  Diskriminante  D(x,  y)  der  Gleichungen 

Oix,y,C)  =  0    und    -^^1l£)  =  o 

mitunter  außer  S{x,y)  noch  andere  Faktoren  H{x,y)  ent- 
halten kann.  [§  99,  Gl  (3.)  und  (6.)1 
227.)  Die  Differential  -  Gleichung  der  isogonalen  Trajek- 
torien,  welche  die  sämtlichen  Kurven  der  Kurvenschar 

F{x,  y,  u)  =  0 
unter    dem    konstanten  Winkel    ß-   schneiden,    findet   man 
durch  Elimination  von  u  aus  den  Gleichungen 

F{x,  y,u)  =  0 
und 

{Fi  cos  ^  —  F2  sind')dx  +  {Fi  sin  d' +  F2  cos{^)dy  =  0 . 

[§  102,  Gl.  (1.)  und  (8.)] 

228.)  Die  Diff erential  -  Gleichung  der  orthogonalen  Trajek- 
torien,  welche  die  sämtlichen  Kurven  der  Kurvenschar 

^(x,y,w)  =  0 
unter  rechtem  Winkel  schneiden,  findet  man  durch  Elimi- 
nation von  u  aus  den  Gleichungen 

F{x,  y,u)  =  0    und    —  Fidx  +  Fidy  =  0. 

[§  102,  Ol.  (1.)  und  (ll.)l 

229.)    Die  orthogonalen  Trajektorien  der  Kurvenschar 

F{x,  y,  u)  =  f{x)  +g(y)  —  u  =  0 

genügen  der  Differential -Gleichung 

dx  du 

f^  =  -g4,)'      l§  103.  Gl.  (66.)  und  (67.)) 

230.)    Die  orthogonalen  Trajektorien  der  Kurvenschar 

f{x)'ff(y)  =  '^ 
genügen  der  Differential -Gleichung 
f{x)dx      g(y)dy 

4zr-x     =  ^~--r '  [§  103,  Gl.  (67.)  und  (70.)] 

231.)     Die  orthogonalen  Trajek^torien  der  Kurveaachax 

F(r,(jp,uV=0 
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genügen  einer  Differential- Gleichung,  die  man  durch  Elimi- 
nation von  u  aus  den  Gleichungen 

F{r,<p,u)  =  0    und    -^---^-^  .  r^  . -^^^  =  0 

findet.  [§  103,  Gl.  (76.)  und  (83.)] 

232.)    Die  orthogonalen  Trajektorien  der  Kurvenschar 

genügen  der  Differential -G-leichung 
dr  '  dw 

^f¥) ""  9^) '  ^*  ^^'  ^^'  ^^^^'^  "^^  ^^^"^^^ 
233.)     Die  orthogonalön  Trajektorien  der  Kurvenschar 

genügen  der  Differential -Gleichung 

[§  103,  Gl.  (104.)  nnd  (105  a,)] 
234.)  Die  Differential -Gleichung  für  die  Evolventen  der 
Kurve 

y  =  f{^) 
findet   man,   indem   man    den  Parameter  u  aus   den   Glei- 
chungen 

y  —  f(u)  —  r(u){x  —  u)  =  0    und    ^|  =  — ^|~- 
eliminiert.  [§  104,  Gl.  (2  a.)  und  (4.)] 

235.)     Das   allgemein^  Integral  der  Diff erential  -  Gleichung 
m^^^  Ordnung 

d'^y 


d:r-.  =  »<^) 


kann  auf  die  Form 

y  =  T  -  IM  f{x—zr-'9>{z)dz+  y-^,,  + 
(m — 1)!/'  T-v  /      I  ^^ — 2)1 


{m—2)\  "^ 


gebracht  werden.  [§  107,  Gl.  (1.)  und  (33.)J 

236.)     Das   allgemeine  Integral   der  Diff  erential  -  Gleichung 

S=0  °^«  '='^*^ 
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findet  man  durch  Elimination  von  p  aus  den  Gleichungen 

[§  108,  Gl.  (1.),  (8.)  und  (6.)] 
237.)    Das  allgemeine  Integral  der  Differential -Gleichung 

findet  man   durch  Elimination  von  q  aus   den  Gleichungen 

x=yW'^«  +  a     und     y=f^^^^^+C,. 

[§  108,  Gl.  (22.)  und  (25.)] 
238.)    Das  allgemeine  Integral  der  Differential -Gleichung 


2=«»> 


ist 


JyC,  +  2/f(y)dy 


[§  109,  Gl.  (1.)  Tind  (7.)] 
239.)    Die  Differential -Gleichung 

(Ih/  ^  y 

hat  die  Lösung 

y  =  A,e''  +  B,e    ^ 

[§  109,  Gl.  (8.)  und  (16.)] 

240.)     Die  Diff  erential  -  Gleichung 

hat  die  Lösung 

y  =  ÄsinQ+BcosQy 

[§  109,  Gl.  (19.)  und  (26.)] 
241.)    Das  allgemeine  Integral  der  Differential -Gleichung 
dht        -,  ,  d'»-h/ 

-^,=m.  wo  u  =  -^^^. 

findet  man,  indem  man  die  Gleichung 

Kiepert,  Integra]  -  Rechnung.  -Vo 
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du 


+  C, 
\ff{u)du 


nach  u  auflöst  und  das  in  Formel  Nr.  235  angegebene  Ver- 
fahren anwendet.  [§  109,  Gl.  (29.),  (33.)  nnd  (34)] 

242.  j    Die  Differential -Gleichung 

/     d^     d^'riy         d'^^_ 

reduziert  sich  auf  die  Form 

^/  du    dhi         d^''^u\      ^ 

d^y 
wenn  man     ,  *■•  mit  u  bezeichnet.  [§  iio,  Gl.  (1.)  bis  (3.); 

243.)     Die  Ordnung  der  Differential -Gleichung 
dy     dhj         d*"% 


/     dy     dhf         (i'"T\_r. 
^\y^  dx'   dx^""d:^)  =  ^ 


dy 

wird  um  eine  Einheit  erniedrigt,  wenn  man  J^=  p    setzt 

und  //  zur  unahliängigen  Veränderlichen  macht. 

[§^  110,  GL  (IG.)  bis  (19.)j 

244.)     Die  C)rdnung  der  Differential -Gleichung 

dy    d-ij         d'"if 


^v'^y^  dx'  dx^'"dx^o=^ 


wird  um    eine  Einheit   erniedrigt,    wenn    die  Gleichimg  [in 

dy     du  d^y 

bezug  auf  die  Größen  y^    ,    ?     ,  .^^  ' "  ^~m  l^^Di^gön  ist,  in- 
dem man  durch  die  Gleichung 

dy 

u  als  abhängi<];o  Veränderliche  einführt. 

[§  110,  Gl.  (81.)  bis  (86.)] 

24o.)  Das  allgemeine  Integral  der  homogenen  linearen  Diffe- 
rential -  Gleiohung        * 

d-^y       d-'  uj       d— ^11  dy  .K       A 
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in  welcher  die  Koeffizienten  /l,  fi^^..fm  konstante  Größen 
fiind,  ist 

y  =  Ci .  e^i^  +  C^2 .  e^»'  +  •  •  •  +  C?m  .  e^^' , 
"wobei  ri,  r2, . .  .r,^  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Glei- 
<5hung 

-sind,  vorausgesetzt,   daß  ri,  r2,...r^  sämtlich  voneinander 
verschieden  sind.  [§  112,  Gl.  (1.),  (15.)  und  (17.)] 

546.)     Ist 

n  =  a  4"  &^  >     r2  =  a  —  6« , 
«o  kann  man  C\ .  e^»-^  +  C2 .  e^**  ersetzen  durch 

e«'[^cos(&x)  4.  5sin(6x)]. 

[§  112,  Gl.  (29.)  bis  (31.)] 

247.)     Sind  unter   den  Wurzeln  n,  r2,...r,„  der  charakte- 
ristischen Gleichung  jP(m)  =  0  gleiche  vorhanden,  ist  z.  R 

ri  =  r2  =  -.   ==ra, 
«o  gibt  Formel  Nr.  245  nicht  mehr  das  allgemeine  Integral ; 
dieses  hat  in  diesem  Falle  vielmehr  die  Form 

y  =  (Ci  +  (72^  +  a^ar^  +  . . .  +  Cao^-^Y^'^  +  C„+i .  e'-a+i'  + 

[§  112,  Gl.  (47.),  (54.)  und  (64.)] 

"248.)   Das  allgemeine  Integral  der  nicht  homogenen  linearen 
Differential  -  Gleichung 

ist,   wenn   die  Wurzeln  ri,  r2,...r^   der  charakteristischen 
Oleichung  F{u)  =  0  sämtlich  voneinander  verschieden  sind, 

X  X 

0  0 

X 

+  •  •  •  +  ;^^  \pm  +  /ip(0  .  e-^-»'rf^] .  [§  113,  Gl.  (1.)  und  (23.)] 
0 
249.)    Ist  yi  ein  partikuläres  Integral  det  \iö\xic>^<öWK^^^^\^- 
jren tial -  Gleich ung 
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S + ^^(^)£^- + •  •  • + ^"-(^)  t + f'^^^  •  y = ö" 

so  läßt  sich  die  nicht  homogene  Differential -Gleichung 

durch  die  Substitution 

y  =  y,(fudx  +  a),     oder     u  =  ^(0 

auf  eine  nicht  homogene  Differential -Gleichung  (w  —  1)^^ 
Ordnung  von  der  Form 

zurückführen.  [§  lu,  Gl.  (1.)  bis  (8.)] 

250.)    Sind  n  partikuläre  Integrale  yi,  ^2,  ...y«  der  homo- 
genen Differential -Gleichung 

d'^y    ,    ^ ,  ,  d^*-^y   ,  ,    -      i  ^dy  ^    ^  ,  ^ 

rf>  +  A(^)  ^^i  +  •  •  •  +  /^.«-l(a:)  ^;  +  f,n{x)  .  y  =  0 

bekannt,  so  läßt  sich  die  mchi  homogene  Differential -Glei- 
chung 

g  +  A(-)  £3  +  •  •  •  +  A«-(-)  I  +  Ux) .  y  =  <r(x) 

auf   eine    andere    nicht    homogene    Differential  -  Gleichung 
{m  —  Yif^^  Ordnung  von  der  Form 

zurückführen,  wobei 

y  =  Ciyi  +  C2t/2  H +  Ony» 

und 

Ci  =Jvdx  +  ^1 ,     Co  =  Jipiix) .  vdx  +  ^2  j . . . 

Die  Funktioneiv  9\lpc\^  ^«^S^xV. .  ..H>tv-vVxN  ^xxä  dvirch  die 
GJeichungen 
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dCi   ,      dCo  dC„      ^ 

■dyi  d-Ci^      dp  dC^    ,  ^  dC„  ^  ^ 

dx    dx        dx    dx  dx    dx  ' 

dj^^y,  dCi       d»--'y2  d^  d»j^  ^  =  0 

dx»-^-   dx  "•"  da;"-2    dx  '^         ^  dx"-^    dx  ' 

oder 

dC,  ,  .   dCx     dCs  ,  ,  dOi        dC„  ,  ,    dCx 

dx-'^^^^^-dx  '  -^a:   =*^'^)-  d^'-^  =  ^'-(^)-^ 
erklärt.  [§  114,  GL  (17.)  bis  (31.)] 

2bl,)     Sind  in  der  Differential -Gleichung  m*®'  Ordnung 

<«^  +  &)-  S  +  (^  +  &r-^A  £?  +  (^  +  6r-%  ^2 

+  ...  +  (aa:  +  6)/*^_i^  + /;.y  =  0 

tiie  Koeffizienten  /*!,  /!>, . . . /)«  konstant,   so   hat   das   allge- 
näeine  Integral  die  Form 

y  =  Ci{ax  +  ft)'-!  +  Gj^ax  +  by^ -\ [-  C^{aa;  +  hym, 

wobei  ri,  r2,...rM  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Glei- 
chung j 

^'"r{r—l){r—2) . . .  (r—  in+l)+a'»-'^r[r—l){r—2) . . .  (r— m+2)/i 
+  •  •  •  +  ahir  -  l)/'^_2  +  arU^i  +  fm^O 

^ind,  und   wobei    Ci^  Co,. '.  C^  noch    beliebige  Konstante 
sind.  [§  115,  Gl.  (1.)  bis  (6.)] 

252.)     Sind 

n  =  a  -}-  ßi     und     ro  =  a  —  /9i 

■zwei   konjugiert  komplexe  Wurzeln   der  charakteristischen 
-Gleichung,  so  wird 

Ci{ax  +  by^  +  Coiax  +  by*  =-  (ax  +  by[Äcos{ßt)  +  JBsin{ßt)], 

wobei  man 

ln(ax  +  b)  =  t 

gesetzt   und   mit  Ä   und  B  zwei  b^li^bv^^  Y^c^xnsXäxj^ä  \i^- 

zeichnet  bat  V%  ^^^^  ^^*  ^"^^  "^^  '^^ 
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253.)     Sind  in  der  charakteristischen  Gleichung  die  Wurzelii 

ri  und  r2  einander  gleich,  so  hat  man  in  dem  allgemeinen 

Integral   für   die   in   Formel   Nr.  251   gelöste   Differential- 

Gleichimg 

Ci{ax  +  by^  +  C2{ax  +  bp  mit  {ax  +  bYi[Äi  +  Ä2ln{ax  +  b)} 

zu  vertauschen. 

Sind  in  der  charakteristischen  Gleichung  drei  Wurzeln 
n,  ^2,  fs  einander  gleich,  so  hat  man  in  dem  allgemeinen 

Integral 

Ciiax  +  by^  +  C2(ax  +  by*  +  C^ax  +  6)^ 
mit 

{ax  +  by^  Ui  +  A2hi{ax  +  6)  +  Ä^{\xi{ax  +  6)}^ 
zu  vertauschen.     Usw.  [§  115,  GL  (25.)  und  (86.)] 

254.)  Das  allgemeine  Integral  der  beiden  linearen  simul- 
tanen Differential -Gleichungen  erster  Ordnung 

-^-  +  A«  +  giy  =  Ai,    £  +  f^  +  9^  =  A2, 

bei  denen  /\,  ^1,  Äi,  fy,  ^2,  ^2  noch  beliebige  Funktionen' 
von  t  sind,  findet  man,  indem  man  die  zweite  Gleichung^ 
mit  V  multipliziert,  von  der  ersten  abzieht  und  für  die^ 
noch  willküi'liche  Funktion  v  zwei  partikuläre  Integrale  v^ 
und  t'2  der  Differential -Gleichung 

dt  ^  ^^^'^  —  (A  —  92)v  —  gi 
in  die  Gleichungen 

wi=-.  X  —  viy,     W2  =  x  —  V2y 
einsetzt.     Die  I^mktionen  wi  und  wo  sind  dann  die  allge- 
meinen   Integrale     der    linearen    Differential -Gleichungen, 
erster  Ordnung 

■^-^-^  +  (A  —  Vif2)Wi  =  hl  —  Vjloj 

^f  +  (A  —  V2f2)'W2  =  Äi  —  V2A2. 

[§  117,  Gl.  (1.)  bis  (10.)i 
255.)    Zur  Integration  der  Differential -Gleichung 

dii 
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bei  der  y  =  yo  für  x  =  x^  werden  soll ,  setze  man  für  hin- 
reichend kleine  Werte  von  x  —  xo=^h 

y'  =  yo  +  ^xoj  yo) . A,     y"  =  yo  +  ^{x,  yt).h\ 
dann  wird 

J/i  =  y«  +  \  [9<a:o,  yo)  +  4y(^"  f^-  ^^+-^)  +  *<x,  y")] 

der  zu  x  zugeordnete  Näherungswert  von  y. 

[§  118,  Gl.  1.),  (14.x  (17.)  und  (24.)] 
256.)  Zur  Integration  der  simultanen  Differential -Glei- 
chungen 

dy      m  ,  ^.,     dz 

~dx  =-^^^'  ^'  ^)'     dx  ^  ^^'  ^'  ^^' 

bei  denen  y  =  yo  und  2?  =[^^o  werden  soll  für  x  =  xq^  setze 
man  für  hinreichend  kleine  Werte  von  x  —  xu  =  ä 

y'  =  yo  +  g^xoj  yoj  zq)  .  Ä,  z*  =  zq  +  tp{xa^  2/0,  ^0) .  ä, 

y"  =  yo  +  y<a:,  y*,  z*) .  Ä,  2"  =  -?ü  +  ^{x,  y*,  V) .  A ; 

dann  werden 

,   Ä  r  /  N   I    i  /Xi)  +  X    yo  +  y*    zo  +  z\ 

yi  =  yo  +  Q^(p{xiy,yojZo)  +  i(p{^-  ^-  -i  ^-;^-^,  -^--  j 

und  J 

..  =  ^0  +  \  [tKx.,  yo,  .0)  +  4./,(-'L+  -,  2/-.  +  y;,  ÜL+  ^') 

+  xffix,  y",  «")] 

die  zu  x  zugeordneten  Näherungswerte  von  y  und  2. 

[§  120,  Gl.  (1.),  (12.),  (13.),  (18.),  (19.),  (27.)  und  (28.)] 
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Alphabetisches  Verzeichnis  über  die  Bedeutung 
der  in  den  Formeln  benutzten  Buchstaben. 


(Mitunter  wird  derselbe  Buchstabe  auch  iu  verschiedener 
Bedeutung  benutzt.) 


Af  Ai,  ^2,  . .  .  willkürliche  Konstante. 

B,  B|,  JBg,  .  .  .  willkürliche  Konstante. 

C,  Cj,  C2,  .  . .  willkürliche  Konstante,  insbesondere  Integrations- Kon- 

stante. 
E{k^  q>)  elliptisches  Normalintegral  zweiter  Gattung. 

F  Funktion. 

F  Flächeninhalt  einer  ebenen  Figur. 

F(k,  (p)  elliptisches  Normalintegral  erster  Gattung. 

J  Integral. 

N  Normale. 

0  Flächeninhalt  einer  krummen  Oberfläche. 

S  Flächeninhalt  eines  Kurven  -  Sektors. 

/  (ans  S  entstanden)  Integral. 
Sn  Subnormale. 
St  Subtangente. 
T  Tangente.^ 
U  Umfang. 

V  Vüliimeu  einejj  Körpers. 

X  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  x. 

Y  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  y. 

a,  Oj ,  flj ,  .  .  .  willkürliche  Kows^o^ti^^.. 
d  Basis  eines  Logarithiueu-^'^s^xw*. 
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<^i  ^1  <^i  •  •  •  willkürliche  Konstante. 

d  und  d  Differential. 

e  Basis  der  natürlichen  Logarithmen. 

/  Funktion. 

A»  /i»  /s»  •  •  •  konstante  Faktoren. 

^  Funktion. 

h  Höhe,  insbesondere  Höhe  eines  Paralleltrapezes. 

Je  =  Bin  a  Modul  der  elliptischen  Normal  integrale. 

In  Logarithmus  naturalis. 

9n  =  tga  Richtungstaugente. 

m  Ordnung  einer  Differential -Gleichung. 

n  Grad  einer  ganzen  rationalen  Funktion  oder  einer  Gleichung. 

q  Quotient,  insbesondere  Quotient  bei  geometrischen  Progressionen. 

r  Radiusvektor. 

^  Bogenlänge  bei  ebenen  Kurven  und  bei  Kurven  doppelter  Krümmung. 
t  unabhängige  Veränderliche,  insbesondere  bei  Parameterdarstellung. 
1*,  V  abhängige  oder  unabhängige  Veränderliche,  insbesondere  bei  der 

Substitution  und  der  partiellen  Integration. 
V  integrierender  Faktor. 
X  Abszisse  eines  Punktes  P. 
y  Ordinate  eines  Punktes  P. 
Xy  y,  z  Koordinaten  eines  Punktes  P  im  Baume. 

a  Winkel,  den  eine  Gerade,  insbesondere  die  Tangente  mit  der  posi- 
tiven Richtung  der  X-Achse  bildet. 
a  Hilf s  Winkel  bei  elliptischen  Integralen  (sina  =  h), 
y  Winkel,  den  schiefwinklige  Koordinaten  miteinander  bilden. 
<3^,  £  verschwindend  kleine  Größen. 

*  =  tg  (  «X/  Hilfsgröße  bei  elliptischen  Integralen. 

1  ^  £4         2  —  sin^a 
K  =  ~272       ~  — sin^ö —  Hilfsgröße  bei  elliptischen  Integralen. 

nri  Ordinate  des  Kj-eismittelpunktes. 
^  unbestimmte  Größe  zwischen  0  und  1. 
^  Winkel,  den  die  Tangente  mit  dem  Radiusvektor  bildet. 
I  Abszisse  des  Kreismittelpunktes. 
-TT  Umfang  des  Kreises  mit  dem  Durchmesser  1. 
q  Halbmesser  des  Kreises,  insbesondere  des  Krünmiungskreises. 
€f  Argument;  Winkel,  den  der  Radiusvektor  mit  der  A\ifw\^t\5^\Nfc^iÄ% 
hMQt. 
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